ESTIMACAO PARA A MEDIA




Objetivo

Estimar a media |l de uma variavel
aleatoria X, que representa uma
caracteristica de interesse de uma
populacao, a partir de uma amostra.



Exemplos:
W: peso médio de homens na faixa etaria de 20 a 30
anos, em uma certa localidade;

LL: idade media dos habitantes do sexo feminino na
cidade de Santos, em 1990;

salario meédio dos empregados da industria
metalurgica em Sao Bernardo do Campo, em 2001;

lL: taxa media de glicose em individuos do sexo
feminino com idade superior a 60 anos, em
determinada localidade;

LL: comprimento médio de jacares adultos de uma
certa raca.



« Vamos observar n elementos, extraidos ao
acaso e com reposicao da populacao;

 Para cada elemento selecionado, observamos
o valor da variavel X de interesse.

Obtemos, entao, uma amostra aleatoria de
tamanho n de X, que representamos por

Xy, Xop cony X .




Uma estimador pontual para pn é dado pela
media amostral,

_ X +X_+..+X
n

Uma estimador intervalar ou intervalo de
confianca para_u tem a forma

R-e;i+e],

sendo £€ o erro amostral (margem de erro)
calculado a  partir da distribuicao de
probabilidade de X .



Distribuicao amostral da média

Exemplo 1: Considere uma populacao em que
uma variavel X assume um dos valores do
conjunto {1, 3, 5, 5, 7}. A distribuicao de
probabilidade de X é dada por

X 1 3 5 7
P(X=x) 1/5 1/5 2/5 1/5

E facil ver que W, = E(X)=4,2,
0,2 = Var(X) = 4,16.



Vamos relacionar todas as amostras possiveis de
tamanho n = 2, selecionadas ao acaso e com
reposicao dessa populacao, e encontrar a
distribuicao da media amostral

X — X1+ X5 |
2

sendo

X,: valor selecionado na primeira extracao; e

X,: valor selecionado na segunda extracao.



Amostra (X1,X>) Probabilidade Média Amostral
(1,1) 1/25 1
(1,3) 1/25 2
(1,5) 2/25 3
(1,7) 1/25 4
(3,1) 1/25 2
(3,3) 1/25 3
(3,5) 2/25 4
(3,7) 1/25 5
(5,1) 2/25 3
(5,3) 2/25 4
(5,5) 4/25 5
(5,7) 2/25 6
(7,1) 1/25 4
(7,3) 1/25 5
(7,5) 2/25 6
(7,7) 1/25 7

1




A distribuicédo de probabilidade de X paran=2 é

X 1 2 3 4 5] 6 7

P(X=x) |1/25 2/25 5/25 6/25 6/25 4/25 1/25

Neste caso, E(X)=4,2=p, e

Var(X) =2,08 = %

2
X



Repetindo o mesmo procedimento, para amostras
de tamanho n = 3, temos a seguinte distribuicao de
probabilidade de X,

X P(X=x) Neste caso,
1 1/125 —
5/3 3/125 E(X)=42=W, e
7/3 9/125 B o2
3 16/125 _ _ Oy
11/3 24/125 LEUR =k 3
13/3 27/125
5 23/125
17/3 15/125
19/3 6/125
7 1/125




Figura 1: Histogramas correspondentes as distribuicoes
de X e de X, para amostras de {1,3,5,5,7}.
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Dos histogramas, observamos que

 conforme n aumenta, os valores de X tendem a se
concentrar cada vez mais em torno de

E(i) = 4,2 — },Lx ]
uma vez que a variancia vai diminuindo;
*0S casos extremos passam a ter pequena
probabilidade de ocorréencia;

 para n suficientemente grande, a forma do
histograma aproxima-se de uma distribuicao
normal.



Figura 2: Histogramas correspondentes as
distribuicoes de X para amostras de algumas

populacoes.

Fonte: BUSSAB & MORETTIN. Estatistica Basica. Sao Paulo, Atual, 42 edicao, 2002,

pp. 273.
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Esses graficos sugerem que,

quando n aumenta, independentemente da
forma da distribuicao de X , a distribuicao
de probabilidade da media amostral X
aproxima-se de uma distribuicao hormal.




Teorema do Limite Central

Seja X uma v. a. que tem média [l e variancia c2.
Para uma amostra X, X,, ..., X, , retirada ao acaso e
com reposicao de X, a distribuicao de
probabilidade da media amostral X aproxima-se,
para n grande, de uma distribuicao normal, com
meédia U e variancia 6%/ n, ou seja,

( 2 )
X~N u,% , para n grande, aproximadamente.
\ Y




Comentarios:

- Se a distribuicdo de X é normal, entdo X tem
distribuicao normal exata, para todo n.

g2 O ,
— ,queé

n n

o desvio padrao da media amostral, tambem e
denominado erro padrao.

* O desvio padrao




Intervalo de Confianca

Como vimos, o estimador por _intervalo para a
media Il tem a forma

X -e;X + ¢

Pergunta: Como determinar € ?



Seja P(¢) =y, a probabilidade da média amostral
X estar a uma distancia de, no maximo ¢, da

media populacional |l (desconhecida), ou seja,
Y = P(‘f(-u ‘ < 8) = P(u—e <X< }.L+8)
( )

=p—_837(-usi EPL_S\/HSZSE\/HJ,
\%ﬁl %ﬁl %ﬁl)

sendo Z ~ N(0,1) .
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Denotando —— =z, temos que
0)

v=P(-z < Z < 2).

Assim, conhecendo-se o0 coeficiente de
confianca y obtemos z.



Erro na estimativa intervalar
Da igualdade 2z = ﬂ, segue que
c
o erro amostral ¢ é dado por
e = 3 9
NOI
sendo z tal que y=P(-z < Z < z), com Z~N(0,1).
O intervalo de confiangca para a média [l, com
coeficiente de confianga vy fica, entao, dado por

i-zi;i+zi,

Jn n _

sendo O o desvio padrao de X.




Exemplo 2:

Nao se conhece o consumo medio de combustivel
de automoveis da marca T. Sabe-se, no entanto,
que o desvio padrao do consumo de combustivel
de automoveis dessa marca € 10 km/l. Na analise
de 100 automoveis da marca T, obteve-se consumo
medio de combustivel de 8 km/l. Encontre um
intervalo de confianca para o consumo medio de
combustivel dessa marca de carro. Adote um
coeficiente de confianca igual a 95%.

X: consumo de combustivel de automoveis damarca T
c=10 km/I

n=100 = X (média amostral) = 8 km/i
Y=095 = z2=1,96



Pelo Teorema do Limite Central, o intervalo de
confianca de 95% e dado, aproximadamente, por

. O . O
X -z—"2:X+2z——|=
Vn vn |
I 10 10
8 - 1,96 . 8 + 1,96 i
V100 V100

[_8-1,96 . 8+1,96 |
| 6,04 ; 9,96 |

Observe que o erro amostral € é 1,96 km/l.



Exemplo 3:

Deseja-se estimar o tempo medio de estudo (em
anos) da populacao adulta de um municipio.
Sabe-se que o tempo de estudo tem distribuicao
hormal com desvio padrao ¢ = 2,6 anos. Foram
entrevistados n = 25 individuos, obtendo-se para
essa amostra, um tempo médio de estudo igual a
10,5 anos. Obter um intervalo de 90% de
confianca para o tempo medio de estudo
populacional.

X : tempo de estudo, em anos e X ~ N( u; 2,62)

h=25 = ;=10,5anos
Y=090 = z=1,65



A estimativa intervalar com 90% de
confianca e dada por (em anos):

2% x+22]
N
2.5 2.5
10,5 - 1,65 : : 10,5 + 1,65 :
\ 25 V25 |

lo,5 -0,86 ; 10,5 +0,86]
lo,64 ;: 11,36].




Dimensionamento da amostra

- o)
A partir da relacao ¢ = z——,
Jn

o tamanho da amostra n é determinado por

22
h=|"—| o?,
€

conhecendo-se o desvio padrao ¢ de X, o erro

€ da estimativa e o coeficiente de confianca y
do intervalo, sendo z tal que

v=P(-2<Z<2z) e Z~N(0,1).



Exemplo 4:

A renda per-capita domiciliar numa certa
regiao tem distribuicao normal com desvio

padrao ¢ = 250 reais e media u desconhecida.
Se desejamos estimar a renda media p com

erro € = 50 reais e com uma confiangca vy =
95%, quantos domicilios devemos consultar?

X : renda per-capita domiciliar na regiao
X ~ N(u ; 2502)

n="2? talque € =50 reais,
Y= 0,95 — Z = 1,96



Entao,

Aproximadamente 97 domicilios devem
ser consultados.



Exemplo 5:

A gquantidade de colesterol X no sangue das alunas
de uma universidade segue uma distribuicao de
probabilidades com desvio padrao ¢ = 50 mg/dl e
media B desconhecida. Se desejamos estimar a
quantidade média p de colesterol com erro € = 20

mg/dl e confianca de 90%, quantas alunas devem
realizar o exame de sangue?

X: quantidade de colesterol no sangue das alunas
da universidade

o =50 mg/dl

n="?? tal que £€=20 mg/di
Y= 0,90 = z=1,65



Supondo que o tamanho da amostra a ser
selecionada é suficientemente grande, pelo
Teorema do Limite Central temos:

20
=206,25

_ (1 65 j"’ (501

Assim, aproximadamente 207 alunas devem
realizar o exame de sangue.



Na pratica, a varidncia populacional o° é
desconhecida e é substituida por sua estimativa,

2 {1 n _\2
S =n_1i§1(xi-x) .

A estimativa amostral do desvio padrao o

e s=\/?.



Temos duas opcoes ao padronizar a variavel X

Se o, 0 desvio padrao populacional, for conhecido,
usamos

X — X —
7 — LN H
7 o]
Jn
Se o for desconhecido, usamos seu estimador,

o desvio padrao amostral S, e consideramos a
seguinte variavel padronizada

T=X_”=JZX;”

VA




e Se a variavel na populacao tem distribuicao
hormal, entao

Z tem distribuicao N(0,1)

e T tem distribuicao ¢ de Student
com n-I graus de liberdade.

e Se o tamanho n da amostra é grande, entao

Z e T tém distribuicao aproximadamente N(0,1).



v0

€0

¢0




Assim, uma estimativa intervalar aproximada
para a media populacional 1 , quando o
tamanho da amostira €é grande e o ¢
desconhecido , e

sendo s o desvio padrao amostral e z tal
que Y=P(-z < Z < z) com Z~N(0,1).



Exemplo 6:

Para estimar a renda semanal media de
garcons de restaurantes em uma drande
cidade, é colhida uma amostra da renda
semanal de 75 garcons. A media e o desvio
padrao amostrais encontrados sao R$ 227 e R$
15 respectivamente. Determine um intervalo de
confianca, com coeficiente de confianca de
90%, para a renda media semanal.

X: renda semanal de garcons da cidade

n=75 — X =227 e s=15
v=09 = z=1,65



O intervalo de 90% de confianca e dado,
aproximadamente, por (em reais).

., S ~.,8]|_

Jn’ Jn
F 15 15 |
227 - 1,65 — ; 227 + 1,65 — |=
I J75 J75

(227 - 2,86 ; 227 + 2,86 |=
(224,14 ; 229,86 |




