Estimadores de Momentos



A media populacional € um caso particular daquilo
que chamamos de momento. Na realidade, ela € 0
primeiro momento.

Se X for uma v.a. continua, com densidade
f(x; 0,, ..., 8.), dependendo de r parametros, ent&o:

u, = EX) = |_xfCx. 6, .. 8)dx.

Por exemplo, suponha que X tenha distribuicao
normal, com parametros u e o2,

Aqui, 0, = u, 6, = 6% e r = 2, Temos, nesse caso, que
E(X) = u.



Podemos, em geral, definir o k-ésimo momento de X por
w=ECC) = [_x*(r 6, . 0)dx, k=12, .
Assim, para kK = 2, obtemos o segundo momento

ExX?) = [ x2f(c 6, .. 6)dx

EX?) = Var(X) + [EQOF = 6% + 122



agora, que colhemos uma amostra de tamanho n da populagao (X, ... X ). Definimos
o chamado k-ésimo momento amostral por

mo= > X k=12, _ (11.23)
A =1
Temos, portanto, que m, —Xe m, = Z:": Xin

it il

Definicao. Dizemos que 6, .. € sao estimadores obtidos pelo método dos momentos
se eles forem solugdes das equacgoes

m=u. k=12 _.r (11.24)



Exemplo 11.8. Se X tem média g e vanancia ¢-, teremos as seguintes relacoes validas
para os dois primeiros momentos populacionais:

EX)=p. EX?) =0+
do que obtemos

u=EX), ¢*=EX?)-EX).

Temos, também, os dois primeiros momentos amostrais:

1y 7
m1_ﬁ§xﬁ =X
m, IZIE
_Hi—l

Os estimadores obtidos pelo método dos momentos serao

=2 X -X*=¢62



Estimadores de Maxima
Verossimilhanca



Exemplo. Suponha que temos n provas de
Bernoulli com P (sucesso) = p,0<p<leX=
numero de sucessos.

Estimar p?

Uma amostra, por exemplo, n = 3 e obtemos dois
sucessos e um fracasso.

A funcao de verossimilhanca ¢
L(p) = P(2 sucessos e 1 fracasso) = p2(1 — p).



Maximizando essa funcao em relacao a p, obtemos
L'(p) = 2p(1-p)—p2=0 =p(2—-3p) =0,

p=0oup=2/3.

0 ponto maximo é p= 1/3,

que é o0 estimador de maxima
verossimilhanca (EMV) de p.



X ~ Dbimomial (n, p), a funcao de
verossimilhanca nesse caso €

Ll:p} - P.t (] _leil'l—x=

que & a probabilidade de se obter x sucessos e n — x fracassos. O maximo dessa funcao
ocorre no mesmo ponto que £(p) = log, L(p). Denotando o logaritmo natural simples-
mente por log, temos

fip)=xlog p+ (n —x) log(l - p).

Derivando e igualando a zero obtemos p, . = x/n.

No caso discreto, a funcao de verossimilhanca pode ser escrita na forma

Lgx.. .x)=PKX =x|0) . PX =x|0).



No caso de varidveis continuas, a funcao de verossinulhanca é definida da seguinte
maneira. Suponha que a v.a. X tenha densidade f(x; @), onde destacamos a dependéncia

do parametro 6 desconhecido. Retiramos uma amostra de X, de tamanho n, (X, ... X ).
e sejam {:s:l, Iﬂ} os valores efetivamente observados.

Definicao. A funcao de verossimilhanca é defimda por

L(6; x,. ..., x,) = f(x;; 8) ... flx; ), (11.30)
que deve ser encarada como uma funcao de €. O estimador de maxima verossimilhanga
de 8 & o valor Hm que maximiza L(#; L xﬂ}_

Exemplo 11.11. Suponha que a v.a. X tenha distribmicao exponencial, com parametro
¢ > 0, desconhecido, e queremos obter 0 EMV desse parametro. A densidade de X &
dada por (7.26):

(A
0. se x < (.

| R
— e gax=10
ﬂlr;a}={



Entao, a verossinulhanca é dada por
L(a|x) = (/ayre ="
e a log-verossimilhancga fica
t(a|x) = —»n log o —ilxr.f’a.

Derivando e 1gualando a zero obtemos que o EMV de o é
G = 2=tk (11.31)

MV n




Intervalo de Confianca
Para média



Objetivo

Estimar a media |L de uma variavel
aleatoria X, que representa uma
caracteristica de Interesse de uma
populacao, a partir de uma amostra.



« Vamos observar m elementos, extraidos ao
acaso e com reposicao da populacao;

e Para cada elemento selecionado, observamos
o valor da variavel X de interesse.

Obtemos, entdao, uma amostra aleatdoria de
tamanho n de X, que representamos por

Xy, Koy ooy X




Uma estimador pontual para @ € dado pela
média amostral,

_ X
X— l+X2+ +Xn_

Xi
L

M-

I
|

N |

Uma estimador intervalar ou intervalo de
confianca para_y tem a forma

K e X+

sendo € o0 erro amostral (margem de erro)
calculado a partir da distribuicao de
probabilidade de ¥ .



Teorema do Limite Central

Seja X umav. a. que tem meédia Ml e variancia c?.
Para uma amostra X;, X, ..., X. , retirada ao acaso e
com reposicao de X, a distribuicao de
probabilidade da média amostral X aproxima-se,
para n grande, de uma distribuicao normal, com
media L e variancia o?/n, ou seja,

X ~N u,c— ,paran grande, aproximadamente.
n




Intervalo de Confianca

Como vimos, o estimador por intervalo para a
meédia L tem a forma

X - e X + ¢

Pergunta: Como determinar & ?



Seja P(e) =y, a probabilidade da media amostral

X estar a uma distancia de, no maximo g, da
meédia populacional U (desconhecida), ou seja,

X ‘ < s)= P(u—s <X < u+8)
( )

- p| = L & lap (_st SS\M],

% % TRl Lo

sendo Z ~ N(0,1) .




|
———
_:—:Jﬁ 0o 4 z/n Z

n
4] (y

Denotando =z, temos que

o
v=P(-z £ Z £ 7).

Assim, conhecendo-se o0 coeficiente de
conflancay obtemos z.



Erro na estimativa intervalar

. gn
Da Igualdade z = ——, segue que
0)
0 erro amostral € é dado por
(o}
€ = 72— ,
Nig

sendo z tal que y=P(z < Z < 2), com Z~N(0,1).

O intervalo de confianga para a média LL com
coeficiente de confianga y fica, entao, dado por

i-zi;;(+z£,

vn vn

sendo O o desvio padrao de X.




Exemplo:
Nao se conhece o consumo meédio de combustivel

C

0
C
C

e automoveis da marca T. Sabe-se, no entanto,
ue o desvio padrao do consumo de combustivel
e automovels dessa marca € 10 km/l. Na analise
e 100 automoveis da marca T, obteve-se consumo

meédio de combustivel de 8 km/l. Encontre um
Intervalo de confianca para o consumo meédio de
combustivel dessa marca de carro. Adote um
coeficiente de confianca igual a 95%.

X: consumo de combustivel de automoveis da marca T
c=10 km/l

n

=100 = ; (média amostral) = 8 km/I

Yy =0,95 = z=1,96



Pelo Teorema do Limite Central, o intervalo de
confianca de 95% e dado, aproximadamente, por

Ny O g O
X-Z—, X+2z2—|=
Vn Vn _
10 10
8 - 1,96 ; 8 + 1,96 =
V100 v100 _

(8-1,96 ; 8+1,96 ]
16,04 ; 9,96 |

Observe que o erro amostral € € 1,96 km/I.



Exemplo:

Deseja-se estimar o tempo medio de estudo (em
anos) da populacao adulta de um municipio.
Sabe-se que o tempo de estudo tem distribuicao
normal com desvio padrao o = 2,6 anos. Foram
entrevistados n = 25 individuos, obtendo-se para
essa amostra, um tempo medio de estudo igual a
10,5 anos. Obter um intervalo de 90% de
confianca para o tempo médio de estudo
populacional.

X :tempo de estudo, em anos e X ~ N( u; 2,6)

n=25 o= ;:10,5anos
Yy=090 = z=1,65



A estimativa intervalar com 90% de
confianca é dada por (em anos):

B O

X - Z—F—,
Jn

10,5 - 1,65

sz
T
2.5
— 10,5 + 1,65
25

[10,5 -0,86 ; 10,5 +0,86 |
lo.64 : 11,36].

2,9

V25 _




Figura 11.3: Significado de um IC para u, com y= 0,95 e o2 conhecido.
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Na pratica, a variancia populacional o2 é
desconhecida e é substituida por sua estimativa,

s° - ni gl(xi - X)Z

 —

A estimativa amostral do desvio padrao o
é s=+/S°.



Temos duas opcdes ao padronizar a variavel X

Se o, 0 desvio padrao populacional, for conhecido,
usamos

X — X —
7 2 _Jn H
o) o3
7
Se o for desconhecido, usamos seu estimador,

o0 desvio padrao amostral S, e consideramos a
seguinte variavel padronizada

TS M n X H

> ;




e Se a variavel na populacdo tem distribuicéao
normal, entao

Z tem distribuicdo N(0,1)

e T tem distribuicdo t de Student
com N-1 graus de liberdade.

e Se 0 tamanho N da amostra é grande, entao

/Z e T tém distribuicdo aproximadamente N(O,1).



¥°0

€0

¢0




Assim, uma estimativa intervalar aproximada
para a média populacional p , quando o
tamanho da amostra € grande e o ¢€
desconhecido , é

— S - S
X-2—,X+2—|,

vn vn

sendo $ 0 desvio padrao amostral e z tal
que y=P(z £ Z <z) com Z~N(,1).



Exemplo:

Para estimar a renda semanal meédia de
garcons de restaurantes em uma grande
cidade, é colhida uma amostra da renda
semanal de 75 garcons. A média e o desvio
padrao amostrais encontrados sao R$ 227 e R$
15 respectivamente. Determine um intervalo de
confianca, com coeficiente de confianca de
90%, para a renda média semanal.

X: renda semanal de garcons da cidade

nN=75 = x =227 e s =15
vy=09 = z=1,65



O

intervalo de 90%
aproximadamente, por (em reais).

.
X -Z— , X +
Jn

15
227 - 1,65 —
J75

S
/— | =

n_

; 227 + 1,65

[227 - 2,86 ; 227 + 2,86 |=
[ 224,14 ; 229,86 |

de confianca

5

V75

e

dado,



Intervalo de Confianca
Para proporgcao



Objetivo

Estimar uma proporcao p (desconhecida)
de elementos em uma populacao,
apresentando certa caracteristica de
Interesse, a partir da Iinformacao
fornecida por uma amostra.



Dois possiveis procedimentos de estimacao:

*Estimacéo pontual

*Estimacéao intervalar

- Vamos observar m elementos, extraidos ao
acaso e com reposicao da populacéao;

- Para cada elemento selecionado, verificamos a
presenca (sucesso) ou nao (fracasso) da
caracteristica de interesse.



Estimador pontual

O estimador pontuwal para p, tambem
denominado propor¢cado amostral, ¢ definido
como X

P=—,
N
sendo que

X denota o numero de elementos na amostra que
apresentam a caracteristica;

m denota o tamanho da amostra coletada.

Se observamos o valor k da v. a. X, obtemos p=k/n
que denominamos estimativa pontual para p.



Exemplo: Sejam,

p: proporcao de alunos da USP que foram ao teatro
pelo menos umavez no ultimo meés, e

X: numero de estudantes que respondem “sim” em
uma pesquisa com n entrevistados.

Suponha que foram entrevistados n = 500
estudantes e que, desses, k = 100 teriam afirmado
gue foram ao teatro pelo menos uma vez no ultimo

meEs.



A estiimativa pontual (proporcao amostral) para p ¢ dada

por:
~ k 100
p=—=——=0,20,
n 500
ou seja, 20% dos estudantes entrevistados
afirmaram que foram ao teatro pelo menos uma
vez no ultimo meés.

Note que, outra amostra de mesmo tamanho pode
levar a uma outra estimativa pontual para p.



Estimativa intervalar ou
intervalo de confianca

Para uma amostra observada, os estimadores pontuais
fornecem como estimativa um unico valor numerico
para o parametro.

*Os estimadores pontuais sao variaveis aleatorias e,
portanto, possuem uma distribuicao de probabilidade,
em geral, denominada distribuicao amostral.

Idéia: construir intervalos de confianca, que
Incorporem a estimativa pontual informacodes a respeito
de sua variabilidade (erro amostral).

Intervalos de confianca sao obtidos por meio da
diistribuicao amostral do estimador pontual.



A estimativa intervalar corresponde a um
Intervalo determinado da seguinte maneira:

[}5—8;6+8],

sendo € o erro amostral ou margem de erro.

Pergunta: Como encontrar & ?



Seja P(e) a probabilidade da estimativa pontual estar
a uma distancia de, no maximo, € da proporcao
verdadeira p, ou seja,

P(e)=P(|p-pl|<e)

A probabilidade P(e) e também denominada
coeficiente de confianca do Intervalo, que

denotamos pela letra grega y (gama).

Afirma-se ainda que a estimativa Intervalar tem
coeficiente de confianca y = P(g).



Formalmente,

) (X
P(s)=P(lp—p\S8>=P—n—p$8)
X
=P(p—8£— <p+e¢ =P(np —nes=Xsnp +n8)
n
_pl_ < X—np _ >

\/np(l p) npl-p) \/np(l p))’

Como X ~ b(n,p) temos que, para n grande, a
variavel aleatoria X-np

/ =
Jnp(1-p)
tem distribuicao N(0,1).




Deste modo, para n grande,

ev/n ev/n

/< >

- <
 Jp(1-p) Jp(1-p)

onde Z ~ N(0,1).

r )

P(e) = P




evn

Denotando =z, temos que
Jp(1-p)

P(e) =y= P(-z£Z<2).

Assim, podemos obter z conhecendo-se y (ou P(g)).

Por exemplo, considere y = 0,80.

z é tal que A(z) = 0,90.
Pela tabela, temos z = 1,28.




Erro da estimativa intervalar

evn
Jp(1-p)
é imediato mostrar que o erro amostral & €

dado por
8=Z\/p(1—p) |
n

Da igualdade 7z =

ondezétalquey= P(-z<£Z<2z),com Z~N(0,1).



Intervalo de confianca para p

Vimos que a estimativa intervalar para p tem a
forma: [ﬁ—a;ﬁ+a],

com 8=Z\/p(1—p) eztalquey=P(-z£Z<2z)naN(0,1).
n

Na pratica, substituimos a proporcao desconhecida
p pela proporgdo amostral p, obtendo o seguinte
intervalo de confianca com coefiiciente de

confianca y:

Cin)=|p-2 P8 ; 54z PUD




Exemplo:

No exemplo da USP, temos n =500 e [3: 0,20.

Construir um intervalo de confiangca para p com
coeficiente de confianca y = 0,95.

0,95

Y

-z 0 z

0,20 -1,96

J020x030

Como y = 0,95 fornece z = 1,96,
o intervalo € dado por:

- _pa-p) . - Jﬁ(l—ﬁ)
{p Z\/ n P N }

OZOXOBO}

- 0,20 + 1,96\/
500

-[0,20-0,035; 0,20+0,035]=[0,165 ; 0,235].

Nesse intervalo (y=0,95), a estimativa pontual para p é 0,20,
com um erro amostral € igual a 0,035.



Interpretacao do IC com y = 95%:

Se sortearmos 100 amostras de tamanho n=500 e
construirmos o0s respectivos 100 intervalos de
confianca, com coeficiente de confianca de 95%,
esperamos que, aproximadamente, 95 destes
Intervalos contenham o verdadeiro valor de p.

Comentarios:

Da expresséo g = Z\/p(l—p) ~ é possivel concluir que:
n

*para y fixado, o erro diminui com o aumento de n.

‘para n fixado, o erro aumenta com o aumento de y.



