Inferéncia para
Varias Populacoes

Como vimos no Capitulo 1, uma das preocupacdes de um estatistico ao analisar
um conjunto de dados € criar modelos que explicitem estruturas do fenémeno sob
observagao, as quais frequentemente estao misturadas com variagdes acidentais ou
aleatorias. A identificacdo dessas estruturas permite conhecer melhor o fenémeno,
bem como fazer afirmacdes sobre possiveis comportamentos.

Portanto, uma estratégia conveniente de analise € supor que cada observacdo seja
formada por duas partes, como vimos em (1.1) do Capitulo 1:

observacao = previsivel + aleatorio. (15.1)

Aqui, a primeira componente incorpora o conhecimento que o pesquisador tem
sobre o fendmeno e € usualmente expressa por uma funcdo matematica, com parametros
desconhecidos. A segunda parte, a aleatéria (ou ndo previsivel), representa aquilo que
0 pesquisador nao pode controlar e para a qual sdo impostas algumas suposigdes,
como, por exemplo, que ela obedeca a algum modelo probabilistico especifico, que,
por sua vez, também contém parametros desconhecidos.

Dentro desse cenario, o trabalho do estatistico
passa a ser o de estimar os parametros
desconhecidos das duas partes do modelo, baseado

em amostras observadas.

Neste capitulo iremos investigar um modelo
simples, chamado de analise de variancia com um

fator.



A situacao geral pode ser descrita como segue. Temos uma
populacdo P de unidades experimentais (individuos,
animais, empresas etc.), para a qual temos uma v.a. Y de
interesse.

Suponha, agora, que possamos classificar as unidades
dessa populacao segundo niveis de um fator. Por exemplo,
o fator pode ser o sexo, com dois niveis, arbitrariamente
denotados por |: sexo masculino e 2: sexo feminino. A v.a.
Y pode ser a altura de cada individuo.

Genericamente podemos ter I niveis para esse fator. A
populacao fica, entao, dividida em I subpopulacdes (ou
estratos), P1, ..., PI, cada uma representada por um nivel

i do fator, i = 1, 2, ..., I. No exemplo citado teriamos duas
subpopulagoes: a dos individuos do sexo masculino e a dos

individuos do sexo feminino.



Figura 15.7: Fermas da distribuicte de y para os diversos niveis do fator.
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Para cada nivel i, observamos a v.aa. Y em n umdades experimentais selecionadas
ao acaso da subpopulacao correspondente, ou seja, teremos uma amostra (yr.l, rl.ﬂl_]

dessa subpopulacao. No exemplo citado acima, temos i = 1, 2, ou seja, dois niveis
para o fator sexo. Extraimos uma amostra de tamanho n, de P : pessoas do sexo mas-
culino, (y,,, .- J’mll e uma amostra de tamanho n, de P,: pessoas do sexo femimno,
| }'2:'1]- Essas amostras sido independentes.

Suponha que E(Y) = it para a populacao toda, ou seja, a média global da va. Y para P.
Suponha, também, que E(YIP) = u, i = 1, .., I. ou seja, as médias da v.a. ¥ para as
subpopulagoes sejam i, .... 4. No nosso exemplo, i € a media das alturas da popula-
cao de todos os individuos, 4 € a média das alturas dos homens, e p, é a média das
alturas das mulheres.

O objetivo é estimar u, i = 1, . [ e testar ]]jp-jtesesl sobre essas médias. Uma
hipotese de interesse &

H p=p=.=4=U (15.2)
contra a alternativa

H:p# M. para algum par (i, j). (15.3)



Um modelo conveniente para descrever essa situacao é
v, =M, +e i=1..1 j=1 _..n, (15.4)

para o qual supomos que e, sao v.a. independentes. de média zero e varidncia 0
desconhecida, por exemplo. Podemos adicionar a hipdtese de que esses “erros’ sejam
normais, ou seja,

e, ~ N, 0. (15.5)

parai=12 _ Ij=12 _. . n.

Exemplo 15, 1. Um psicéloge estd investigande a relagdo entre o tempo que um indi-
viduo leva para reagir a um estimule visual (¥) e alguns fatores, como sexo (W), idade
() e acuidade visual (£, medida em porcentagem). Wa Tabela 15.1 temos os tempos
para m = 20 individuos (valores da v.a. ¥). O fator sexo tem dois niveis: i = 1: sexo
masculine (H) e i = 2. sexo feminine (M), com n, = n, = 10. O fator idade tem cinco
niveis: § = 1 individuos com 20 anos de idade, § = 2; individuos com 25 anos etc., § = 5:
individuos com 40 anos. Aqui, m, = .. = n, = 4. A acnidade visual, como porcentagem

Exemplo 15. . Um psicologe esta investipando a relacio enfre o tempo gque um indi-
viduo leva para reagir a um estimule visual (¥) e alguns fatores, como sexo (W), idade
(X) e acuidade visual (£, medida em porcentagem). INa Tabela 15.1 temos os tempos
para n = 20 individuos (valores da v.a. ¥). O fator sexo tem deis niveis: i = 1: sexo
masculine (H) e i = 2. sexo feminino (M), com n, = n, = 10. O fator idade tem cinco
niveis: i = 1: individuos com 20 anos de idade, i = 2: individuos com 25 anos etc, i = 5:
individuos com 40 anos. Aqui, #, = ... = n, = 4. A acuidade visual, como porcentagem

da visdo completa, também gera cinco niveis: i = 1: individuos com 100% de visao, i = 2:
individues com 90% de visdo, e assim por diante. Nao foi possivel controlar essa
variavel a priori como as outras duas, ja que ela exige exames oftalmologicos para sua
mensuracao. Dai o desbalanceamento dos tamanhos observados: m=2mn,=10mn =35
n, = 2en, =l Fatores desse fipo sac chamados de co-fatores.

Assim, para o fator sexo, teremos o modelo {(134)comi=1,2,j=1, 2, 3, _, 10,
e para o fator idade, o mesmo modelocom i = 1,2, . 5, j=1,2, 3, 4



Tabela 15.1: Tempos de reagiio a um estimulo (Y] & acuidade visual () de 20 individuos, sequndo
o saxo [ W] e a idade [X].

Individuc Y W X z
1 o) H 2 20
2 o2 M 20 100
3 104 H 20 &0
4 100 M X 20
] ] M 25 100
a 10 H 25 20
7 110 H s a0
g 10 M 25 20
Q & M a0 F0

10 104 H 20 20
1 109 H X0 20
12 100 M 30 &0
13 1nz M kv 20
14 105 M k<] a0
15 na H k<] 70
1& 108 H k<] Q0
7 1na M 40 20
-] 1nz M 40 20
(3] 127 H 40 &0
20 17 H 40 80

Exemplo 15.2. Uma escola analisa sen curso por meio de um questionario com 50 ques-
thes sobre diversos aspectos de interesse. Cada pergunta fem nma resposta, numa escala
de 1 a5 (va F), onde a maior nota significa melhor desempenho. Na 1ltima avaliacio
usoll-se uma amostra de alunos de cada periodo, e os resultados estao na Tabela 15.2.
Adqui, o fator € periodo, com trés niveis: i = 1- manha, i = 2- farde € i = 3. noite; emos n, =7,
n=6en =8

Tabela 15.2: Avaliagiio de um cwrse sequndo o pariade.

Perodo
Manha Tarde Moike

42 27 46
40 24 39
31 24 38
7 22 37
23 19 36
33 18 35
4, 34

28




Exemplo 15.3. Num experimento sobre a eficiacia de regimes para emagrecer, ho-
mens, todos pesando cerca de 100 kg e de biotipos semelhantes, sao submetidos a trés
regimes. Apds um més, verifica-se a perda de peso de cada individuo, obtendo-se os
valores da Tabela 15.3.

Tabela 15.3: Perdas de peso de individuos submetidos a irés regimes.

Regime
1 2 3
na 74 10,5
10,5 o7 nz
12,5 82 na
12,3 72 131
155 86 140
14 7)1 OB

Agui, o fator & regime, com I = 3 niveis e cada regime € indexado por; i=1,2,3. A
v.a. ¥ € a perda de peso depois de um més. E(Y) = u € a perda de peso global dos 18
homens, u. € a perda média de peso para o regime i. As amosiras tém todas o mesmo
tamanho n, = n, = n, = 6.



15.2 Modelo para Duas Subpopulagoes

Inicialmente, consideremos © caso em que femos wm fator com dois niveis, como
no Exemplo 15.1, com o fator sexo. Ou seja, queremos avaliar o efeito do sexo do
individuo sobre o sen tempo de reacdo ao estimule. Temos, entdo, o modelo

}'i‘|=#|+f 5 (15.6)
onde

p; = efeito comum a todos os elementos do nivel i = 1, 2;

¢, = efeito aleatério, nao-centrolado, do j-ésimo individuo do nivel i,

¥; = tempo de reagdo ao estimulo do j€simo individuo do nivel i.

15.2.1 Suposigdes

E necessario introduzir suposicoes sobre os erros €; a fim de fazer inferéncias
sobre u, e u,. Iremos admifir que:

(L) € - N{0, ﬂf}, puatedesi=1,2ej=12, .. n.

(i) Ee;e,) =0, paraj= ke i= 1, 2, indicando independéncia entre observagoes
dentro de cada subpopulacao.

(i) Efe,; €,) = 0, para todo j e k, indicando independéncia entre observacoes das
duas subpopulagoes.
Com essas suposigbes, temos duas amostras aleatdrias simples, independentes entre

si, refiradas das duas subpopulagoes M, ¢.%) e N(u,, 7).
Queremos testar a hipotese
Hy oy =u,
contra a altermativa

H:op £y,

Como ja salientamos acima, esse teste pode ser conduzido com os métodos do Capi-
tulo 13, mas o objetivo aqu € mntroduzir a metodologia da analise de vanancia, com um
caso simples. A extensao para mais de dois niveis sera estudada na secao 15.3.

Note que estamos supondo que as vanancias residuas dos niveis 1 e 2 sao 1guais, ou seja,
Var(e,) = Var(e,) = ¢, paratodoj= 1, .. n, (15.7)
Essa é a propriedade conhecida como homoscedasticidade, 1sto é, estamos admi-

tindo que a variabilidade residual € a mesma para os dois niveis (ou que P, e P, tém a
mesma variabilidade segundo a v.a. Y). Note também que

Ey) =y, Vary,) = Vare) = o%. (15.8)






