Variaveis Aleatorias Multidimensionais

Distribuicao Conjunta

Exemplo: Suponha que estamos interessados em estudar a composicao de
familias com trés criancas, quanto ao sexo. Definamos:

X = nimero de meninos,

{ 1, se o primeiro filho for homem

0, se o primeiro filho for mulher,

Z = niimero de vezes em que houve variacdo do sexo entre um nascimento e outro,
dentro da mesma familia.

Tabela 8.1: Composicdo de familias com trés
criangas, quanto ao sexo.

Eventos | Probabilidade | X | ¥ | Z

HHH 1/8 3 1 0

HHM 1/8 2 1 1

HMH 1/8 2 1 2

MHH 1/8 210 1

HMM 1/8 1 1 1

MHM 1/8 1 0 2

MMH 1/8 1 0 1

MMM 1/8 ojo0o| O

Tabela 8.2: Distribuicdes de probabilidades unidimensionais.
(a) (b) (<)
x 0 1 2 3 ¥y 0 1 z 0 1 2
px) | 1/8 | 3/8 | 3/8 | 1/8 o) 1/2 | 1/2 (@) /4| 1/2 | 1/4

A Tabela 8.3 apresenta as probabilidades associadas aos pares de valores nas varidveis
Xe Y. Nessa tabela, p(x, y) = P(X =x, ¥ = y) denota a probabilidade do evento{X =xe Y=y} =
={X =x} N {¥Y = y}. Essa tabela é¢ denominada |distribuicdo conjunta de X e Y. |

Tabela 8.3: Distribuicdo bidimensiondl

dava. (X Y).
(x.y) p(x.y)
(0, 0) 1/8
(1,0) 2/8
(1,1) 1/8
(2, 0) 1/8
(2, 1) 2/8
(3, 1) 1/8




A partir da Tabela 8.1 podemos formar também as distribui¢des conjuntas de X e Z,
de Y e Z, bem como a distribuicao conjunta de X, ¥ e Z, que estd dada na Tabela 8.4.

Tabela 8.4: Distribuigdo conjunta das

va X, TelZ
(x.y.2) p&.y.z)
(0,0,0) 1/8
(1,0, 1) 1/8
(1,0,2) 1/8
(1,1, 1) 1/8
2,0, 1) 1/8
2,1, 1) 1/8
2,1,2) 1/8
(3,1,0) 1/8

No caso de duas variaveis X e Y:

Tabela 8.5: Distribuigdo conjunta de X e ¥, como uma tabela de dupla entrada.

= X 0 1 2 3 pe)

0 1/8 2/8 1/8 0 1/2

1 0 1/8 2/8 1/8 1/2
p() 1/8 3/8 3/8 1/8 1

Figura 8.1: Representagdo gréfica dav.a.

(X ¥) da Tabela 8.5.
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Distribuicoes Marginais

PX=D=PX=LY=0+PX=1Y=1)=2/8+1/8=3/8

PY=0)=PX=0,Y=0+PX=1LY=0+PX=2Y=00+PX=3,Y=0)
=1/8+2/8+18+0=1/2.

Distribuicoes Condicionais

PX=xy=1)= p(J;;::, {): D —pey =1,

PX=2Y=1) 2/8
2F=D=PX=2=1) = d = =1/2.
peIY=1=PX=2=1)=—F>7; 12

Tabela 8.6: Distribuicdo condicional de X, dado que Y= 1.

x 1 2 3
p(r=1) 1/4 1/2 1/4

Observe que > pxY =1) =pOY =1 + .. + pGBy =D = 1.

Tabela 8.7: Distribuigéo condicional de ¥, dado que
X=2.

y 0 |
pOX=2) 1/3 2/3

Podemos generalizar o que foi dito acima para duas v.a. X e ¥ quaisquer, assumin-
do os valores |x, X,, ..., X, € ¥}, ¥y, ..., ¥,, Tespectivamente.

Definicao. Seja x, um valor de X, tal que P(X = x) = p(x) > 0. A probabilidade

PX=x.Y=y)

P(Y: 1-‘.|X = x.) =
G P(X=x)

j: 1, vy M,

¢ denominada |probabilidade condicional de Y =y, dado que X = x|




P¥=y.X=x) PX=x)
P(Y=vy|X =
Z (Y=yX=x)= ; PG on)  TPE-D -1

T 1 1 1
EXY=1)=1x 4+2x2 +3><4 =2.

—2)—0x L 2_2
EYX=2=0x 5 +1x5 =%

Definicao. A esperanca condicional de X, dado que Y = Y, € definida por
EXY=y) = I_;.:rjjx"(}( =x/¥ =y).
Uma definigio analoga vale para E(Y|X = x).

_ PZ=z,Y=Yy)

P(Z=zY=y) P =)

:P(Z: Z)

PZ=1Y=1 = % :IZ L _pEz=-1DPT¥=D.

1
2

Tabela 8.8: Distribuigdo conjunta de Ve Z.

N 0 1 2 )
0 1/8 2/8 1/8 1/2
1 1/8 2/8 1/8 1/2
2(2) 1/4 2/4 1/4 1

Também € verdade que
PY=ylZ=2)=P(=y)

para todos os valores de y e z. Dizemos que|Y e Z sao independentes.




Definicao. As variaveis aleatdrias X e Y, assumindo os valores x, x,, ... € ¥}, ¥y, -ouy

respectivamente, sio|independentes se, e somente se, para|todo par|de valores (x,, yj)

de X e Y, tivermos q

PX=x,Y=y)=PX=x)P(Y=y). (8.3)

Basta que (8.3) ndo se verifique para um par (x,, y), para que X e ¥ ndo sejam indepen-
dentes. Nesse caso diremos que X e Y sdo dependentes.



Fungoes de Varidveis Aleatorias

Tabela 8.9: Funcdes de variaveis aleatérias.

(x.y) X+Y Xy p(x.)
[0, Q) 0 0 1/8
(0, 1) ] 0 0
(1,0) ] 0 2/8
(1,1) 2 1 1/8
(2,0) 2 0 1/8
(2, 1) 3 2 2/8
(3,0) 3 0 0
(3, 1) 4 3 1/8
Tabela 8.10: Distribuicdo de X + Y.
X+y 0 1 2 3 4
plx+y) 1/8 2/8 2/8 2/8 1/8
Tabela 8.11: Distribuicéo de XY.
v 0 ] 2 3
pxy) 4/8 1/8 2/8 1/8
_ox L 3 3 112
EX)=0x 2 +1x 2 + 2 % 2 +3x T =3 — 15,
E¥)=0x2 +1x L =05
2 2 i
0w L 102 k2 432 ax L o16_
EX+Y)=0x 3 +1><8 +2x . +3x 2 +4 x T =% =2.
B 1 2 1 2
EXY)=0x =4+0x040x=4+1x=+2x=+0x0
8 3 3 3
+ 3 x Lzﬁz 1.

8 8



Teorema 8.1. Se X for uma v.a. com valores x,, ..., x_e probabilidades p(x)), ..., p(x,),
Y for uma v.a. com valores y,, ..., y e probabilidades p(y)), ..., p(y ). € se p(x, y}.) =
PX=x,Y= yj), i=1,.,nj=1, .., m, entao

EX +Y)=EX)+ EX).

E[3(X. D) = 3, 3 ¢(x, yp(x,. 3),

Teorema 8.2, Se X e Y sao variaveis aleatorias independentes, entao

EXY) = EX) E(Y).

Observacoes. (1) Se tivermos um mimero finito de v.a. X , ..., X , entao (8.6) toma a forma
EX, + . +X)=EX)+ .. +EX).
(1) Se X, ..., X forem v.a. independentes, entao

EXX, .. X) = EX) EX) .. EX).



