Alguns Modelos Probabilisticos

para Variaveis Aleatorias Continuas

Cada caso analisar:

(a) definicao;

(b) grafico da f.d.p.;

(c) momentos: E(X),Var(X);

(d) funcao de distribuicao acumulada (f.d.a.).



O Modelo Uniforme

(a) Definigdo. A v.a. X tem distribuicao uniforme no intervalo [o, B] sesuafdp. é
dada por

I
f(xap)={p-a

0, caso contrario.

, sea =x=<p, 7.12)

(b) Gréfico. A Figura 7.9 representa a funcao dada por (7.12).

Figura 7.9 Distribuicéio uniforme no intervalo [ar, B].
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(c) Momenfos. Pode-se mostrar (veja o Problema 29) que

a+ _
3 (7.13)

E(X)=

Var(X) = 5" (7.14)



(d) Fd.a.Afuncao de distribuicao acumulada da uniforme é ficil de ser encontrada

(veja o Problema 29):
0, sex <ol
x x—o
F(x):P(X Ex]:j_mf(x]dx: B o’ set < x < B (7.15)
1, sex =[5,

Figura 7.10 f.d.a. de uma v.a. uniforme no intervalo [a, B].
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Assim, para dois valores quaisquer c e d, ¢ < d, teremos
Plc<X<d)=F(d) - F(c).

Notacao:

X~ U, B)

para mndicar que a v.a. X tem distribuicao uniforme no intervalo [a, B].



Exemplo:

se —1/2<u <1/2
€aso contrario.

HORN

Nessa sitnacao, temos que
E(U) =0, Var(U) = 1/12
eatf.da édadapor

0, seu < —1/2
Fy(u)=qu+1/2, se -1/2<u<1/2
1, seu > 1/2.

Por exemplo,
P14 =U<1/4)=F,(1/4) - F,(-1/4) =1/2.



O Modelo Normal

a) definicao:

A v a. X tem distribuicdo Normal com parametros i e o* se
sua funcéo densidade de probabilidade € dada por:

1f x— :
f(x) = 1 e_E[T“), C oo <x <.

cv2n

Pode ser mostrado que:
1. u € ovalor esperado (media) de X, com -» < y < =;

2. olé avariancia de X, com o2 > 0.

Notacdo : X ~ N(u; o?)




b) Grafico:

Propriedades de X ~ NM(x; o)

f{xj '

h-o B p*o X

* E(X) = u (media ou valor esperado);

* Var(X) = o? (e portanto, DP(X) = o);

* flx) > 0, quando x — too;

*x = u e ponto de maximo de f{x);

*11- o € u+ o sao pontos de inflexdao de fix);

* a curva Normal € simetrica em torno da média .



A distribuicdo Normal depende dos parédmetros ue o?

Hy Ho X

Curvas Normais com mesma variancia ¢ 2
mas medias diferentes (u, = ).

Influéncia de &2 na curva Normal

A

f(x)

K X

Curvas Normais com mesma media u
mas com variancias diferentes (o, > oy ).




c) Funcéao de Distribuicdo Acumulada:

Fd.a. Afda F(y)de umava normal X, com média p e varidncia o2 é obti

F'(y): Jif(x;l.l.,ﬁz)dx,ye E

Representacéio grafica de F(y)

COmo drea.
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d) Probabilidade:

Calculo de probabilidades
Pla<X<b)=Pla<X<bh)

.

Area sob a curva e acima do eixo horizontal (x) entre a e 5.

X _
Se X~N(u; 2, definimos | Z = JJ”
E(Z)=0
l Slx)
Var(Z) = 1

Z~N0;1) 1)




Ava Z ~ N(0;1) denomina-se normal padrdo OU reduzida.

Portanto,

AR
c o J

a- uoX—u E:r—,u‘_ ‘n Mo b_ﬁ‘\‘

Pla< X < b)= P\

Dada a v.a. Z ~N(0;1) podemos obter a v.a X~ Mu; o2)
através da transformacao inversa

X=u+Zxo.



Tabela 1l — Distribuiciio Normal Padréio

Z~NDO,1)
Corpo da tabela dd a probabilidade p, tal que p=P(0<Z<Z) g

Z z

parte in- Segunda decimal de Z, parte in-

teira & teira &

primeira primaira

decimal decimal

ez | O 1 2 3 4 5 6 7 8 9 | dez
P= 0

00 00000 O0G¥e  OOFFE 01197 01585 01994 023%2 OQEF%0 03188 03588 00
0,1 03783 04380 OQ47F76 05172 05547 05962 04356  0&74F 07142 OF535 Q.1
0.2 07926 08317 OB7Ds 0905 09483 OREF 10257 10442 11026 11409 02
0,3 11791 12172 12552 12930 13307 13883 14058 14431 14803 15173 03
04 15542 15910 14276 14540 17003 173&d4 17724 18082 18439 18793 04
0.5 19146 19497 19847 20194 20540 20884 21225 21566 21904 22240 0.5
0,4 FESFS V07 2337 23585 138¥1 24215 24537 24857 25175 25490 08
07 25804 260115 24424 24730 EF0A5S IFIIF 0 Fe3F IT¥35S 28230 28534 o7
0.8 28814 22103 2938% 2%&F3 29PS5S 30234 30511 30FES 31057 313F 08
0,9 31594 31859 3212 J2381 J2639  328%4 33147 33398 33444 3389 0g
10 34134 34375 34s1d4 34850 35083 35314 35543 357EF 35993 348214 10
1.1 36433 35850 34Bad  FFOFS T84 FFAF3 3TeRE FTR00 38100 38298 1.1
1.2 38493 384886 38BYF 390485 3925 435 IRGIT7 3FFRE AT 40147 12
1,3 40320 40490 40858 40824 40788 4114%F 41307 41448 414621 41774 13
14 41924 42073 AZ230 42344 43507 42447 ATFFRSE 42922 43054 43189 14
1.5 43319 43448 43574 438FF 43822 43943 44062 4417F 44295 44408 1.5
1.8 44520 444830 44738 44845 44950 45053 45154 45354 45352 45449 14
1.7 45543 45837  4ASFIE 45B18 45907 45994 44080 44144 45244 483FF 1.7
18 45407 45485 44582 0 446538 44712 46784 46858 44926 44995 47082 18
1.9 47128 47193 ATRSF 47320 47381 47441 4AFS00 4AT558 47615 AFETO 1%
20 47725 A7FF7E 4T3 4FBEZ  47F32 47RE2 48030  4BOFT 48124 48147 20
2,1 48214 48257 48300 48341 48382 48422 48441 48500 4B5F 48574 21
22 48510 484845 48479 48713 48745 48778 4B80F 48R40 4BEFO 48899 22
2,3 48928 48954 48983 49010 49034 4R0481 49088 49111 49134 49158 23
24 47180 49202  AF224  AF245 4924886 49286 49305 49324 4F343 49341 24
2.5 47377 4F3FE 4AR413 49430 49448 4R48] ARTT 49472 4R504 4R5E0 2.5
24 42534 4P547 4RSS0 49573 49585 4R5RE 49407 49421 4R632 49443 24
27 47553 AFEEd ARETd APSB3 4RSF3 AFF02 49711 ASTA0 4FTIR 49738 27
28 AFF44 AFF52 AFTED  ASVET AFT4 ASFE1 45788 49795 49801 49807 28
29 47813 49819 49825 4RE31 49836 49841 49845 49851 4¥B5E6 4784 2%
10 47865  4FB4F  AREF4 APEVE 49882  4PEES  4F88F 48R3 4FEYT 49900 3.0
3,1 47903 4FF06  AFRI0 4FF13 4FF14 4FRIE 49921 49924 4F924 499EF 3,1
4.2 47931 4FF34 AFF3S  AFFIE 4FR40 4FR42 49944 49948 4F94B 49950 3.2
3,3 47752 AFFS3 4TRSS AFFET 4FFSE 4FPE0 4FPE] 49FER 4FP4d 49945 33
a4 47766 AFPEE AFRER  ATFT0 AFFF1 ARFF2 A9VF3 4A9YT4 4ARYTS 49T 34
3,5 AFFTT AFFTE AFEFE ATFTE 49780 4FFE1 499R] 499E2  4P983 49983 3,5
2.4 47984 4FFES  AFPES 49984 4FF8S AFRET  AFFET  499E8 4FPER 49989 34
a7 47787 AFFR0 AFFR0 AFFR0 4AFFF] AFFR] AFPFR 499FR 4P991 49992 7
4.8 AF993 AFFRI APPRI APFRA ATPR4 ADPPP4 ARPR4 ARDRS APPRS AP99S 3.8
3,9 4795 AFFRS AFFRE ATFRE AFFRE AFTRS AFPRE 49FRE 4RPET 4R9WY %
40 AFFRT AFFET AFFET ATFET AFFET ARFET AF9FE 49978 4F99R 49998 40
4.5 47999 50000 50000 50000 50000 50000 50000 50000 50000 50000 4.5

v




Exemplo: Seja Z ~ N(0; 1), calcular

a) P(Z < 0,32)

b) P(0 < Z < 1,71)

C)P(-1,32 <Z<0) =P(0 <Z<1,32)




d) P(Z > 1,5)

e) P(Z < -1,3)

Obs.: Pela simetria, P(Z =-1,3) = P(Z = 1,3).



o)
(15<7<1,
f)P- 7

2)
1 <Z<
g) P(

¥




Como encontrar o valor z da distribuicdo N(0;1) tal que:

(i) P(Z < z) = 0,975

(i) P(0 < Z < z) = 0,4975

Pela tabela, z = 1,96.

(iii) P(Z > z) = 0,3

Pela tabela z = 2,81.

(iv) P(Z = z) = 0,975

w

Pela tabela, z = 0,53.

Pela tabela a = 1,96.
Entdo, z =-1,96.




(V) P(Z<=z)=0,10

f (vi) P(- z<Z <z)=0,80

-y
N

Pela tabela, a = 1,28

e, assim, z=-1,28.

= z = 1,28 (pela tabela).

Exemplo: Seja X~ N(10;64) (x=10, > =64¢e c=8)
Calcular: (a) P(6 =X =12)

6-10 XY-10 12-10"_ , -
_P[ S gt B = P05 2<025)

05 025 z




(b) P(X< 8ouX>14)

PN <8)+P(X =14)= P‘{ 7 S_SAN] n P|f/ 7 14—-10 \“|
\ N

8

!

{
A A

= P(Z<-0.25)+P(Z~05)

026 05 z

c)ktalque P(X=k)=0,05 z
P(X =k)=0,05 = P| X'Sm > k'gm = Hz - 0,05

0,05 Pela tabela z = 1,64

z z

[=]

Entéo, == k_sﬂ =1,64.

Logo k=10 + 1,64 x 8 =23,12.



d)ktalque P( X = k) =0,025

P\z_ksm —0.025.

hS A /

P(X <k)=0,025 =

‘ _}1’-10 < k-10\"‘_

A

- /N
N

-z 0 z
Z

Pela tabela, z = 1,96.

Entéo. %:_ -—_106.

Logo k=10-1,96 x 8 = - 5,68.

Exemplo: O tempo gasto no exame vestibular de uma
universidade tem distribuicdo Normal, com média 120 min
e desvio padrao 15 min.

a) Sorteando-se um aluno ao acaso, qual € a probabilidade
dele terminar o exame antes de 100 minutos?

X: tempo gasto no exame vestibular = X~ N(120; 152)

100- 120\‘

Z<-1,33
i P( )

P(X =100) = P\ Z<

J

-~

Moy

1,33 0




b) Qual deve ser o tempo de prova, de modo a permitir que
95% dos vestibulandos terminem no prazo estipulado?
X: tempo gasto no exame vestibular = X ~ N(120; 152)

- 3
P(Xa:x):ﬂ,gfmjpfzi:" 1201 _ 505
\ A

Pela tabela z =1,64.

x—120

Entdo, z =164 =
15

—=x =120 +1,64 x15

= x = 144.,6 min.



c) Qual € o intervalo de tempo, simétrico em torno da média
(intervalo central), tal que 80% dos estudantes gastam para
completar o exame?

X: tempo gasto no exame vestibular = X ~ N(120, 159)
x-120 eV -120

Pela tabela, z = 1,28.

-z=x1;;20=—1,28 — x,= 120 -1, 28 x 15 = x, = 100,8 min.
%, —120

F =

T =128 = x,=120+1,28 x 15 = x, = 139,2 min.



