Variaveis Aleatérias Continuas

Definicao Uma funcao X, definida sobre o espaco amostral Q e
assumindo valores num intervalo de nimeros reais, é dita uma

variavel aleatoria continua.

Exemplo O ponteiro dos segundos de um reldgio mecanico pode
parar a qualquer instante, devido a algum defeito técnico, ou
término da bateria, e vamos indicar por X o angulo que esse
ponteiro forma com o eixo imaginario passando pelo centro do

mostrador e pelo nimero XII, conforme mostra a Figura 7.1.

||usrrc1<;€:’|o de uma v.a. X discreta.
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Medindo esse angulo X em graus e lembrando que:

(i) o ponteiro deve dar 60 “saltos” (ele dd& um salto em cada
segundo) para completar uma volta;

(ii) acreditamos que o ponteiro tenha probabilidade igual de parar
em qualquer ponto, entdo, a v.a. X tem distribuicao uniforme
discreta, com funcao de probabilidade dada pela Tabela 7.1 e

representada graficamente na Figura 7.2.

Tabela 7.1 Distribuicdo uniforme discreta.

x 0° 6° 12° 18° - 348° 354°
plx) 1/60 1/60 1/60 1/60 1/60 1/60

Figura 7.2 Distribuicdo uniforme discreta.
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Considerando esse mesmo problema com um reldgio elétrico,
para o qual o ponteirodos segundos move-se continuamente,

necessitamos de um outro modelo para representar a v.a. X.



X pode assumir qualquer valor do intervalo [0,360) = {x €
R: 0 <x < 360%}.

como no caso do reldgio mecanico, continuamos a acreditar
gque nao exista uma regidao de preferéncia para o ponteiro
parar.

Como existem infinitos pontos nos quais o ponteiro pode
parar, cada um com igual probabilidade, se féssemos usar o
mesmo meétodo usado para a v.a. discreta uniforme, cada
ponto teria probabilidade de ocorrer igual a zero.

Assim nao tem muito sentido falar na probabilidade de que o
angulo X seja igual a certo valor, pois essa probabilidade
sempre sera igual a zero.

Entretanto, podemos determinar a probabilidade de que X
esteja compreendido entre dois valores quaisquer.

Por exemplo, a probabilidade de o ponteiro parar no
intervalo compreendido entre os numeros XII e III é 1/4,

pois esse intervalo corresponde a 1/4 do intervalo total.

P(0°< X €90°)= %.

P(120° < X < 150°) = 1/12.



Dados dois niUmeros a e b, tais que 0°< a < b < 360° a

probabilidade de X €[a, b) é

b—a

PlasX<b)= 360°
Figura 7.3 Histograma alisado: distribuicdio uniforme continua.
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O histograma alisado da Figura 7.3 corresponde a seguinte funcgao:

0, se x <0°
f(x)= 1/360, se 0°<x<360°
0, se x =360°.

P(a£X<b)=Ef( _.[ %dx_:?);{f

A funcdo f(x) é chamada funcao densidade de probabilidade (f.d.p.) dav.a. X.



Propriedades dos Modelos Continuos

Umav.a. X continua & caracterizada por sua fun¢io
densidade de probabilidade flx) com as propriedades:

(i) A area sob a curva de densidade é 1;

(ii) P(a < X < b) = area sob a curva da densidade fix) e
acima do eixo x, entre os pontos a e b;

(iii) fix) =0, para todo Xx;

;]
(iv) P(X = x,) = 0, para x; fixo.

Assim, Pla<X<b)=Pla<X<bh)

=P(a<X<hb)=Pla<X<bh).




Exemplo 7.2. Se fix) = 2x, para 0 =< x =< 1, e zero fora desse intervalo, vemos que f(x) = 0,
para qualquer x, e a area sob o grafico de f(x) € unitaria (verifique na Figura 7.4).
Logo, a fun¢do f pode representar a fungdo densidade de uma v.a. continua X.

Figura 7.4: f.d.p. dav.a. X do Exemplo 7.2.
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Valor Médio de uma Variavel Aleatoria Continua

- Jx)dx =1,

Pa<X<b)-= /b Fx)d.

EXO = [ " xfOodx.

Iixemplo 7.4 No caso do relégio elétrico do Exemplo 7.1, obtemos

w1 | 32 360
E(X)z.'.g XWCﬁz{WT} =180,

0

que é o valor esperado devido a distribuicido uniforme das frequéncias tedricas.



Variancia de uma Variavel Aleatoria Continua

Var(X) = E[(X — EGK)] = | (x — EG)P f(x)dx.

Var (X) = E (X?) — [EX)]>

Exemplo 7.5 Para os dois exemplos vistos anteriormente, teremos:

(1) para o caso do relégio,

360

+ 180%‘(} =10.800;

0

360
Var(X) = [ (x - 180) 3554 = 365
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(i1) para o Exemplo 7.2,
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Como no caso de v.a. discretas, o desvio padrao de uma v.a. continua X é definido como

DP(X) = JVar(X), (7.7)

EX) = nX),
Var(X) = 6*(X),
DP(X) = o(X),



Funcao de Distribuicdo Acumulada

F(x)=P(X<Xx),—0<x<wo.

F(x) = fmf(r)dr,

para todo real x.

Exemplo 7.6 Retomemos o Exemplo 7.2. Temos

0, sex <0

F(x)=<_[:2tdt=x2, se 0 <x<1

_[; 2tdt + det =1, sex =1.

O grafico de F'(x) esta na Figura 7.7.

Figura 7.7 f.d.a. dav.a. X do Exemplo 7.6.
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Proposicio 7.1 Para todos os valores de x para os quais F(x) € derivavel temos

P == )

Exemplo 7.7 Suponha que

0, sex <0

l—e>*, sex =20

0, sex < 0

e*, sex =0.

Figura 7.8 Distribuicgio exponencial (B = 1) (a) f.d.a. (b) f.d.p.
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Se a e b forem dois nimeros reais quaisquer,

Pla <X < b)=F(b) - F(a). (7.11)



