Funcéo de Distribuicao Acumulada

Definicdo. Dada a variavel aleatéria X, chamaremos de funcéo de

distribuicdo acumulada (f.d.a.),

distribuicao (f.d.) F(x) a funcéo

ou simplesmente funcdo de

F(x) = P(X < ).

Observe que o dominio de F é todo o conjunto dos numeros reais,

ao passo que o contradominio € o intervalo [0,1].

Exemplo:

Tabela 6.3: Distribuicéo da v.a. X.

x

px)

15
10

5
-5

0,56
0,23
0,02
0,19

Total

1,00

0, se x < -5
0,19, se - 5=x<5
F(x) =<0,21, se5=x<10
044, sel0=x<15
1, se x = 15,

f.d.a. para av.a. X = lucro

por montagem.
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Observe que P(X = x)) € igual ao salto que a fungao F(x) dd no ponto x; por
exemplo, P(X = 10) = 0,23 = F(10) — F(10-). De modo geral, P(X = x) = F(x) — F(x,-),
onde lembramos que F(a—) = lim_,  F(x). Observe, também, que o conhecimento de
F(x) é equivalente ao conhecimento da f.p. de X.



Alguns Modelos Probabilisticos

para Variaveis Aleatorias Discretas

Distribuicao Uniforme Discreta

Definicio. A v.a. discreta X, assumindo os valores x,, ..., x, tem distribuicdo uniforme
se, e somente se,

1
PX=x)=pl)=p=—1. (6.8)
paratodoi=1 2, k.
E ficil verificar que
k
EX)= L3 x. (6.9)
k i=1
Var(X) = [sz (Zx) } (6.10)
e que a funcao de distribuicao acumulada é dada por
Fo=Y L-10 (6.11)

5= %) L Tk

onde n(x) é o nimero de x < x (veja a Figura 6.9).

Figura 6.9: Distribuicéio uniforme discreta.
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Exemplo Seja X a v.a. que indica o “numero de pontos

marcados na face superior de um dado”, quando ele é

langado. A distribuicao de X:
Tabela 6.11: Nimero de pontos no lancamento de um dado.

3 4 5

1/6 1/6 1/6 1,0

6 Total

x 1 2
1/6 1/6 1/6

plx)

Temos, também,
E(X)=1/6{1+2+3+4+5+6}=21/6 = 3,5,

Var(X) =1/6 {(1 + 4 + ... + 36) - (21)%/6}

= 35/12 = 2,9.



Distribuicéo de Bernoulli

Muitos experimentos s&o tais que os resultados apresentam ou

nao uma determinada caracteristica. Por exemplo:

(1) uma moeda € lancada: o resultado ou é cara, ou nao

(ocorrendo, entéo, coroa);

(2) um dado é lancado: ou ocorre face 5 ou ndo (ocorrendo,

entdo, uma das faces 1, 2, 3, 4 ou 6);

(3) uma peca é escolhida ao acaso de um lote contendo 500

pecas: essa peca é defeituosa ou nao;

(4) uma pessoa escolhida ao acaso dentre 1.000 é ou nao do

sexo masculino;

(5) uma pessoa € escolhida ao acaso entre os moradores de
uma cidade e verificasse se ela é favoravel ou ndo a um projeto

municipal.

Em todos esses casos, estamos interessados na ocorréncia de
sucesso (cara, face 5 etc.) ou fracasso (coroa, face diferente de
5 etc.).

Essa terminologia (sucesso e fracasso) sera usada

frequentemente.



Definicdo. A variavel aleatéria X, que assume apenas oS

valores 0 e 1, com funcé&o de probabilidade (x, p(x)) tal que
p(0)=P(X=0)=1-p,
p(1)=P(X=1)=p,
é chamada variavel aleatoria de Bernoulli.

EX) =p:
Var(X) = p - p* =p(1 - p).

1. sex= 1.

0, sex <0
Fix)=41-p,se0=x<1

Distribuicéio de Bernoulli (a) f.p. (b) f.d.a.

plx) &
—
[ .
I-p ¢
0 i X X
lal (b)

Notacao: X ~ Ber(p)

Exemplo. Vamos supor o caso do experimento (2). Supondo o

dado perfeito, teremos
P(X =0)=5/6,
P(X=1)=1/6,

E(X) = 1/6, Var(X ) = (1/6) (5/6) = 5/36.



Distribuicao Binomial

Imagine, agora, que repetimos um ensaio de Bernoulli n vezes,
ou, de maneira alternativa, obtemos uma amostra de tamanho n

de uma distribuicdo de Bernoulli.

Suponha ainda que as repeticdes sejam independentes, isto €,
0 resultado de um ensaio nao tem influéncia nenhuma no

resultado de qualquer outro ensaio.

Uma amostra particular sera constituida de uma sequéncia de

sucessos e fracassos, ou, alternativamente, de uns e zeros.

Por exemplo, repetindo um ensaio de Bernoulli cinco vezes (n =
5), um particular resultado pode ser FSSFS ou a quintupla
ordenada (0,1, 1,0, 1).

Com P(S) = p, a probabilidade de tal amostra sera
(L-p)pP(L-p)p =p*(L - p)*

O numero de sucessos nessa amostra € igual a 3, sendo 2 o

numero de fracassos.
Considere agora as seguintes situacdes:

(1’) uma moeda € lancada trés vezes; qual € a probabilidade de

se obter duas caras?

(2’ um dado é lancado cinco vezes; qual € a probabilidade de

se obter face 5 no maximo trés vezes?

(3’) dez pecas sao extraidas, ao acaso, com reposicao, de um

lote contendo 500 pecas; qual € a probabilidade de que todas



sejam defeituosas, sabendo-se que 10% das pecas do lote séo

defeituosas?

(4’) cinco pessoas sao escolhidas ao acaso entre 1.000; qual é

a probabilidade de que duas sejam do sexo masculino?

(5’) sabe-se que 90% das pessoas de uma cidade sao
favoraveis a um projeto municipal. Escolhendo-se 100 pessoas
ao acaso entre os moradores, qual é a probabilidade de que

pelo menos 80 sejam favoraveis ao projeto?

Observe que, nos casos (4°) e (5’), o fato de estarmos extraindo
individuos de um conjunto muito grande implica que podemos

supor que as extracdes sejam praticamente independentes.



Exemplo: uma moeda é lancada trés vezes; qual é a
probabilidade de se obter duas caras?

Figura 6.11: Probabilidades binomiais paran =3 e P(5) =p.

Tabela 6.12: Probabilidades binomiais para n=3 e P(5) =p.

MNumero de sucessos Probabilidades p= 12
0 g 1/8
1 Ipg* 3/8
2 ptg 3/8
3 P 1/8

Figura 6.12: Grdfico da f.p. p(x) paran=3ep=1/2.
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X 0 numero total de sucessos em n ensaios de Bernoulli, com
probabilidade de sucesso p, 0 < p < 1. Os possiveis valores de
X sédo 0, 1, 2, ..., n e os pares (X, p(x)), onde p(x) = P(X = x),

constituem a chamada distribuicao binomial.



Exemplo: Um dado equilibrado é lancado 3 vezes.
Qual é a probabilidade de se obter a face 5 duas
vezes?

Denotamos,

S: sucesso, ocorrer face 5;
F: fracasso, nao ocorrer face 5;

com p = P(sucesso)=1/6 e
q=1-p=P (fracasso) = 5/6

Q= {SSS, SSF, SFS, FSS, SFF, FSF, FFS, FFF}

Estamos interessados no numero total de sucessos
que, no exemplo, é o nimero de vezes que ocorre face
5 nos 3 langamentos.

Q Prob X
b__S (SS8)  p° 3
p <
/s q—F (SSF) pq 2
9\ p s (SFs) pZq 2
p q <
Fg~~fF (SFF)  pgz 1
<s (FsS)  pdq 2
NP7 Tk sH p 1

s (FFS) Pg? 1

|\ p
q <
Fa~—~F FF @ 0



A funcao de probabilidade de X é dada por

Probabilidades binomiais paran=3eP(S)=p

N° de sucessos Probabilidades p=1/6
0 q° 125/216 = 0,5787
1 3pq’ 75/216 = 0,3472
2 3p’q 15/216 = 0,0694
3 p’ 1/216 = 0,0046

Podemos escrever essa funcdocomo

P(X =k) [i]pk q3-K , k=01, 2 3.

No exemplo, P (X =2)=0,0694.

Experimento binomial: é o experimento que consiste

em n ensaios de Bernoulli; ou seja:
(i) cujos ensaios sédo independentes; e

(ii) para o qual a probabilidade de sucesso em cada

ensaio é sempreigualap,0<p<1.

Distribuicio binomial: A v.a. X, correspondente ao
numero de sucessos num experimento binomial, tem

distribuicao binomial com parametros n e p com

funcao de probabilidade

P(X =K) =[:ka (1-p)"K |, k=0,1,..,n.

Notacao: X ~ b(n; p).




Resultado: Se X ~ b(n; p), entao

meédia: pn=E(X)=np

variancia: o? = Var(X) = np(1-p)

Exemplo:

Considere uma prova com 12 questdes, cada uma com
4 alternativas. Suponha que o aluno escolha a resposta
ao acaso. Qual é a probabilidade de que ele acerte pelo
menos 6 questdes?

X: n° de questdes que o aluno acertara
X~b(12; 0,25)

Portanto,
P(X >6) =0,0544.
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