Funcdes de Variaveis Aleatorias

Tabela 8.9: Funcdes de varidveis aleatérias.
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A partir dessa tabela, obtemos as distribuicoes de X + ¥ e XY, ilustradas nas Tabelas
8.10 e 8.11.

Tabela 8.10: Distribuicdo de X + ¥.

X+y 0 1 2 3 4
px+y) 1/8 2/8 2/8 2/8 1/8

Tabela 8.11: Distribuicdo de XY.

Xy 0 1 2 3
py) 4/8 1/8 2/8 1/8
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Da Tabela 8.10, obtemos
B 1 2 2 2 1 16 _
E(X+Y}—0x§+lx§ +2x§+3x§+4x§_ : -2,

Notamos que|E(X + ¥) = E(X) + E(Y)Poderia ser uma simples coincidéncia, mas
essa relacdo € de fato verdadeira.




Se g(X, Y) for uma fungdo de X e Y, entao,
E[g(X. 1)1 = 3 3 et pCx. 7). (8.8)

Exemplo 8.4. Da Tabela 8.9 temos

_o. L 2 1 2
EXY)=0 x g +0x0+0x 3 +1x 3 +2 % 3 +0x0

1 8 _
+3X§_8 =1.

E claro que o mesmo valor pode ser obtido da Tabela 8.11, isto é, se Z = XY e
p(2) = p(xy), entao

_ _n. 4 1 2 1 _
EZ)=EXY)=0x g +1x g +2x S +3 x g -1

Observamos que, neste caso,

E(Z) = EXY) =1 # EX)E®Y) = (1,5) (0,5) = 0,75,

Se X e Y sao|variaveis aleatorias independentes) entao

E(XY) = EXX) E(Y).

- (1) Se tivermos um numero finito de vaa. X, ..., X
EX +..+X)=EX)+..+EX)

(1) Se X, ..., X forem v.a. independentes, entao

EXX, . X)=EX) EX) ... EX).

Exemplo:

. Dada a distribuicéo conjunta de X e Y abaixo, determine a média e a variancia de:
(a) X+7Y.
(b) XY.

1 5/27 | 1/27 | 3/27
2 4/27 | 3/27 | 4/27
3 2/27 | 3/27 | 2/27




Covariancia entre Duas Variaveis Aleatorias

Definicao. Se X e Y sdo duas v.a., a covariancia entre elas € definida por

Cov(X, ¥) = EIX — E&))Y - E(Y))], (8.12)

ou seja, o valor médio do produto dos desvios de X e ¥ em relacao as suas respectivas
médias.

Suponha que X assuma os valores x, ..., x , e ¥ os valores y,, ..., ¥ ., e que P(X =
x, Y= _vj) = plx, vI) Entdo, (8.12) pode ser escrita

Cov(X, 1) = 3, 3. [, ~ ECOIly, - B0 Ip (s, ) (8.13)

A férmula (8.12) pode ser escrita de uma forma mais simples. Note que
Cov(X,Y) = E[XY - XE(Y) - YEX) + EX)E(Y)]
= E(XY) - EX)E(Y) - EX)EX) + EX)E®),

ou seja,

Cov(X, ¥) = EXY) — EX) E(Y). (8.14)

Exemplo:

Tabela 8.5: Distribuigéio conjunta de X e ¥, como uma tabela de dupla entrada.

y —2% 0 1 2 3 )
1/8 2/8 1/8 0 1/2
(0] 1/8 2/8 1/8 1/2

p&) 1/8 3/8 3/8 1/8 1

EX) =15, E(Y)=0,5, EXXY) =10,
de modo que

Cov(X, ¥) = 1,0 - (1,5) (0,5) = 0,25.

Definiciio. Quandcf Cov(X, Y) =0,
correlacionadas.

dizemos que as varidveis aleatérias X e Y sdo ndo




Exemplo:

Tabela 8.12: Distribuicéio conjunta para o Exemp|o

, X0 ] 2 PO
] 3/20 3/20 2/20 8/20
2 1/20 1/20 2/20 4/20
3 4/20 1/20 3/20 8/20
() 8/20 5/20 7/20 1,00
Temos que:
PR SO RS
EX)=0x 30 +1x 30 +2x 50 =0,95,
RT3 4 8 _
EY)=1x 0 +2x 20 +3x 20 = 2,00,

_0x S 3 2 1 1
EXY)=0x 30 +1x 30 +2x 30 +0x 20 + 2 x 20
2 4 1 3
+4 x E+0x 20 +3x 20 +6x 30 =190,

do que obtemos
Cov(X, ¥) = 1,90 — (0, 95)(2,00) = 0.

Portanto, as v.a. X e Y desse exemplo sdo nao-correlacionadas
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Proposicao 8.1.Se X e ¥ sdo duas varidveis aleatorias independentes, entio Cov(X, ¥) =0

Em outras palavras, se X e Y forem independentes, entao elas serdo nao-
correlacionadas. [A reciproca nao € verdadeira) isto €, se tivermos Cov(X, ¥) = 0, isso nio
implica que X e Y sejam independentes. .




(a) Para duas v.a. X e Y quaisquer, temos

Var(X + Y) = Var(X) + Var(Y) + 2Cov(X, ¥);

(b) se X e Y forem independentes, entao
Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y).

Definicao. O coeficiente de correlacao entre X e Y € definido por
Cov(X, V)
XY= =
P cXa(?)

. O coeficiente de correlacao entre X e Y satisfaz a desigualdade
-1=spX, V) <1

O coeficiente de correlagio é uma medida da relagio| linear|entre X e Y. Quando
pX, ¥) = +1, existe uma correlacio perfeita entre X e ¥, pois Y =aX + b. Se p(X, ¥) = 1,

a>0,ese plX,Y)=-1,a <0. O grau de associacdo linear entre X e Y varia 2 medida
que p(X, ¥) varia entre —1 e +1.



Exemplo:

Defina a v.a. W como sendo o “ntimero de meninas”. A distribui¢do conjunta de X e W esta na
Tabela 8.13.

Tabela 8.13: Distribuicéo conjunta deXe Wparao Exemp|o
X

0 0 0 0 1/8 1/8
1 0 0 3/8 0 3/8
2 0 3/8 4] 0 3/8
3 1/8 0 0 0 1/8
) 1/8 3/8 3/8 1/8 1
E ficil ver que

EX)=EW) =15,
Var(X) = Var(W) = 0,75,
EXW) = 1,5,
do que segue que Cov(X, W) = —0,75 e portanto p(X, W) = —1. Esse é um resultado
esperado, pois sabemos que X = 3 — W.

Figura 8.5: Diagrama de dispers@o para asv.a. Xe W
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