Associacao entre Variaveis

Qualitativas e Quantitativas

7

E comum nessas situacOes analisar o que acontece com a varidvel
guantitativa dentro de cada categoria da variavel qualitativa. Essa analise
pode ser conduzida por meio de medidas-resumo, histogramas, box

plots ou ramo-e-folhas.

Exemplo 4.8, Retomemos os dados da Tabela 2 1. para os quais desejamos analisar
agora o comportamento dos salarios dentro de cada categoria de grau de instrugao, ou
seja, mvestigar o comportamento conjunto das vandveis Se Y.

Tabela 4.16 Medidas-resumo para a varidvel saldrio, segunde o grau de instrugéio, na

Companhia MB.
Grau d -
inﬁrﬂgﬁi n 5 ap(5) | wvar(5) Sy o da 3 S
Fundamental 12| 7,84 279 777 | 400 | 601 | 713 | 9,16 | 13,65
Médio 18 [ 11,54 | 3,62 | 13,10 | 573 | 8,84 (10,91 |14,48 | 19,40
Superior 616,48 | 4,11 16,89 10,53 | 13,65 [14,74 |18,38 | 23,30
Todos 36 | 11,12 | 4,52 | 2046 | 400 | 7,55 |10,17 |14,06 | 23,30




Figura 4.8 Box plots de saldrio segundo grau de instrugéo.
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Tabela 4.17 Medidas-resumo para a variavel salario segundo a regicio de procedéncia, na

Companhia MB.

Efc?;:jécr]f:iq " s dp($) | var(S) | s a0 92 s Sta)

Capital 11 11,46 | 522 | 27,27 | 4,56 | 7,49 | 9,77 | 16,63 | 19,40
Interior 12 | 11,55 | 507 | 2571 | 4,00 | 7,81 | 10,64 | 14,70 | 23,30
Outra 13 | 1045 | 302 | 913 | 573|874 | 9,80 | 1279 | 16,22
Todos 3 | 11,12 | 4,52 | 20,46 | 400 | 7,55 | 10,17 | 14,06 | 23,30

Figura 4.9 Box plots de saldrio segundo regidio de procedéncia.
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Necessita-se, entao, de uma medida-resumo da varidncia entre as categorias da
varidvel qualitativa. Vamos usar a média das variancias, porém ponderada pelo nimero
de observacoes em cada categoria, ou seja,

Z;”i varj(S)

k (4.12)

n.
i=1 !

var(S) =

no qual k € o nimero de categorias (k = 3 nos dois exemplos acima) e var/(S) denota a
varidncia de S dentro da categoriai,i=1,2, k.

Pode-se mostrar que var($) < var(S), de modo que podemos definir o grau de asso-
ciagao entre as duas varidveis como o ganho relativo na variancia, obtido pela introdugao
da variavel qualitativa. Explicitamente,

_ var(§) —var(S) _ | var(S)
var(S) var(S)

RE

(4.13)

Note que 0 < R*< 1. O simbolo R? é usual em andlise de varidncia e regressao, topicos
a serem abordados nos Capitulos 15 e 16, respectivamente.

Exemplo 4.9 Voltando aos dados do Exemplo 4.8, vemos que para a varidvel S na pre-
senca de grau de instrucao, tem-se

— 12(7,77) + 18(13,10) + 6(16,89)
9 = ~1L.96
var(5) 2+18+6 96,

var(S) = 20, 46,

de modo que

R*=1- 11,9 = 0,415,
20,46

bl

e dizemos que 41,5% da variacao total do salario € explicada pela varidvel grau de instrucao.



Para S e regiao de procedéncia temos

11(27,27) + 12(25,71) + 13(9,13)
11+12+13

var(S) = = 20, 20,

€, portanto,

© 20,20
20,46

R =1

= 0,013,

de modo que apenas 1,3% da variabilidade dos salarios € explicada pela regiao de procedén-
cia. A comparacao desses dois nimeros mostra maior relacao entre Se Ydo que entre Se V.

Graficos q x q

o grdfico quantis x quantis

Suponha que temos valores xj, ..., X, da variavel X e valores y;,
..., Ym da variavel Y, todos medidos pela mesma unidade. Por
exemplo, temos temperaturas de duas cidades ou alturas de dois
grupos de individuos etc. O grafico g x g é um grafico dos quantis
de X contra os quantis de Y.



Exemplo 4.10 NaTabela4.18, temos as notas de 20 alunos em duas provas de Estatistica
¢, na Figura 4.10, temos o correspondente grafico g x g. Os pontos estao razoavelmente
dispersos ao redor da reta x = y, mostrando que as notas dos alunos nas duas provas nao
sao muito diferentes. Mas podemos notar que, para notas abaixo de cinco, os alunos
tiveram notas maiores na segunda prova, ao passo que, para notas de cinco a oito, os
alunos tiveram notas melhores na primeira prova. A maioria das notas estao concentradas
entre cinco e oito.

Tabela 4.18 Notas de 20 alunos em duas provas de Estatistica.

Aluono Proval Prova2 | Aluno Proval Prova?2
] 8,5 8,0 11 7.4 6,5
2 3,5 2,8 12 5,6 5,0
3 7,2 6,5 13 6,3 6,5
4 5,5 6,2 14 3,0 3,0
5 95 9,0 15 8,1 2.0
6 7.0 7,5 16 3,8 4,0
7 4,8 52 17 6,8 5,5
8 6,6 7,2 18 10,0 10,0
9 2,5 4,0 19 4,5 5,5
10 7.0 6,8 20 5,9 5,0

Figura 4.10 Grdfico g X ¢ para as notas em
duas provas de Estatistica.
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Exemplo 4.11 Consideremos, agora, as variaveis temperatura de Ubatuba e temperatura
de Cananeia, do CD-Temperaturas. O grafico g x g estd na Figura 4.11. Observamos que
a maioria dos pontos estd acima da reta y = x, mostrando que as temperaturas de Ubatuba
sdo, em geral, maiores do que as de Cananeia, para valores maiores do que 17 graus.

Figura 4.11 Grdfico g x ¢ para os lados de temperatu-
-ra de Cananeia e Ubatuba.
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Variaveis aleatorias discretas
Funcao de probabilidade conjunta

Sejam X e Y duas variaveis aleatérias discretas originarias do
mesmo fendmeno aleatdrio, com valores atribuidos a partir do
mesmo espaco amostral. A funcao de probabilidade conjunta é
definida, para todos os possiveis pares de valores de (X, Y), da
seguinte forma:

p(x, y) = P(X=x,Y=y) =P((X=x) n(Y=y))

Suponha que estamos interessados em estudar a composi¢ao de familias
com trés criancas, quanto ao sexo. Definamos:

X = nimero de meninos,

{ 1, se o primeiro filho for homem
-0, se o primeiro filho for mulher,

Z = nimero de vezes em que houve variacio do sexo entre um nascimento e outro,
dentro da mesma familia.

Tabela 8.1: Composicdio de familias com frés
criangas, quanto co sexo.

Eventos | Probabilidade | X | ¥ | Z
HHH 1/8 3 1 0
HHM 1/8 2 1 1
HMH 1/8 2 1 2
MHH 1/8 2 0 1
HMM 1/8 ] 1 1
MHM 1/8 ] 0 2
MMH 1/8 ] 0 1
MMM 1/8 0 0 0
Tabela 8.2: Distribuicses de probabilidades unidimensionais.
(a) (b) (c)
x 0 1 2 3 ¥y 0 ] z 0 1 2

px | 1/8 | 3/8 | 3/8 1/8 28] 1/2 1/2 P 1/4 | 1/2 | 1/4




A Tabela 8.3 apresenta as probabilidades associadas aos pares de valores nas varidveis
X e Y. Nessa tabela, p(x, y) = PX = x, Y = y)|denota a probabilidade do evento{X =xe Y=y} =
={X =x} N {Y =y}. Essa tabela € denominada distribuicdo conjuntalde X e Y.

Tabela 8.3: Distribuicdo bidimensional

dava. (X ).
G, y) plx,y)
(0, 0) 1/8
(1,0) 2/8
(1,1) 1/8
(2,0) 1/8
(2,1) 2/8
(3,1) 1/8

Tabela 8.5: Distribuigéo conjunta de X e ¥, como uma tabela de dupla entrada.

X

Y 0 1 2 3 POy

0 1/8 2/8 1/8 0 1/2

] 0 1/8 2/8 1/8 1/2
p) 1/8 3/8 3/8 1/8 1

Distribuic6es Marginais e Condicionais

Da Tabela 8.5 podemos obter facilmente as distribuicoes de X e Y. A primeira e tltima
colunas da tabela dao a distribuicao de Y, (v, p(¥)), enquanto a primeira e tltima linhas da
tabela dao a distribuicao de X, (x, p(x)). Essas distribui¢es sao chamadas distribuigcoes
marginais.

Observamos, por exemplo, que
PX= 1):P(X:‘1,Y:0)+P(X: 1,Y=1)=2/8+1/8 =3/8

P¥Y=0))=PX=0,Y=0+PX=1,Y=0+PX=2,Y=0)+PX=3,Y=0)
=1/8 +2/8+1/8+0=1/2.

Portanto, para obter as probabilidades marginais basta somar linhas e colunas.



Quando estudamos os aspectos descritivos das distribuicoes com
mais de uma variavel, vimos que, as vezes, é conveniente calcular
proporcoes em relacao a uma linha ou coluna, e nao em relagao ao
total. Isso é equivalente aqui ao conceito de distribuicdo
condicional.

Por exemplo, qual seria a distribuicdo do nimero de meninos,

sabendo-se que o primeiro filho é do sexo masculino?

PX=xV=1)= P(";(:};‘;II): D _ = 1), 8.1

para x = 0, 1, 2, 3. Pela Tabela 8.5 obtemos, por exemplo,

PX=2,Y=1) _ 2/8 _
= =— =1/2.
PY=1 1/2

Do mesmo modo, obtemos as demais probabilidades, e a distribui¢cdo condicional
de X, dado que Y = 1, esta na Tabela 8.6.

pQIY=1)=PX=2Y=1)=

Tabela 8.6: Distribuicéio condicional de X, dado que ¥ =1.

x 1 2 3
pxly=1) 1/4 1/2 1/4

Observe que >, px[Y = 1) =pOy =D + . + pG[y =1) = 1.

Do mesmo modo, podemos obter a distribuicao condicional de Y, dado que X = 2,
que estd na Tabela 8.7.

Tabela 8.7: Distribuicéio condicional de ¥, dado que
X=2.

¥ 0 1
pOX=2) 1/3 2/3

Podemos generalizar o que foi dito acima para duas v.a. X e Y quaisquer, assumin-
do os valores X Xyy s X, € V1, Voo oy Vs respectivamente.



Definicio. Seja x, um valor de X, tal que P(X = x) = p(x) > 0. A probabilidade

P(X=x,Y=Y)

=1, .. m, (8.2)
P(X=x) J

Py = yj|X =x)=

¢ denominada probabilidade condicional de Y =y, dado que X = x..

Como observamos acima, para X, fixado, os pares Q;j, PY = yj|X =x).j=1,..,m,
definem a distribui¢ao condicional de Y, dado que X = x,, pois

m p— — p—
X=xy=> PO=%X=x) PX=x) _

> P(Y= : -
j= j=1 P(X =x) PX=x)

=1

o

Considere a distribuicao condicional de X, dado que Y = 1, da Tabela 8.6. Podemc
calcular a média dessa distribuicao, a saber

EXV=1=1x t+2xt43xt =2
4 2 4

Observe que E(X) = 1,5, ao passo que E(X|Y =1) = 2.

Definiciio. A esperanga condicional de X, dado que ¥ =y, € definida por
EX|Y = ) = leiP(X =x]Y = ¥)-

Uma defini¢do andloga vale para E(Y|X = x).

Exemplo 8.2. Para a distribuicao condicional de Y, dado que X = 2, da Tabela 8.7, temos

1 2 2
EX|X=2)= — _ ==
Y|X=2) 0><3+1><3 3



Exemplo 8.3. Considere, agora, a distribuicao conjunta das varidveis Y e Z, definidas
no Exemplo 8.1. Da Tabela 8.1 obtemos a Tabela 8.8. Aqui, observamos que

Tabela 8.1: Ccmpmicﬁo de familias com trés

criangas, quanto ao sexo,
Eventos Probabilidade | X Y z
HHH 1/8 3 1 0
HHM 1/8 2 1 1
HMH 1/8 2 11| 2
MHH 1/8 2 |0 |1
HM M 1/8 ] 1 ]
MHM 1/8 ] 0 2
MMH 1/8 ] 0 1
MMM 1/8 0|0 |0
Tabela 8.8: Distribuicéio conjunta de Ye Z.
Y Z 0 ] 2 §28))
0 1/8 2/8 1/8 1/2
1 1/8 2/8 1/8 1/2
p(2) 1/4 2/4 1/4 1
PZ=2z,Y=Yy)
PZ=zr=y)= = =P(Z=
(Z=zr=y) P =) (Z=2)

para quaisquer z = 0, 1, 2 e y = 0, 1. O que significa dizer que
P(Z=z,Y=y)=P(Z=2)P(Y=Y),

isto €, a probabilidade de cada casela € igual ao produto das respectivas probabilida-
des marginais. Por exemplo,

2

PZ=1,Y=1= s = X— =P(Z=DPX=1).

l\J||—l

2
4
Também € verdade que

PY=ylZ=2)=PX=Yy)

para todos os valores de y e z. Dizemos que Y e Z sﬁo‘independentes. ‘




Definicao. As varidveis aleatérias X e Y, assumindo os valores x;, X,, ... € y;, ¥, ...
respectivamente, sao independentes se, e somente se, para todo par de valores (x;, y;)
de X e Y, tivermos que

PX=x,Y=y)=PX=x)PX =Y). (8.3)
Basta que (8.3) nao se verifique para um par (x,, ). para que X e Y ndo sejam indepen-

dentes. Nesse caso diremos que X e Y sdo dependenties.

Essa definicdo pode ser estendida para mais de duas variaveis aleatorias.

Exemplos:

2. Atabela abaixo dé a distribuicdo conjunta de X e Y.
(a) Determine as distribuicées marginaisde X e Y.
(b) Obtenha as esperancas e varidnciasde X e Y.
(c) Verifique se X e Y'sdo independentes.

(d) Calcule P(X=1Y=0)e P(Y=2|X=3).
(e) Calcule PX=<2)e P(X=2,Y=<1).

v X 2 3
0 0,1 0,1 0,1
1 0,2 0 0,3
2 0 0,1 0,1

L

3. Considere a distribuico conjunta de X e Y, parcialmente conhecida, dada na tabela abaixo.
(a) Complete atabela, considerando X e Yindependentes.

(b) Calcule as médias e variGnciasde X e Y.

(c) Obtenha as distribuicées condicionais de X, dado que Y=0,e de Y, dado que X=1.

. 0 1 | P@=y)
-1 1/12
0 1/3
1 1/4 1/4

PX=2) ]







