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Capitulo 1

Conceiltos Basicos

1.1 Introducao

Pretendemos neste capitulo relembrar alguns conceitos basicos, que irao facilitar a compreensao dos
métodos numéricos apresentados nos préximos capitulos. A maioria dos conceitos aqui apresentados sao
de algebra linear e isso se deve ao fato de que os resultados da algebra linear, em geral, e da teoria
dos espagos vetoriais, em particular, na andlise numérica é tao grande, que estudo pormenorizado desses
assuntos cada vez mais se justifica. Assim maiores detalhes sobre os assuntos aqui abordados podem ser
encontrados em livros de algebra linear.

Para iniciar vamos examinar dois conjuntos que certamente j& sao conhecidos do leitor. O primeiro é
o conjunto dos vetores da geometria, definidos através de segmentos orientados, e o outro é o conjunto
das matrizes reais m x n.

A primeira vista pode parecer que tais conjuntos nao possuem nada em comum. Mas nao é bem assim
conforme mostraremos a seguir.

No conjunto dos vetores estd definida uma adigao dotada das propriedades comutativa, associativa,
além da existéncia do elemento neutro (vetor nulo) e do oposto.

Além disso, podemos multiplicar um vetor por um ndmero real. Essa multiplicagdo tem as seguintes
propriedades (jé certamente vista por vocé no seu curso):

alu+v) = au+av,
(a+Pu = au+tpfu,
(@B = (afu),
lu = u,

onde u, v sao vetores e a, (3 sdo escalares quaisquer.

No conjunto das matrizes também estd definida uma adicdo dotada também das propriedades associ-
ativa, comutativa, admite elemento neutro, a matriz nula, e toda matriz tem uma oposta.

Como vemos o comportamento do conjunto dos vetores e o das matrizes quanto a adigao é o mesmo.
Mas nao param por ai as coincidéncias.

Pode-se também multiplicar uma matriz por um ntmero real. Essa multiplicacao apresenta as mesmas
propriedades que as destacadas para o caso de vetor, ou seja, valem as seguintes igualdades:

a(A+B) = aA+aB,
(a+B)A = aA+pA,
(ap)A = (aBA),
1A = A,
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onde A, B sao matrizes e o, 0 sdo escalares quaisquer.

Logo o conjunto dos vetores e o das matrizes apresentam uma certa coincidéncia estrutural no que
se refere a um par importante de operagoes definidas sobre eles. Nada entao mais 1égico que estudar
simultaneamente o conjunto dos vetores, das matrizes e todos os conjuntos que apresentem a mesma
estrutura acima apontada.

1.2 Espaco Vetorial

Seja ' um conjunto e seja K um corpo. Suponhamos que em FE esteja definida uma operacao de
adicao:
(t,y) eEXE —-z+y€ekFE,
e que esteja definida uma operacao entre os elementos de K e os elementos de F (chamada multiplicagao

por escalar):
(,z) e KX E — ar€FE.

Entao F é um K-espago vetorial, em relacao a essas operagoes, se as seguintes condigoes estiverem
satisfeitas:

A) (z4y)+z = 2+ (y+2), Vo,y,z€ E,
A2) rT+y = y+z, V%ZUEEa

As) 3F0(zero)e E /x40 = z, Vx € E,

Ay) YVzeE I—z€E/z+(—z) =0,

M) az+y) = ar+ay, Va e K, Vx,y € E
M) (a+p)x = ax+ Pz, Vo,B €K, Vr,ye E |

M3) (Oéﬁ).’l} = (aﬁx), VO[,ﬁGK, V.Z'EE7
My) 1.z =z, VxekFE.

O leitor deveréd lembrar-se sempre de que, na definicao acima, nao se especifica nem a natureza dos
vetores nem das operacgoes. Assim qualquer conjunto que satisfaca as oito condigbes acima especificada
serd um espago vetorial.

Definicao 1.1 - Seja E um K-espago vetorial. Os vetores vi,ve,...,vr € F sdo linearmente depen-
dentes sobre K, se existem escalares a1, aq,...,ar € K, nem todos nulos, tais que:
ar vy + agve +...4+ ap v = 0.
Observamos que essa relacdo € sempre vdlida se os «;, 1 =1,2,...,k sdo todos iguais a zero. Nesse

caso dizemos que os vetores sao linearmente independentes.

Definigao 1.2 - Um K-espago vetorial tem dimensao n se:
a) existem n vetores linearmente independentes;

b) (n+ 1) vetores sdo sempre linearmente dependentes.

Definicao 1.3 - Qualquer conjunto de n wvetores linearmente independentes ¢ chamado base de um
K-espago vetorial de dimensdo n.

Assim, qualquer vetor do espago pode ser representado como combinacao linear dos vetores da base.

Mudanca de Base
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Estudaremos inicialmente mudanca de base em um espago vetorial bi-dimensional, e a seguir, em um
espago de dimensao n.

a) Seja E = IR?. Sejam Bj = {e;,e2} uma base de E e v € E, como mostrados na Figura 1.1.

————|a22
| /
1\62
I
I
} V| - — —
~
B e
—
\ A - v I\ el
v e |
€2
| | |
| | |
ai2 €1 U1 aii
Figura 1.1

Entao v se exprime de maneira tnica como combinagao linear dos elementos de By, isto é, existem
escalares vy, vy (elementos de K) tais que:

v = v1 e + vy e, (1.1)

(onde os escalares vy, vy s@o as coordenadas de v na base By).
Seja By = {e!, e}, como mostrado na Figura 1.1, uma outra base de E. Analogamente, podemos
escrever:
v o= vy e} + vhe,. (1.2)

Desejamos saber como, dadas as coordenadas de v na base B; (aqui denominada base antiga),
poderemos determinar as coordenadas de v na base Bi (aqui denominada base nova). Sendo €], ¢}
elementos de E podemos, em particular, escrever cada um deles como combinagao linear dos elementos
da base By. Assim:

ey = an el + an ez,

ey = aizer + az e . (13)

isto é, cada vetor da base nova se exprime de maneira tinica como combinacao linear dos vetores da base
antiga.

Assim, em virtude de (1.1), e (|1.3) temos:

v o= wvie + vges = Ve + vhel
! !
= vy (a1 e1 + a1 e2) + vy (a2 er + ax e2)
! ! ! /
= (Ul a1 + vy a12) er + (Ul as1 + Vg a22) €s .

Como as coordenadas de um vetor em relagdo a uma determinada base sdo tnicas, podemos igualar
os coeficientes. Assim, obtemos o sistema linear:

/ /

V1 = Uy G11 + Uy Q12
/ /

V2 V1 21 + Vy A22
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()= (2 2) ().
U2 a21 OG22 Uy

v = Av. (1.5)

ou na forma matricial:

ou ainda:

O sistema , possui sempre uma e uma s6 solucao vy, vh, pelo fato de By e B serem bases de E.
Entao, conhecidas, na base antiga, as coordenadas vy, v2 de v e as coordenadas de cada um dos vetores
e}, 5, na base antiga, podemos determinar as coordenadas v{,v5 de v na base nova usando (1.4).
Sendo A nao singular, (det(A) # 0), existe a inversa A=! de A. Assim, pré—multiplican por
A~! obtemos:
vo= A7 . (1.6)

A equacao matricial ([1.6)) mostra como calcular as coordenadas de v na base antiga quando conhecidas
as coordenadas de v na base nova.

Exemplo 1.1 - Sejav = (2,4)" na base {(1,2)*,(2,3)'}. Calcular as coordenadas de v na base {(1,3)", (1,4)*}.

Solugao: De (L.3)), temos:
(1,3>t = a1 (1,
(1,4)t = a2 (1,

Da primeira equacao, obtemos o sistema:

a1 + 2az =1
2a11 + 3as; = 3

cuja solugao é: a;; = 3, az; = —1. De maneira analoga, da segunda equacao, obtemos:

a2 + 2ax =1
2a12 + 3axp = 4

cuja solugao é: ajo = 5, agze = —2. Substituindo os valores conhecidos em , segue que:
()= (2 2) ()
4 o -1 =2 vy )
cuja solugao é: v} = 24, vh = —14. Assim, v = (24, —14)" na base {(1,3), (1,4)'}.
Veremos agora, mudanca de base em um K-espago vetorial F de dimensao n.

b) Seja E = IR™. Sejam {ej,ez,...,en}, {€},¢5,...,¢,,} bases de E e v € E. Entéo, podemos

escrever:
n n
/N
v = E vie; — E Ujej.
i=1 j=1
Mas €}, e}, ..., e}, sao elementos de E, e portanto podem ser expressos em relacao a base {e1, ea, ..., e, }.
Logo:

n

/ .

e = E aje; , J = 1L2,....,n.
i=1
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Entao temos:

n n
/ /
v == E v; e; — E Uj ej
i=1 j=1
n n

! —
’Uj Qij €4 =

Jj=1 =1

i = %

n n

n
/ /
E Q5 V; €, = Uy = E QijV; -
Jj=1

1 \j=1

Assim, na forma matricial, podemos escrever:

U1 ail a12 ce. Q1n (%1
!
(%) as1 a9292 oo Qop (%)
I
Un an1 Ap2 ... Qapn Up
ou
v = A e v = A1,
e 3
Exercicios

1.1 - Seja v = (2, 3, 4)! na base candnica, isto é, na base:
{(1, 0, 0)t, (0, 1, 0)*, (0, 0, 1)} .
Calcular as coordenadas de v na base:
{1, 1, 1), (1, 1, 0)t, (1, 0, 0)t} .

1.2 - Sejav =3 by +4 by + 2 b3, onde:
by =(1, 1, 0)t |, bp= (-1, 1, 0)*, b3 = (0, 1, 1)t .
Calcular as coordenadas de v na base:
fi=0Q, 1, D)) fo=(1,1, 0, f3=(1, 0, 0)*.

1.3 - Seja K, (x) = {Pr(x) / 7 < n} o espago vetorial de todos os polinémios de grau < n. A base
candnica para o espaco dos polinémios é {1, =, 2%, ...}. Seja Py = 3 +4 2> +2 2% e B =
{5, z—1, 22 =5 o+ 3, 23 — 4} uma outra base. Calcular as coordenadas de P3 em relacio a base Bj.

1.4 - Sejam By = {5, * — 1, 2> =3 z} e By = {8, 3 2+ 2,5 22 — 3 z} bases de Ka(x). Seja
Py(z) = 8{5} + 4{x — 1} + 3{a? — 3x}. Calcular as coordenadas de Py(x) em relagdo a base Bs.

1.5 - Dado o polinémio P3(z) = 20 23 + 8 2% — 14 z + 28 exprimi-lo como combinagdo linear dos
polinémios da sequéncia:

Q3(z) =523 —7x+12,
Qa(z) = —4 22 + 8 =,
Qi(x)=6z—1,

Qo(x) = 5.

Espaco Vetorial Euclidiano

Vamos definir aqui importantes nogoes de produto escalar e de ortogonalidade, visando introduzir,
entre outras coisas o conceito de comprimento e distancia.

Produto Escalar

Seja ' um espacgo vetorial real. Sejam x,y elementos de F.
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Definigao 1.4 - Chama-se produto escalar (ou produto interno) de = por y, em simbolo, (x,y),
qualquer funcdo definida em E X E com valores em IR satisfazendo as sequintes propriedades:

Pl) (Jj,y) = (y7I)a VﬂUaQEE )

B) (x+y,2) = (2,2) + (y,2), YVo,y,2€ E,

PS) ()‘xay) = )‘(xvy)v V)\QR, Vx,yGE,

Py) (z,z) > 0e(x,2) = 0 se e somente se x = f(nulo).

Um espago vetorial real E, onde estd definido um produto escalar é chamado espago euclidiano real.

Daremos a seguir alguns exemplos de produto escalar.
Exemplo 1.2 - Seja E = IR%. Sejam x = (z1,22)%; v = (y1,92)t. Mostrar que, definindo:
(.y) = z1y1 + 2292 . (1.7)
o IR? torna-se um espaco euclidiano real.

Solugao: Devemos mostrar que as condigoes Pi, Py, P3 e P4 estdo satisfeitas, isto é, que (1.7) é um
produto escalar bem definido no IR%. De fato:

Py) (z,y) = T1y1 + Toy2 = Y121 + Yoo = (Y, T).
Py) (z+vy,2) (1 4+y1)z1 + (T2 + Y2)22 = T121 + Y121 + T2z + Y222
(w121 + 2222) + (121 + y222) = (2, 2) + (y, 2).

Py)  (Azy) = Ariyn + Azaye = AMz1y1 + 22y2) = A(2,y).
Py) (z,x) = 23423 > 0 (evidente).
(r,z) = 22+25=0&27=0& 2; = 0,¥; ©x=20.

Logo, (1.7) é uma boa defini¢do de produto escalar.

Nos proximos exemplos, a verificagao de que as condigoes Py, Py, P3 e P, sao satisfeitas, fica como
exercicio.

t

Exemplo 1.3 - Seja E = R". Parax,y € E, isto é, x = (x1, T2, ..., Tn) , € ¥y = (Y1, Y2, --, yn)t,

definimos:
i=1

como um produto escalar no IR". @ € chamado de produto escalar usual no IR™. Também,
n
(,y) = Z Wi Ti Yis (1.9)
i=1

com w; fizados e positivos, define no IR™ wm produto escalar.
Assim, tanto (|1.8) como (1.9) transformam o IR™ num espaco euclidiano real.

Exemplo 1.4 - Seja E = C[a,b] o espago vetorial das fungdes continuas reais definidas sobre o intervalo
limitado fechado [a,b]. Se para f,g € Cla,b] definimos:

b
(f.9) = / f(z) g(x)dz, (1.10)

tal espaco torna-se um espacgo euclidiano real. é chamado de produto escalar usual em Cla, b].
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Em particular se f(z) = Py(x) e g(z) = Pj(z), com < n, s@o polinémios de grau < n, a

k,
equagao ) define um produto escalar em K, = {P.(z) / < n}, (espago vetorial dos polindémios de
grau < n)

Exemplo 1.5 - Seja E = K, (x) ={P.-(z) / r <n}. Sejam a < x9 <1 <...< Ty <b, m+1 pontos
distintos, com m > n. Definimos:

(Pi(x), Pj(z)) = > Pi(xx) Py (). (1.11)

como um produto escalar K,.

Esse tltimo exemplo mostra uma outra maneira de se transformar K, (x) num espago euclidiano real,
maneira esta que serd Util em problemas de aproximacao de fungoes pelo método dos minimos quadrados,
no caso discreto.

Ortogonalidade

Seja EF um espaco euclidiano real. Sejam x,y elementos de F.
Defini¢ao 1.5 - Dizemos que x é ortogonal a y, em simbolo, x L y, se e somente se (x,y) = 0.
Observe que (z,60) = (6, z) = 0 qualquer que seja x, onde 6 é o vetor nulo.

Exemplo 1.6 - No espa¢o E = C|—7, x|, com (f,g) f f(z ) dx, verificar se sen x e cos X $Go
ortogonasis.

Solugao: Temos:

™
T sen? x
(sen x,cos x) = sen x cos x dx = 5 =0.
—T

—Tr
Assim, sen x e cos x sado ortogonais em E.

t
Exemplo 1.7 - Em E = IR3, com o produto escalar usual, verificar se os vetores: fi = (%, %, %)
t
e fa= ( 5 %, 0) sao ortogonais.

Solucao: Temos:

(f1,f2) =

é\*%%

Logo, f1 e f2 s@o ortogonais em F.

Teorema 1.1 - Os vetores v1, Vg, ..., Uy tais que:

a) v #0,1 = 1,2,....m;
b) (vi,vj) = 0, parai # j;

sao sempre linearmente independentes.
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Dito de outro modo:os vetores nao nulos vi,va, ..., Vm, dois a dois ortogonais, sdo sempre linearmente
independentes.
Prova: Devemos provar que:

ov] + vy ...+ amUy, = 0 (1.12)
= = ag = ... = q, = 0.
Em virtude de (1.12)) podemos escrever, sucessivamente, para cada i = 1,2,...,m:

(vi, cqv1 + agvy + ...+ av; +...+ apvm) = (v;,0) = 0,

ou seja:
g (v, 01) + ag(vive) + ...+ a; (Vi,0;) +..o 4+ @ (v, 0,) = 0.
onde aplicamos P» e P3. Mas (v;,v;) = 0 , ¢ # j. Dal, a igualdade acima se reduz a:
a; (vi,v;) = 0.

Mas sendo v; # 6, temos, usando Py, que (v;,v;) # 0, para ¢ = 1,2,...,m. Portanto, da tltima

igualdade concluimos que,
a; = 0,1 = 1,2,...,m.

Logo, os vetores vy, va, ..., v, sao linearmente independentes.

Definigao 1.6 - Seja E um espago euclidiano de dimensaon. Se f1, fa, ..., fn sdo dois a dois ortogonais,

ou seja, se (fi, f;) =0, i # j, eles constituem uma base de E, que serd chamada de base ortogonal.

Teorema 1.2 - A condicdo necessdria e suficiente para que um vetor v € E seja ortogonal a um sub-
espago E' C E € que v seja ortogonal a cada vetor ey, ea,. .., e, de uma base de E’.

Prova: A condic¢do é evidentemente necessaria. Provemos a suficiéncia. Seja x um vetor qualquer de
E’. Temos entio:

r = arer + azex + ... + Qp en,
desde que eq,es,...,e, é uma base de E’. Devemos mostrar que v L z. Assim:
(v,x) = (v, a1e1 + ases +...+ ap ey)

= a1 (v,e1) + as(v,e3) +...+ an(v,e,) = 0,
desde que por hipétese, v L {e1,ea,...,e,}. Logo v é ortogonal a E'.
Teorema 1.3 - Num espaco euclidiano real E quaisquer que sejam x,y € E, temos:
(z,9)* < (z,2) (y,v), (1.13)

com igualdade vilida se e somente se x e y sdo linearmente dependentes.

A desigualdade (1.13)) é chamada desigualdade de Schwarz.
Prova: Tomemos o vetor v = x + A y, onde A é um nimero real qualquer. De Py, resulta:

(+Ay,z+Ay) >0,

e usando P; e P3, obtemos:
N(y,y) + 2M(z,y) + (z,2) > 0.
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Para que o trinémio seja sempre > 0 é necessario que A < 0. Assim:

A = 4($,y)2 - 4(.13,.1‘)(y,y) < 07
= (z,9)? < (z,2)(y,y).

Mostremos agora que a igualdade é vélida se e somente se = e y sao linearmente dependentes. Seja
r = )\ y. Entao:

(z,y)? Ay,y)? = My, = A(y,y)?

= M)Wy = M)W,y = (@,2)(Y,y).

Isto é, = e y linearmente dependentes = (x,y)? = (z,z)(y, ).

Suponhamos, agora que a igualdade seja vélida em (1.13)). O caso y = 6 é trivial. Suponhamos y # 6.
Temos que (z,y)? = (x,2)(y,y) é equivalente a:

(x + Ay,z+Ay) = 0 com A = — (:c,y)
(¥, 9)
Assim, de Py, concluimos que z + Ay = 0. Ou seja x = (=) y, e isto quer dizer que x e y sao
0]
K
linearmente dependentes.

Exercicios

1.6 - Em relacio ao produto escalar usual do IR?, calcule (z,y) nos sequintes casos:
a) z=(1/2, 2, 1)t , y=(4, 1, =3);

b) T = (27 17 O)t y Y= (47 07 2)t7'

1.7 - Determinar (f,g) = fol f(@®)g(t)dt para cada wm dos sequintes pares de vetores de K(t).
a) f(t)y=t, g(t)=1-1t%

b) f(t)=t—3, g(t) =% (t—3);

1.8 - Sejam x = (z1,22)" ey = (y1,y2)" dois vetores quaisquer do IR?>. Mostre que:

(x y) _ 12 Y1Y2
b a2 b2 )

com a,b € IR fizos e ndo nulos define um produto escalar sobre o IR?.

1.9 - Considere no espago vetorial IR?> o produto escalar dado por: (z,y) = x1y1 + 222y2, para todo
par de vetores x = (v1,12)" ey = (y1,92)"-

Verificar se x e y sdo ortogonais em relacdo a esse produto
escalar nos sequintes casos:
a) z=(1, ) ey=(2, —1)%;
b) z=(2, 1)t ey= (-1, 1)
b) =3, 2)t ey = (2, —1)%;
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1.10 - Determine m de modo que sejam ortogonais os vetores x = (m + 1, 2)t ey = (=1, 4)t em
relacdo ao produto escalar usual do IR2.

1.11 - Determinar f(z) € Ka(z) que seja ortogonal a g(xz) = 1 e h(z) = t, em relagdo ao produto
escalar dado por:

(f.g) = /_1f(:c) g(z) dz .

1.12 - Considere no IR® o produto escalar usual. Determine m € IR de tal modo que os vetores
u= (1, m+1, m)t, v=(m—1, m, m+1)t, sejam ortogonais.

1.13 - Sejam f(x) = z, g(x) = ma? — 1 e considere o produto escalar usual em C[0,1]. Determine o
valor de m, para que f(x) e g(x) sejam ortogonais.
Espaco Vetorial Normado

Vamos definir agora importantes definicbes de norma de vetor e de matriz. Com isso estaremos aptos
a definir, quando oportuno, as nogoes de limite de uma sequéncia de vetores ou de matrizes, de grande
utilidade, entre outros, no estudo de convergéncia de métodos iterativos de solucao de sistemas lineares
e do problema de erros de arredondamento nos processos de calculo onde intervém matrizes ou vetores.

Norma de Vetor

Defini¢ao 1.7 - Chama-se norma de um vetor x, em simbolo, || x ||, qualquer func¢do definida num
espago vetorial E, com valores em IR , satisfazendo as sequintes condigdes:

Ny) JJz| > 0e ||| = 0seesomentesez = 6,
Na) [[Az| = |\ ||z]| para todo escalar A
N3) |lz4+yl| < =] +] vy (desigualdade triangular).

Um espaco vetorial F, onde estd definida uma norma é chamado espago vetorial normado.

Daremos a seguir alguns exemplos de norma no IR"™.

Exemplo 1.8 - Seja E = IR", e seja v = (v1,2,...,7,)". Mostrar que, definindo:

(1.14)

o IR™ torna-se um espago vetorial normado.

Solugao: Vamos mostrar que as condigoes N1, No e N3 estdo satisfeitas, isto é, que ([1.14)) é uma norma
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bem definida no IR™. De fato:

3

Ny) lzlle = z? > 0 (evidente).
i=1
n n
lole = (S 222003 @=0en=0Ycr=0
i=1 i=1

n

Yoai=Alzle.

i=1

No) [ Az ||e

[
N
>
[\
]
=N
Il
>
no
N
8
SN
I
>

n
N3) z+ylE :Z(l’ﬂr%)Q:(’Il 1)’ + (@2 +12)" + ot (T yn)”

n n n
:Zz?+22$iyi+zyi2
] =1 =1
n n n
<y a2, > @ D v+ D> v,
i : =1 =1

onde usamos a desigualdade de Schwarz, isto é:

n

n n
POEIESND DRI DD
=1 =1

=1

Portanto,
le+ylz <lzlE +2]2le lyle + Dy I%
= (lzle + lyle).
Assim: | z+y %2 < (lzle + |y le)’ Extraindo-se a raiz quadrada de ambos os membros,
temos que: |z +ylle <[l zle + [yls.

Logo, (1.14) é uma boa defini¢do de norma.

No préximo exemplo, a verificagao de que as condigoes N1, No e N3 sao satisfeitas, fica como exercicio.
Exemplo 1.9 - Seja E = IR"™, e seja x = (21,%2,...7,)". Definimos entdo:

@l = e[zl

n
fal =Y |z,
i=1
[zl = V(z,2),

como normas no IR™.

Observagoes:

1) | z ||l= /(z,2z) corresponde & nocdo intuitiva de comprimento ou médulo de um vetor.
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2) Se usarmos a defini¢ao usual de produto escalar no IR" , isto é, se usarmos (|1.8)), entdo: || z || =

Viez) = Vi, = =llzle
Exemplo 1.10 - Seja x = (—1, 10, 3, 4, —20)*. Calcular ||z |g, || # ||o € || 2 ||1 -

Solugao: Aplicando a defini¢do de cada uma das normas, obtemos:

lzlle = VD2 + (102 + 32 + 42 + (—20)2 ~ 22.93,
|zl = maz (|—1],|10], 3], |4],| - 20]) = 20,
[ | =1 + [10] + [3] + [4] + |—-20] = 38

Como vocé pode observar a aplicagdo de cada uma das normas definidas anteriormente fornece um
resultado diferente. Entretanto, no IR™, todas as normas sao equivalentes.

Definicao 1.8 - Duas normas || - ||o e || - ||» sdo equivalentes se existern constantes k1 e ko tais que:
i lzlla <lzlp< ke |zlla , VzekE (1.15)
Exemplo 1.11 - Como exemplos de normas equivalentes, no IR™, temos:

a) [zl <lzli<mn [z,

D) 2l <lzlle< Vi 2,
1
o —lelh<lzles< Vo lzlh

Vamos verificar que o item a) é verdadeiro; a verificacdo das demais fica como exercicio.

Solugao: Temos:

Folle = max fzi| = max{le],|zal,. .. [onl}
k—1 n n
= el < ol + Y lwil + Y Jwil = ) lul =zl
i=1 i=k+1 i=1
= ol 4wl ot o] < {lze] £ fe] o4 )
n vezes
= o] = max foif =0 |2l .

Teorema 1.4 - A desigualdade de Schwarz pode ser escrita como:

(@)l <zl lyl - (1.16)
Prova: A prova deste teorema fica como exercicio.
Um vetor z, de E, é unitdrio se seu comprimento é igual a 1, isto é, se || = ||= 1.

Definicao 1.9 - Seja E um espaco euclidiano de dimensao n. Os vetores fi, fa,..., fn formam uma
base ortonormal de E se eles forem vetores ortonormais, ou seja, se:

oty = o5 = {5 % 157
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Assim uma sequéncia de vetores é ortonormal se cada um dos seus elementos tem norma 1 e dois
quaisquer distintos dentre eles sao ortogonais.

Teorema 1.5 - Num espaco euclidiano, um conjunto ortornormal de vetores é sempre linearmente in-
dependente.

Prova: (andloga ao do Teorema [1.1))).

Definicao 1.10 - Seja E um espaco euclidiano. Dados os vetores x ey € E, definimos distancia entre
x ey, o comprimento do vetor x — y, isto é:

dz,y) =llz-yl — dzy) = V(z-yz-y).
Temos assim uma aplicacdo d : E X E — IR, que satisfaz as seguintes condigoes:

Dy) d(z,y) >0ed(x,y) =0 se e somente se x =y ,
Dy) d(z,y) = d(y,z), Vz,y € E,
D3) d(z,y) <d(z,z)+d(z,y), Vz,y,z2 € E.

Norma de Matriz

Como j4 dissemos anteriormente, o conjunto das matrizes (n X n), com as operagoes de soma de
matrizes e produto de um escalar por uma matriz forma um espaco vetorial E de dimenséo n?. Podemos
entdo falar em norma de uma matriz A € E. Observe entdo que no caso de matrizes, vale a mesma
defini¢do de norma de vetor , isto é:

Definigao 1.11 - Chama-se norma de uma matriz A, em sémbolo, || A ||, qualquer funcdo definida no
espago vetorial das matrizes n X n, com valores em IR , satisfazendo as sequintes condigoes:

M) ||A]> 0e || A] = 0seesomente se A = f(matriz nula) ,
M) ||XAJ = |A || 4] para todo escalar A ,
M3) ||A+B|| <|| A +| Bl (desigualdade triangular) .

Daremos a seguir alguns exemplos de norma de matrizes. A verificacao de que sdo normas bem
definidas no espago vetorial das matrizes n x n, fica a cargo do leitor.

Exemplo 1.12 - Seja A uma matriz (n X n). Definimos entdo:

n

a) || Allc = max Z lai;| (norma linha) ;
1<i<n 4
Jj=1
n
b) ||Al:L = 1I£Jagxn Z; |ai;| (norma coluna) ;
1=

(norma euclidiana) .

Para essas normas vale: || AB ||<|| A ||l| B ||. (Prove).

Exemplo 1.13 - Seja

3 2 -1
A= 6 3 4
-1 2 1

Caleular ||Allso, |1Al11; |AllE -
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Solugao: Usando cada uma das definicbes dadas anteriormente, obtemos:

Al = [6] + 3] + [4] = 13,
Al = B[ + 16] + |=1] = 10,
JAlle = (9+4+1+36+9+16+1+4+1)"/2=9.

Como no caso de vetor, as normas de matrizes também sao equivalentes, isto é, satisfazem uma relagao
do tipo (|1.15)), com o vetor = substituido pela matriz A. A verificacdo das desigualdades no préximo
exemplo fica como exercicio.

Exemplo 1.14 - Como exemplos de normas equivalentes, no espago vetorial das matrizes de ordem n,
temos:

[Alle <l Alle < Vi || Al

Al <llzles< Vo [z,
o) [ Alle < n [[AfL,
d) [[Ah<n[[Ale -

S|I=3I~

Definicao 1.12 - Dada uma norma de vetor, podemos definir uma norma de matriz, que serd chamada
de subordinada a ela do sequinte modo:

I All= sup [[ Az | .
el =1

Observe que a norma de matriz assim definida pode ser interpretada como sendo o comprimento do
maior vetor no conjunto imagem {Axz} da esfera unitaria {z / || z |= 1} pela transformacao = — Az.

Definicao 1.13 - Se uma norma de matriz e uma norma de vetor estao relacionadas de tal modo que a
desigualdade:
[ Az [ <[ Alllz],

€ satisfeita para qualquer x, entdao dizemos que as duas normas sGo consistentes.

Note que existe um vetor xg tal que: || Az ||=|| A |||| = ||. Nestas condigoes: || A ||= mink tal que
| Az[[<k =] .

Exercicios

1.14 - Considere os vetores do IR®: x = (1, 2, 0, —1, 2, —10)! ey = (3, 1, —4, 12, 3, 1)!. Calcule
a norma de cada um desses vetores usando as normas definidas no exemplo [I.9

1.15 - No espago vetorial IR*, munido do produto escalar usual, sejam x = (1, 2, 0, 1) ey =
3, 1, 4, 2)* . Determine: (z,y), | = ||, ,d(z,y) e ol /A
1.16 - Prove que num espac¢o euclidiano normado:

a) [z+yl*+llz—yl*=2(z ] +y I?),

b) [fzl=1lylll<lz—yl
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1.17 - Sejam u e v vetores de um espago euclidiando tais que | v ||=1,[[v|=1el| u—v ||= —2.
Determine (u,v).

1.18 - Considere as sequintes matrizes:

2 1 3 -1

3 2 1
2 1 4 3 8 2
a=(Ba)im=l2z)ie=l g T 0]
3 -1 0 1

Calcule a norma de cada uma delas usando as normas definidas no exemplo [1.13

1.3 Processo de Gram-Schmidt

Em diversos problemas relacionados com espago vetorial, a escolha de uma base para o espago fica
a critério da pessoa que se propds a resolver o problema. E claro que sempre a melhor estratégia sera
escolher a base que melhor simplifique os calculos. Em espacos euclidianos, tem-se muitas vezes o caso
em que a melhor escolha da base é aquela onde todos os seus vetores sao mutuamente ortogonais ou
ortonormais.

Vimos anteriormente que uma sequéncia ortonormal de vetores é sempre linearmente independente.
Vamos agora mostrar que é sempre possivel construir, a partir de uma sequéncia de vetores linearmente

independentes {f1, fo, ..., fn}, uma sequéncia ortogonal {ej,es, ..., e,}.
Para obtermos uma sequéncia ortonormal {ef,e3, ..., e’} basta fazer:
€; .
ef = —— i=1,2...,n
el

Teorema 1.6 - Todo espaco euclidiano n dimensional tem uma base ortogonal e wma base ortonormal.

Prova: Todo espago euclidiano E é um espago vetorial, e, portanto tem uma base. Seja f1, fa,..., fn
uma base desse espago euclidiano. Vamos construir a partir de fi, fo,..., f, uma base ortogonal de F.
Seja {e1,ea,...,e,} a base procurada.
Tomamos e; como sendo igual ao primeiro elemento da sequéncia dada, isto é:
er = fi.

O elemento e serda tomado como combinagao linear do segundo elemento da sequéncia dada e e7, ou
seja:
e2 = fo + arer,

onde a; é escolhido de tal maneira que es seja ortogonal a e;. Assim: (eg,e1) =0 — (fo+a; e1,e1) =0.
Portanto, segue que:

(f2, €1)
o = — /.
(e1,e1)
Vamos supor que ja temos construido os vetores: e, es,...,ex—_1, dois a dois ortogonais. O elemento

er serd tomado como combinacao linear do k° elemento da sequéncia dada e todos os e;, ja calculados,
isto é:
er = [t ak—1er—1tag2e2+...+taie,
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onde os o, ¢ = 1,2,...,k — 1, sao determinados de tal maneira que e; seja ortogonal a todos os e; ja
calculados. Assim, devemos ter: (eg,e;) =0, i = 1,2,...,k — 1, ou seja:
(ex,e1) = (fu +ap—1€5-1+... +rer,e1) = 0,
(er,e2) = (fu+ar—rep—1+...+arer,ea) = 0,
(exsex—1) = (fx +ak—1ex—1+...+arer,ep—1) = 0.
Desde que os vetores eq, es,...,er_1 foram construidos dois a dois ortogonais, obtemos:
(fkael) + aq (61,61) = 03

(feye2) + ao(ea,ea) =0,

(fx,ex—1) + ag—1(ex—1,ex-1) = 0.

Portanto, segue que:

o1 - _ (fkael)
(e
ky €2
Qo = - ’ )
(627 62)
a1 = — (fkaek—l)
Ck—1,€k—1)
Mostremos agora que e # 0. De fato, temos que e é combinacao linear dos vetores e, e, ..., €5_1, fk.
b b b) b) b
Mas er_1 pode ser escrito com combinagao linear dos vetores eq,es,...,ex_o, fr_1 € assim por diante.
b ) b b

Entao, substituindo, teremos:
e, = a1 fi + az fo +...+ ag—1 fe-1 + fi,

e como f1, fa,..., fr, sdo linearmente independentes, temos que ej # 0; qualquer que seja k.

Assim, usando ej,eg,...,ep_1 e fr construimos e;. Analogamente com ej,es,...,ex € fri1 cons-
truimos ex41. Continuando o processo, construimos os n vetores dois a dois ortogonais. Assim esses
vetores formam uma base ortogonal de E. Tomando:

* € .
S = — =1,2,...
“ ||ei||7 ' o ’

teremos uma base ortonormal de E.
Chama-se processo de Gram-Schmidt a construcao passo a passo (descrita na prova do teorema
11.6)) para converter uma base arbitraria em base ortogonal.

Exemplo 1.15 - Construir a partir de
fl = (17 _27 O)t 7f2 = (07 ]-7 ]-)t 7f3 = (17 07 _1)t;

uma sequéncia de vetores ortonormais e, €3, €5, relativamente ao produto escalar usual do IR®, usando o
processo de Gram-Schmidt.
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Solugao: Temos:

€1 = fl = (17 _2a O)t
es = fo 4+ aye;, onde
a; = (f2761> _ ;2 _ z =
(e1,e1) 5
2 2 1 i
= (0, 1, 1)* 21, -2,0t=(=,=,1
€2 ( s Ly ) + 5 ( ) ) ) <5a 57 )
e3 = f3 4+ ases + aje;, onde
_ (fseer) =351
g = — /L = ——— = -,
(62,62) 6/5 2
(f3761) 1
= — = — — =
“ (e1,e1) 5
1 /2 1 1 11\’
B — — t —_ —_ —_ — = — t: — —_—
es (1, 0, —1) +2 (5, 5 1) £ (1, =2, 0) (17 5 2) .

Assim eq, es, e3 sdo dois a dois ortogonais. Para obtermos a sequéncia ortonormal 7, e3, e}, fazemos:

o = er e _ ( 2, 0) :< _9 0) .
! H €1 H \/(61,61) \/12 4+ (_2)2 +02 \[ \f )

of = €2 _ €2 _ (2/5, 1/5, 1)t _ /5 (2 1 l)t.
2 lea | \/lea,ea) /(2/5)2+ (1/5)2 + 12 6 \5" 5 77
o= B 1, 1/2, —1/2)" —./2 (17 %7 _12)t.

| es || B \/(63,63) \/12 +(1/2)2 + (-1/2)2 — V3

Exemplo 1.16 - Dada a sequéncia de polinémios independentes {1, x, x?} obter, no intervalo [—1,1],
uma sequéncia ortogonal de polinémios {Po(x), Py(x), Pa(z)} relativamente ao produto escalar (f,g) =

J1) @) g(w) da

Solugao: Temos:

Po(l‘) = 1 s
P(z) = x+ayPy(r), onde
_ @R@) _ Jhede 2]t

T T R@, R@) [fde @ }_1_0 -
P(z) = z+0x1 = =z
Py(z) = x>+ a1Pi(z) + agPy(z), onde

S o 1C) I f_llﬁdx:x‘*/ﬂlzo

(P () (@) a?de 23]
ag = _(2P0()) _ f—llxzdx__‘”?)/g 231
C T TR@R@ L d Pl -E-g -

1 1
P. = 2 0 _ 1= 2_7'
o () z*+0xz 3 % "3
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Assim Py(z), P1(x), Pa(x) sdo dois a dois ortogonais.

Observe que sempre que desejarmos obter uma sequéncia de polinomios ortogonais sobre um determi-
nado intervalo, podemos tomar a sequéncia 1, z, x2,...como sendo a sequéncia original e ortogonaliz4-la.

Exercicios
1.19 - Usando o processo de Gram-Schmidt e o produto escalar usual do IR®, ortonormalizar a base:
€1 = (1a la l)t , €2 = (17 _17 1)t ,63 = (_17 07 1)t .

1.20 - Os wvetores {(0, 2, 1, 0)*, (1, —1, 0, 0)',(1, 2, 0, —1)%, (1, 0, 0, 1)*} constituem uma base
néo ortonormal do IR*. Construir a partir desses vetores, uma base ortonormal para o IR*, usando o
processo de Gram-Schmidt.

1.21 - Ortonormalize a sequéncia de polindmios obtida no exemplo[1.16}

1.22 - Usando o produto escalar usual em C[1,2] e o processo de Gram-Schmidt construa uma sequéncia
de polinomios ortonormais.

1.4 Projecao Ortogonal

Veremos aqui a projecao ortogonal de um vetor sobre outro bem como a projecao ortogonal de um
vetor sobre um sub-espago. Esse 1ltimo serd utilizado no estudo de aproximacoes de fungoes pelo método
dos minimos quadrados.

Projecao Ortogonal de um Vetor sobre Outro

Sejam z e y vetores nao nulos. Escolhemos um ntmero real A tal que A y seja ortogonal a © — \ y,

como sugere a Figura 1.2, no caso em que £ = IR?.

T—AYy

Ay Yy

Figura 1.2
De Ay L (x — A y), concluimos que (A y,x — A y) = 0. Portanto, aplicando Ps, segue que:

(z,y)
(v, y)

My, ) = N(y,y) = 0 - X =

Assim, obtemos a seguinte definicio.

Definicao 1.14 - Num espa¢o euclidiano real, chama-se projegao ortogonal de x sobre y,y # 6, o
vetor z definido por:

z = (projecio de x sobrey) = (
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Se || y ||= 1, entao a projegao de x sobre y é dada por (z,y) y.
Projecao Ortogonal de um Vetor sobre um Sub-Espaco

Seja F um espaco euclidiano e seja E’, de dimensao finita n, um sub-espaco de E.
Seja v um vetor de E nao pertencente a E'.
O problema que desejamos resolver agora é o de obter um vetor vg € E’ tal que v — v seja ortogonal
a todo vetor de E’. (A Figura 1.3 ilustra o problema, para o caso em que E = IR? e E' = IR?).
A

v
v — Vo
€2 . >
7
/
€1 e
Vo /"
l/'
Figura 1.3
Seja {e1, ea,...,e,} uma base de E’. Como vy € E’, vy pode ser escrito como combinagao linear dos
vetores da base de E’, isto é:
Vo = Yy1€1 + Y2 er +...F+ Ynen . (1.17)
O nosso problema consiste em determinar, caso possivel, as coordenadas v1,va, - . ., Vn de vp.

Sabemos que se v — vy deve ser ortogonal a todo vetor de E’ entéo é necessdrio e suficiente que v — g
seja ortogonal a todo vetor de uma base de E’ (Teorema |1.2]). Entdo, devemos ter:

(v—wvp,e;) = 0 para j=1,2,...,n ; ouseja:
(v—(me+r2e+...+vmen),e) =0,5=12...,n

A aplicacao de P, e Pj3, fornece:
v (e1,e;) + v2(e2,e5) +...4+ Ynlen, &) = (v,e5) , i=1,...,n.

Tais equagoes sao conhecidas por equagoes normais.
Assim, para obtermos as coordenadas de vg na base {e1,ea,...,e,}, devemos resolver o sistema de
equagoes lineares:

(e1,e1) (e e1) ... (en,e1) M 821;
(e1,e2) (ez,e2) ... (en,e2) 7.2 — ’: ° , (1.18)
(e1,en) (e2,en) ... (en,e€n) 'Yn (v,.en)

cuja matriz dos coeficientes é simétrica.
Mostremos agora que o sistema (|1.18) tem uma e uma s6 solugao, isto é, que o problema de deter-
minacao do vetor vy € E’, tal que v — vg seja ortogonal a todo vetor de E’, tem solugao tnica.
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O vetor vg é denominado projegao ortogonal de v sobre o sub-espaco E’.
Vamos supor que nossa base de partida fosse uma base {e}, €5, ..., el } ortonormal. Esta nao seria uma

hipétese restritiva, uma vez que é sempre possivel passar-se de uma dada base para uma base ortonormal,
(ver processo de Gram-Schmidt).

Em termos da base ortonormal considerada o vetor vy se exprimiria como:

/
ne

v = Y€l + ettty e
O sistema linear (|1.18]) se reduziria a:

1 O m (v, €1)
1 || (e
O 1 T (v, €p)
ou simplesmente a:
Vo= (vef), J=12...,n, (1.19)

e portanto os 'y§ seriam univocamente determinados.
Sabemos que, conhecidas as coordenandas de um vetor numa base, suas coordenadas em outra qual-
quer base sao também univocamente determinadas. Assim, o sistema ([1.18) tem uma tdnica solugao

(V1,725 - -,Vn)! € a matriz do sistema em aprego é sempre nao singular. A projegio ortogonal vy de v
sobre E’ é, portanto, tinica.

Exemplo 1.17 - Seja E = C[-1,1], com (f,g9) = f_ll f(z)g(x)dz. Seja Ka(x) o sub-espago dos po-
linémios de grau < 2. O conjunto {Lo(z) = 1, Li(z) = z, La(x) = 22} constitui uma base de Ko(x).
Determinar a projecdo ortogonal de f(x) = 7 sobre ko(x).

Solugao: De (1.17) temos: fo =0 Lo(x) +v1 L1(x) +v2 La(z). Assim, devemos determinar 7o, v1,y2-
Para tanto, montamos o sistema ([1.18)):

(Lo, Lo) (L1,Lo) (L2,Lo) Yo (f, Lo)
(Lo, L1) (Li,Ly) (Lo, L) " = (f, L1) ;
(LosL2) (L1,L2) (L2, L2) Y2 (f, L2)

onde:

1
(Lo, Lo) = / de = 2], = 2,

1 SC2 1
(L1, Lo) = (Lo, L1) = / v = } =0,
1 2 .
1 37 1
2
(LQ’LO) = (L07L2) = / 12 dr = x:| = -,
-1 314 3

! 2
(LlyLl) = / .TQdJZ = g,
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1 47 1
(L2, L) = (L1,L2) = / 22 de = x} =0,
-1 4],
1 571
z 2
(LQ,LQ) = / 1‘4 dr = :| = -,
1 5] 4 5
b
(f,Lo) = / = (In (x+4))]}, = 0.51083 ,
1
x 4
, L = 1-— dx
(f 1) / + /_1 ( X +4)
(x—41In (x+4))] = —0.04332,
(f,L2) /1 o dx /1 (x—4+16> dx
y L2 LT - . 44
1
(‘”2 —4z+161n (x+4)>} = 0.17328 .
-1
Assim, obtemos o sistema linear:
2 0 2/3 Yo 0.51083
0 2/3 0 Y1 = —0.04332 ,
2/3 0 2/5 Y2 0.17328
cuja solugdo é: vp = 0.24979 ; v, = — 0.06498 ; 2 = 0.01688. Entdo, a projecao ortogonal de f(x) =

ﬁ sobre Ko(x) é

fo = 0.24979 Lo(z) — 0.06498 Ly(z) + 0.01688 Lo(x)
= 0.24979 — 0.06498 = + 0.01688 2.

Teorema 1.7 - Teorema da Melhor Aproximacao - Seja E' um sub-espaco de dimensdo finita de
um espago euclidiano E. Se v for uwm vetor pertencente a E, entdo vy, a projecdo ortogonal de v sobre
E’, serd a melhor aproximacao para v no sentido de que

fvo—vol <[lv=yll, (1.20)
para qualquer que sejay € E’, tal que y # vy.

Prova: Devemos mostrar que a menor distancia de v ao sub-espago E’ é a distancia entre v e o pé da
perpendicular tragada da extremidade de v sobre E’. (A Figura 1.3 ilustra o problema para o caso em
que E = IR? e E' = IR?).
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v
vV — Vo
v—Y
Y Vo
Vo —Y
Figura 1.4

Como y, vg € E' também vy—y € E’ e é portanto ortogonal a v —wvg. Assim, obtemos, sucessivamente:

w—y,v—y) = (v—y+uvo—vy,v—y~+vy— o)
= (v—2vo,v—wo)+2(v—2vo,v0—y) + (vo—y,v0—Yy).

Portanto:
fo—yl?=lv=wol® + vo—yl” - (1.21)
Como, por hipédtese, y # vg, concluimos que || vo —y || > 0. Dai, e da igualdade (|1.21]), obtemos,
finalmente:
fv=yl>lv-ul .
Assim, a desigualdade (1.20) mostra que a projegao ortogonal vy de v sobre E’ é tal que a menor
distancia de v sobre E’ é a distancia de v a vg.

Exercicios

1.23 - Seja x = (1, 7, 10)" um vetor do IR® em relagdo a base candnica. Considere o sub-espaco E’
do IR3, gerado pelos vetores fi = (1, 1, 0)t e fo = (0, 1, 1)t. Determine a projecio ortogonal de x sobre
E'.

1.24 - Seja E = C[0,1], com (f,g) = fol f(x)g(z)dx. Seja Ka(x) o sub-espago dos polinémios de grau
< 2. O conjunto {Qo(z) =3, Q1(z) = x -3, Q2(x) = 2% —x} constitui uma base de Ko(x). Determinar
a projecao ortogonal de f(x) = x% sobre ko(x).

1.5 Auto-Valores e Auto-Vetores

Nessa secao, investigaremos a teoria de um operador linear 7' num K-espago vetorial V' de dimensao
finita. Também associaremos um polinémio ao operador T: seu polindomio caracteristico. Esse polinomio
e suas raizes desempenham papel proeminente na investigacdo de T. Apresentaremos também alguns
conceitos que serao de grande utilidade na obtencao de métodos para determinagao numérica de auto-
valores e auto-vetores de matrizes.

Definigao 1.15 - Uma transformacao linear T' de um K-espaco vetorial V- em um K-espago vetorial
U, T:V — U, éuma correspondéncia que associa a cada vetor z de V. um vetor T(z) em U de modo
que:

T(azx + By) = oT(x)+ BT (y) ,Vz, y € V,Va, B € K.



CAPITULO 1. CONCEITOS BASICOS 23

Em particular, se U =V, entao dizemos que T' é um operador linear num K-espago vetorial V.
Definigao 1.16 - Um escalar A € K é um auto-valor de T se existe um vetor nao nulo v € V' tal que:
Tw)=Av.

Todo vetor v satisfazendo essa relagao € um auto-vetor de T correspondente ao auto-valor .
Observagoes:

1. Se A é um auto-valor de T', entdo o operador linear pode apenas variar o médulo e o sentido do
vetor, nunca sua diregao.

2. Os termos valor caracteristico e vetor caracteristico (ou valor préprio e vetor préprio) sdo frequen-
temente usados ao invés de auto-valor e auto-vetor.

Daremos a seguir alguns exemplos.

Exemplo 1.18 - Seja I : V — V o0 operador identidade onde V = IR™. Determinar seus auto-valores e
auto-vetores.

Solugao: Para cada v € V, temos que:
Iv) = v =1-v.

Portanto, 1 é auto-valor de I e todo vetor nao nulo em V' é um auto-vetor correspondente ao auto-valor
1.

Exemplo 1.19 - Seja D : V — V o operador diferencial onde V € o espago vetorial das funcgoes dife-
rencidveis. Determinar um auto-valor de D e seu correspondente auto-vetor.

Solugao: Temos que ¥ € V| e, sabemos que:
D (ekt) =keM.
Logo, k é um auto-valor de D e e** é auto-vetor de D correspondente ao auto-valor k.

Exemplo 1.20 - Seja T : IR? — IR? o operador linear que gira cada vetor v € IR? de um dngulo .
Determinar os auto-valores e correspondentes auto-vetores nos sequintes casos:

)b = 2nr b = (2n+ D, A — (2”;1>w

Solugao: Temos que o operador linear que gira cada vetor de um angulo ¢ é dado por uma matriz
chamada matriz de rotacdo. No caso em que V = IR? essa matriz é dada por:

T:< cos P senzb)

—sen ¥ cosy

Seja v € IR%, entdo v = (v1, v2)!. Podemos considerar nos trés casos n = 1, visto que para valores
maiores de n teremos apenas um nimero maior de rotagoes. Assim, para:

cos 2w sen 2w 1 . v -1 v
—sen 2w cos 2w Vg o Vg o Vg ’

a) ¢ = 2m, temos:
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b) ¢ = 3m, temos:

cos 3w sen 3w 1 . - - 1 1
—sen 3w cos 3w Vo o —g - Vg ’

cos §2—7T sen 37” vy _ —g £ A U1
—sen 7” cos 37” V2 U1 V2 '

Logo, os auto-valores de T' sao:
lsey = 2nw, —1sey = 2n+ )7,

e em ambos os casos todo vetor ndao nulo do IR? é auto-vetor de T. Se ¢ = ( %27—'_1)77, T nao tem
auto-valores e portanto 7' nao tem auto-vetores. Observe que neste caso o operador linear estd variando
a direcao do vetor.

Se A é uma matriz quadrada n x n sobre K, entao um auto-valor de A significa um auto-valor de A

encarado como operador em K™. Isto é, A € K é um auto-valor de A se, para algum vetor (coluna) nao
nulo v € K™, Av = Av. Nesse caso, v é um auto-vetor de A correspondente a .

A:<§‘11)

Determinar os auto-valores e auto-vetores de A.

Exemplo 1.21 - Seja:

~ ~ t . .
Solugao: Procuramos um escalar A e um vetor ndo nulo v = (v, ve) tais que Av = Av. Assim:

3 4 U1 o (%1
(1) ()=~ (0)-
A equagao matricial acima é equivalente ao sistema homogéneo:

0
0

(1.22)

{ 3v1 + 4ue

A\vq (3 — )\)’01 + 4vy
21}1 + V9 0

/\1}2 21}1 + (1 — )\)'UQ

Para que o sistema homogéneo tenha solucao nao nula, o determinante da matriz dos coeficientes deve
ser igual a zero. Logo:

‘(3—/\) 4

5 (1_A)’ =AM -4 -5=A-50A\+1) =0.

Assim, A é um auto-valor de A se e somente se, A =5 ou A = —1.
Fazendo A =5 em (1.22)), obtemos:

—21)1 + 4’[)2 = 0
200 — 4v, = 0

ou simplesmente, v; —2vy = 0 = v; = 2vy. Assim v = (vq, v2)! = (2, 1)! é um auto-vetor correspondente
ao auto-valor A = 5. Qualquer outro auto-vetor correspondente a A = 5 é um multiplo de v.
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Fazendo A = —1 em ([1.22)), obtemos:

4dv1 + 4dvs = 0

200 + 2v, = 0
ou simplesmente, v + vy = 0 = v; = —vy. Assim v = (v1, v2)" = (1, —1)! é um auto-vetor correspon-
dente ao auto-valor A = —1 e novamente, qualquer outro auto-vetor correspondente a A — 1 é um muiltiplo

de v.

Definicao 1.17 - Dada uma matriz quadrada A,n X n, a matriz:

ayp — A a2 co. Q1p
ag1 ago — Ao a9

A—N = n ,
anl An2 cer Qpp — A

onde I é a matriz identidade de ordem n e A € um parametro, é chamada matriz caracteristica de A.
Seu determinante , |A— A\|, é um polinémio de grau n em A chamado polinémio caracteristico de A.

1 2

Exemplo 1.22 - Seja A = ( 3 4

). Determinar seu polinémio caracteristico.

Solugao: Para calcular o polinémio caracteristico de A, basta calcular o determinante de A — AI. Assim:

1-x 2
|AM|‘ 3 4—)\‘

= A2 —5\—2.
N———

polinémio caracteristico.
Exercicios

1.25 - Prove que os auto-valores de A sao os zeros do polinémio caracteristico.

1.26 - Prove que: se A1, Az, ..., \n sdo auto-valores de A entdo N¥, N5, ... AF sdo auto-valores de
Ak,

Como ja dissemos anteriomente estudaremos, (no Capitulo 7), métodos numéricos para determinacao
de auto-valores e auto-vetores de matrizes. Tais métodos para serem obtidos dependem de alguns con-
ceitos 0s quais passamos a discutir agora.

Polindmio de Matrizes

Definigao 1.18 Seja:
Pt) = apt"+a1 t" '+ .. . dan_1 t+a,,

um polinomio de grau n onde os a;, 1 =1,2,...,n sdo reais.
Se A € uma matriz quadrada real, entdo definimos:

P(A) = ag A" +ay A" tapn Atan I

como sendo o polinémio da matriz A. Na expressao acima I é a matriz identidade.
Em particular, se P(A) =0, (matriz nula), dizemos que A é um zero de P(t).
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1 2

Exemplo 1.23 - Seja A = ( 3 4

Q(t) =t? — 5t — 2.

). Calcular P(A) e Q(A), sabendo que: P(t) =2t3 —3t+7 e

Solugao: Temos que:

r =2 (33 -s (5 (0 )= ()
o= (33) -5 (51) -2 (s 1) -(59)

Assim, A é um zero de Q(t). Note que Q(t) é o polindmio caracteristico de A.

— O

Teorema 1.8 - (Teorema de Cayley-Hamilton) - Toda matriz é um zero do seu polinémio caracteristico.

Prova: A prova desse teorema pode ser encontrada em [Barnett, 1990 |.
Transformacoes de Similaridades (ou Semelhancga)

Existem métodos numéricos que determinam todos os auto-valores de uma matriz sem determinar a
expressao do polinémio caracteristico. Tais métodos sao obtidos usando-se transformagoes de similari-
dade.

Definicao 1.19 - Uma matriz B ¢ similar (ou semelhante) a uma matriz A se 3 uma matriz C ndo
singular tal que:

B=C"'AC,
e dizemos que B foi obtida de A por transformacgao de semelhanga.
Teorema 1.9 - Sejam A e B matrizes similares. Entdo:
i) A e B possuem os mesmos auto-valores.
ii) Se v ¢ auto-vetor de A associado a A\, entio C~1v é auto-vetor de B = C~1AC associado a \.

Prova: Seja B = C~1AC, e suponha que A é auto-valor de A e v seu correspondente auto-vetor. Temos
entdo, que det(A — AI) é o polinémio caracteristico de A.

i) Temos :

det(B—X) = det(C~1AC — \I)
= det(CTHA - \I)C)
= detC~tdet(A — \I)detC
= det(A— M)det(c:_q) =det(A - \) .
=TI

Portanto A e B possuem o mesmo polindmio caracteristico. Logo A é auto-valor de B.
ii) Agora Av = \v e desde que B=C"1AC = A= CBC~!. Portanto CBC~!v = \v. Assim:
BClv=C"w=XxC"1v.

Portanto B(C~!v) = A\(C~1v). Logo C~1v é auto-vetor de B associado ao auto-valor \.
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Lema 1.1 - Seja A uma matriz de ordem n com auto-valores \; e correspondentes auto-vetores v;, 0s
quais vamos supor sejam linearmente independentes, e seja

AL O
A2

D = A3

O An
Entdo D = VYAV se e somente a i-ésima coluna de V é v;.

Prova: Se a i-ésima coluna de V ¢é denotada por v; entdo a i-ésima coluna de AV e VD sao, Av; e
\iv;, respectivamente. Portanto os vetores v; s&o os auto-vetores de A se e somente se AV =V D. Esta
equacio pode ser rearranjada como: V1AV desde que V seja inversivel, e este é o caso pois as colunas
de V sao linearmente independentes.

Matriz de Rotacao e Matriz Ortogonal

Alguns métodos numéricos sao obtidos usando-se matrizes que possuem caracteristicas especiais. As-
sim, passamos a descrever tais matrizes.

cos p sen cos © —sen @
—sen ¢ cos ¢ ’ sen @ cos ¢ ’
rotacionam cada vetor do IR?, no sentido horario e anti-hordrio, respectivamente, de um angulo ¢, e

porisso sao chamadas de Matrizes de Rotacao.
No IR? a matriz:

No IR? as matrizes:

cos o 0 sen
0 1 0 ,

—senp 0 cos g

é uma matriz de rotagao, no sentido horario, de um angulo ¢ no plano z, z.
No IR™ a matriz:

1
1
cosp 0 ... 0 sen¢y
1
U= . (1.23)
1
—senp 0 ... 0 cosyp

onde:
Upp = Ugqg = COSP
Upg = —Ugp = SENY
uj =11 #p,i#q
utj = 0, no resto
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é uma matriz de rotacao de um angulo ¢ no plano dos eixos p e q.

Uma Matriz Ortogonal U é caracterizada por:
Ul =U0U'=1,
onde I: matriz identidade. Portanto Ut = U~1.

Observe que matrizes de rotagao sao matrizes ortogonais.

Propriedades de Matrizes Ortogonais
1) As linhas de U satisfazem:

Z(uij)2 = 1 (produto de uma linha por ela mesma) ,
Jj=1

Z Ui; U =0 (produto de duas linhas distintas) .
j=1
ik

2) [|[Uz|| = [z||, Vz € R™.

3) A transformagao ortogonal ndo muda os angulos entre dois vetores. Portanto uma transformagao
ortogonal ou é uma rotagao ou é uma reflexao.

4) Os auto-valores sdo: 1 ou -1.

5) O determinante é 1 ou -1.

Para finalizar essa secao daremos um teorema que nos permite ter uma idéia da localizacao dos auto-
valores de uma matriz, seja ela simétrica ou ndo. Os auto-valores de matrizes ndo simétricas podem, é
16gico, serem complexos, e nestes casos o teorema fornece a localizagao destes niimeros no plano complexo.
Existem situagoes onde nao é necessario obter os auto-valores com muita precisao, isto €, existem ocasioes
onde o que desejamos é saber se os auto-valores sao positivos ou entao se estao contidos no circulo
unitario. O Teorema a seguir pode ser usado para responder a estas perguntas sem a necessidade de
célculos detalhados.

Teorema 1.10 - Teoremas de Gerschgorin

a) Primeiro Teorema de Gerschgorin - Os auto-valores de uma matriz A = (a;;) estdo na reunido dos

circulos de centro ai; e raio
n
r, = E |a¢j|, 1:1,2,...,71,

i=1
J#i
no plano complezo.

b) Segundo Teorema de Gerschgorin - Se a unido de q desses circulos formam uma regido conectada,
isolada dos circulos restantes, entdo existe q auto-valores nessa regiao.

Prova: A prova deste teorema pode ser encontrada em [Wilkison, 1965].
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Exemplo 1.24 - Localizar, usando o teorema de Gerschgorin, os auto-valores de:

4 -1 1 3 1 0
A = 1 1 1 , B = 1 2 —1
-2 0 —6 0 -1 0
Solugao: Os circulos de Gerschgorin associados com a matriz A sdo dados por:
Circulo Centro Raio
Cy ap = 4 o= -1+ = 2
Co azp = 1 re = |1 +[1] = 2
Cs az3 = —6 r3 = |=2[+][0] = 2
Assim para a matriz A, obtemos os circulos ilustrados na Figura 1.5:
. eixo,
maginarto
N O Co | i
) A X 9 ) %l
H | -
‘\ T
H il il e
rea.
Figura 1.5

O primeiro teorema de Gerschgorin indica que os auto-valores de A estao inseridos nas regioes ha-
churadas da Figura 1.5. Além disso, desde que C;|JCs nao intercepta C3, pelo segundo teorema de
Gerschgorin, dois desses auto-valores estao em C; | JCs e os restantes dos auto-valores em Cj.

Para a matriz B, temos que os circulos de Gerschgorin associados com essa matriz, sao dados por:

Circulo Centro Raio
Ch bu = 3 rpo= [1[+]0] =1
Cs by = 2 rg = [l +]|-1] =

I
— b

C3 b3z = 0 r3 = |0]+]—1]

os quais estao ilustrados na Figura 1.6.

&)
Cs
2
1
0 2 3
Cy
Figura 1.6

Podemos afirmar neste caso, usando os teoremas de Gerschgorin, que os auto-valores da matriz B
estdo no intervalo [—1,4], pois a matriz é real e simétrica.
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Exercicios

1.27 - Dada as seguintes matrizes:

1 2 -1
A:(éi),B: -1 0 1|,
2 1 -1

calcule o polinémio caracteristico, seus auto-valores e auto-vetores.

1 2

1.28 - Seja A = (3 9

). Calcule 0s auto-valores de A, A%, A3,

1 2

1.29 - Seja A = <2 1

Q(t) =t — 5.

>, Calcular P(A) e Q(A), sabendo que: P(t) = 2t2 — 3t +7 e

1.6 Exercicios Complementares
1.30 - Sex=(1, 2, 3, 4)* ey = (0, 3, =2, 1), calcule:
a) (z,y) (usando defini¢ao usual de produto escalar),
b) flzl e llyl,
1.31 - Mostre que num espacgo euclidiano vale o Teorema de Pitdgoras, isto é:
ely = latylP=lz1* + ly]*.
1.32 - Mostre que num espaco euclidiano, vale:
[zl =Nyl <lz-yl .
1.33 - Sejam x = (21, x2)" ey = (y1,y2)" vetores do IR?.

a) Prove que:
(r,y) = 2191 — 2212 — 2221 + S22 Y2,

define um produto escalar no IR?. .
b) Determine a norma de x = (1, 2)t € IR%, em relagdo ao produto escalar do item a).

1.34 - Os vetores {(1, 1, 0)%,(0, 1, 1)t,(1, 0, 1)!} constituem uma base nio ortonormal do IR3.
Construir a partir desses vetores, uma base ortonormal para o IR?, usando o processo de Gram-Schmidt.

1.35 - Obter, no intervalo [0,1], uma sequéncia ortonormal de polinémios, relativamente ao produto
escalar.:

1
(f9) = [ 1@ g(a) s
0
1.36 - Considere o espag¢o dos polinomios de grau < 2 com o produto escalar:
1
(mp) = [ PO P
0

Dada nesse espaco a base {3, t — 3, t> —t}, obtenha a partir dela uma base ortogonal, usando o
processo de Gram-Schmidt.
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1.37 - Sejam e, eq, e3 a base candnica do IR3, e sejav = (1, 1, 2)t. Determinar a projecdo ortogonal
de v sobre o plano {e1, ex}.

1.38 - Seja E = C[1,2], com (f,g) = ff f(x)g(x)dz. Seja Ki(x) o sub-espago dos polindmios de grau
< 1. O conjunto {1, x} constitui uma base de Ki(x). Determinar a proje¢io ortogonal de f(z) = e*
sobre ki (x).

1.39 - Resolva o exercicio [1.2], usando para o sub-espago a base ortogonal obtida no exercicio [1.36
Compare os resultados.

1.40 - Para cada uma das matrizes:

1 4 3
A:(? _g),A: 03 1|,
0 2 -1
encontre um polinémio que tenha a matriz como raiz.
1.41 - Seja A uma matriz quadrada de ordem n e sejam A1, A2, -+, An Seus auto-valores. Quais sao

0s auto-valores de A — qI onde q é uma constante e I é a matriz identidade?

1.42 - Mostre que se v € auto-vetor de A e de B entao v € auto-vetor de aA + BB, onde a, 3 sao
escalares quaisquer.

1.43 - Mostre que uma matriz A e sua transposta At possuem o mesmo polinémio caracteristico.

1.44 - Usando o Teorema[1.10, localizar os auto-valores das sequintes matrizes:

2 -1 0 4 0 1
A= -1 2 -1], B=1|-210
0 -1 1 -2 0 1



Capitulo 2

Analise de Arredondamento em
Ponto Flutuante

2.1 Introducao

Neste capitulo, chamamos atencdo para o fato de que o conjunto dos nimeros representiveis em
qualquer maquina é finito, e portanto discreto, ou seja nao é possivel representar em uma maquina todos
os numeros de um dado intervalo [a,b]. A implicacdo imediata desse fato é que o resultado de uma
simples operagao aritmética ou o célculo de uma fungao, realizadas com esses nimeros, podem conter
erros. A menos que medidas apropriadas sejam tomadas, essas imprecisoes causadas, por exemplo, por
simplificagdo no modelo matematico (algumas vezes necessdrias para se obter um modelo matematico
soliivel); erro de truncamento (troca de uma série infinita por uma finita); erro de arredondamento
(devido a prépria estrutura da méquina); erro nos dados (dados imprecisos obtidos de experimentos,
ou arredondados na entrada); etc, podem diminuir e algumas vezes destruir, a precisao dos resultados,
mesmo em precisao dupla.

Assim, nosso objetivo aqui serd o de alertar o leitor para os problemas que possam surgir durante a
resolucao de um problema, bem como dar subsidios para evita-los e para uma melhor interpretacao dos
resultados obtidos.

2.2 Sistema de Nimeros Discreto no Computador

Inicialmente, descreveremos como os niimeros sao representados num computador.

Representacao de um Niumero Inteiro

Em principio, a representacdo de um nimero inteiro no computador ndo apresenta qualquer difi-
culdade. Qualquer computador trabalha internamente com uma base fixa 3, onde § é um inteiro > 2; e
é escolhido como uma poténcia de 2.

Assim dado um ntmero inteiro n # 0, ele possui uma Unica representagao,

n = +(n_gn_py1...n_1n0) = £(neB° +n_18* +... n,kﬁk),

onde os n;, i =0,—1,..., —k sdo inteiros satisfazendo 0 < mn; < 3 e n_j #0.

32
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Por exemplo, na base 0 = 10, o nimero 1997 é representado por:
1997 = 7x10°4+9x 10" +9 x 10> + 1 x 10°

e ¢ armazenado como n_sn_sn_1ng.

Representacao de um numero real

A representacao de um namero real no computador pode ser feita de duas maneiras:
a) Representacao em ponto fixo

Este foi o sistema usado, no passado, por muitos computadores. Assim, dado um nimero real,
x # 0, ele serd representado em ponto fixo por:

r = :i:zn: x; f7F,
i=k

onde k e n sao inteiros satisfazendo k < n e usualmente k < 0 e n > 0 e 0s x; sao inteiros satisfazendo
0<u; < ﬁ

Por exemplo, na base 0 = 10, o nimero 1997.16 é representado por:

2

199716 = a5

1=—3
= 1x10249%x10249x10"+7x10°4+1x 10" +6 x 1072
= 1x10004+9x1004+9x10+7x14+1x0.1+6x0.01,

e é armazenado como T_3x_9X_120.L1T2.
b) Representagao em Ponto Flutuante

Esta representacao, que é mais flexivel que a representacao em ponto fixo, é universalmente utilizada
nos dias atuais. Dado um ntimero real, = # 0, este serd representado em ponto flutuante por:

r = +dxpg°,

onde ( é a base do sistema de numeracao, d é a mantissa e e é o expoente. A mantissa é um nimero em

ponto fixo, isto é:
n
d=> dp",
i=k

onde, frequentemente, nos grandes computadores, k = 1, tal que se  # 0, entdo dy £ 0; 0 < d; < 3, i =
1,2,...t, com t a quantidade de digitos significativos ou precisdo do sistema , 37! <d <le-m <e < M.

Observagoes:
a) di # 0 caracteriza o sistema de nimeros em ponto flutuante normalizado.

b) o ndmero zero pertence a qualquer sistema e é representado com mantissa igual a zeroe e = —m.
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Exemplo 2.1 - Escrever os numeros:
21 = 0.35; o = —5.172; 23 = 0.0123; x4 = 5391.3 e x5 = 0.0003 ,
onde todos estdao na base B = 10, em ponto flutuante na forma normalizada.

Solucgao: Temos entao:

035 = (3x1071+5x1072) x 10° =0.35 x 10° ,
—5172 = —(6x1071+1x10724+7x 1073 +2x 107*) x 10!
= —0.5712 x 10!,
0.0123 = (1x107'+2x10724+3x107%) x 107! =0.123 x 107!,
5391.3 = (5x 1071 +3x10724+9x 1073 +1x 107*+3 x 107°) x 10*
= 0.53913 x 10* ,
0.0003 = (3x1071) x103=03x10"3.

Agora, para representarmos um sistema de nimeros em ponto flutuante normalizado, na base 3, com
t digitos significativos e com limites do expoente m e M | usaremos a notagao: F(8,t, m, M).
Assim um ndmero em F'(8,t, m, M) sera representado por:
+ O.dldg...dt X 66 s
onded; #0e —m <e < M.

Exemplo 2.2 - Considere o sistema F(10,3,2,2). Represente nesse sistema os nimeros do exemplo
anterior.

Solugao: Temos entao que nesse sistema um numero serd representado por + 0.djdeds x 10¢, onde
—2<e <2 Assim:

0.35 = 0.350 x 10°,
—5.172 = —0.517 x 10* ,
0.0123 = 0.123x 107!,

Observe que os numeros 5391.3 e 0.0003 nao podem ser representados no sistema. De fato, o
ntimero 5391.3 = 0.539 x 10* e portanto o expoente é maior que 2, causando overflow, por outro lado
0.0003 = 0.300 x 1073 e assim o expoente é menor que -2 causando underflow.

Podemos entao definir formalmente digitos significativos de um ntumero.

Definicao 2.1 - Seja 3 a base do sistema de nimeros em ponto flutuante. Digitos significativos de um
numero x, sao todos os algarismos de 0 a 3 — 1, desde que x esteja representado na forma normalizada.

Para exemplificar as limitagoes da méaquina, consideremos agora o seguinte exemplo.

Exemplo 2.3 - Seja f(x) uma fung¢ao continua real definida no intervalo [a,b],
a <beseam f(a) <0 e f(b) > 0. Entao de acordo com o teorema do valor intermedidrio, existe x,
a<x<btal que f(x) = 0. Seja f(x) = 2® — 3. Determinar z tal que f(z) = 0.

Solugao: Para a fungéo dada , consideremos t = 10 e (3 = 10. Obtemos entao:

£(0.1442249570 x 10') = —0.2 x 1078 ;
£(0.1442249571 x 10%) = 0.4 x 1078 .

Observe que entre 0.1442249570 x 10' e 0.1442249571 x 10! ndo existe nenhum niimero que possa
ser representado no sistema dado e que a funcao f muda de sinal nos extremos desse intervalo. Assim,
esta maquina ndo contém o nimero x tal que f(z) = 0 e portanto a equacao dada néo possui solugao.
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Exercicios

2.1 - Considere o sistema F(10,4,4,4). Represente neste sistema os nimeros: x, = 4321.24, xo =
—0.0013523, x3 = 125.64, x4 = 57481.23 e x5 = 0.00034.

2.2 - Represente no sistema F(10,3,1,3) os ndmeros do exercicio .

Mudanca de Base

Como ja dissemos anteriormente a maioria dos computadores trabalham na base § onde 8 é um
inteiro > 2; e é normalmente escolhido como uma poténcia de 2. Assim um mesmo nimero pode ser
representado em mais do que uma base. Além disso sabemos que, através de uma mudanca de base,
é sempre possivel determinar a representacao em uma nova base. Veremos entao, através de exemplos,
como se faz mudanca de base.

Exemplo 2.4 - Mudar a representacao dos niimeros:
i) 1101 da base 2, para a base 10,

ii) 0.110 da base 2, para a base 10,

iii) 13 da base 10, para a base 2,

iv) 0.75 da base 10, para a base 2,

v) 3.8 da base 10, para a base 2.

Solugao: Para cada nimero daremos qual o procedimento a ser seguido. Assim:
i) 1101 que estd na base 2, para a base 10.

Neste caso o procedimento é multiplicar cada algarismo do niimero na base 2 por poténcias crescente
de 2, da direita para a esquerda e somar todas as parcelas. Assim:

1101 = 1x2°40x2' +1x22+1x2°=1+0+4+8=13.
LOgO, (1101)2 = (13)10.
ii) 0.110 que estd na base 2, para a base 10.

Neste caso o procedimento é multiplicar cada algarismo do ntmero na base 2, apés o ponto, por
poténcias decrescente de 2, da esquerda para a direita e somar todas as parcelas. Assim:

1 1
0.110 = 1X2_1+1X2_2+0X2_3:§+1+0:0'75'

Logo, (0.110)2 = (0.75)10.

iii) 13 que estd na base 10, para a base 2.
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Neste caso o procedimento é dividir o numero por 2. A seguir continuar dividindo o quociente por 2
até que o ultimo quociente seja igual a 1. O nimero na base 2 sera entao obtido tomando-se o tltimo
quociente e todos os restos das divisoes anteriores. Assim:

13 2
1 6 2
0 3 2
1

Logo, (13)10 = (1101)s.

iv) 0.75 que estd na base 10, para a base 2.

Neste caso o procedimento é multiplicar a parte decimal por 2. A seguir continuar multiplicando a
parte decimal do resultado obtido, por 2. O nimero na base 2 serd entao obtido tomando-se a parte
inteira do resultado de cada multiplicagao. Assim:

0.79x2 = 1.50
0.50x2 = 1.00
0.00x2 = 0.00

Logo, (0.75)10 = (0.110)5.
v) 3.8 que estd na base 10, para a base 2.

O procedimento neste caso é transformar a parte inteira seguindo o item iii) o que nos fornece
(3)10 = (11)2 e a parte decimal seguindo o item iv). Assim, obtemos:

0.8x2 = 1.6
06x2 = 1.2
02x2 = 04
04x2 = 0.8
08x2 =

Logo, (3.8)10 = (11.11001100...)s. Portanto o nimero (3.8)1p ndo tem representacao exata na base
2. Esse exemplo ilustra também o caso de erro de arredondamento nos dados.

No exemplo mudamos a representacao de ntumeros na base 10 para a base 2 e vice-versa. O
mesmo procedimento pode ser utilizado para mudar da base 10 para uma outra base qualquer e vice-
versa. A pergunta que surge naturalmente é: qual o procedimento para representar um numero que esta
numa dada base §; em uma outra base Oz, onde 3; # B2 # 10?7 Nesse caso devemos seguir o seguinte
procedimento: inicialmente representamos o nimero que estd na base #; na base 10 e a seguir o niimero
obtido na base 10, na base 5.

Exemplo 2.5 - Dado o nimero 12.20 que estd na base 4, representd-lo na base 3.
Solugao: Assim, usando os procedimentos dados no exemplo [2:4] obtemos:
12 = 2x4%+1x4' =6.

2
020 = 2x47 ' 4+0x472 = 120'5'



CAPITULO 2. ANALISE DE ARREDONDAMENTO EM PONTO FLUTUANTE 37

Portanto: (12.20)4 = (6.5)10. Agora:

0 2
05x3 = 1.5
05x3 = 1.5

Portanto: (6.5)10 = (20.11...)s. Logo (12.20)4 = (20.111...)3. Observe que o nimero dado na base
4, tem representagao exata na base 10, mas nao na base 3.

Exercicios

2.3 - Considere os sequintes numeros: x1 = 34, xo = 0.125 e x3 = 33.023 que estdo na base 10.
FEscreva-os na base 2.

2.4 - Considere os sequintes numeros: x1 = 110111, x5 = 0.01011 e x3 = 11.0101 que estdo na base
2. Escreva-os na base 10.

2.5 - Considere os sequintes numeros: r1 = 33, xo = 0.132 e xz3 = 32.013 que estdo na base 4.
Escreva-os na base 5.

2.3 Representacao de Nimeros no Sistema F(3,t,m, M)

Sabemos que os nimeros reais podem ser representados por uma reta continua. Entretanto, em ponto
flutuante podemos representar apenas pontos discretos na reta real. Para ilustrar este fato consideremos
o seguinte exemplo.

Exemplo 2.6 - Quantos e quais nimeros podem ser representados no sistema F(2,3,1,2)?

Solugao: Temos que 0 = 2 entao os digitos podem ser O ou 1; m=1e M =2 entao —1 <e <2 e
t = 3. Assim, os ntimeros sao da forma :

+ O.d1d2d3 X ,88 .

Logo temos: duas possiblidades para o sinal, uma possiblidade para d;, duas para ds , duas para ds
e quatro para as formas de 3¢. Fazendo o produto 2 x 1 X 2 X 2 x 4 obtemos 32. Assim neste sistema
podemos representar 33 nimeros visto que o zero faz parte de qualquer sistema.

Para responder quais sao os numeros, notemos que as formas da mantissa sao : 0.100, 0.101, 0.110
e 0.111 e as formas de 3¢ sdo: 271, 20, 2!, 22, Assim, obtemos os seguintes niimeros:

271 = (025)10

20 = (0.5)10

0.100 x 2 — (L0

22 = (2.0)10,

desde que (0.100)2 = (0.5)10;

271 = (03125)10

20 = (0.625)19

0.101 x 21— (1.25)10

22 = (250,
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desde que (0.101); = (0.625)10;

-1 = (0.375)10

20 = (0.75)10

010x 3 5 Z

22 = (3.0)10,

desde que (0.110)2 = (0.75)10;

271 = (04375)10

20 = (0.875)10

R A o

22 = (350,

desde que (0.111) (0.875)10 -

Exemplo 2.7 - Considerando o mesmo sistema do ezemplo [2.6, represente os mimeros: xp = 0.38,
9 =5.3 e x3 =0.15 dados na base 10.

Solugao: Fazendo os calculos obtemos que: (0.38)19 = 0.110 x 271, (5.3)10 = 0.101 x 23 e (0.15)19 =
0.100 x 272. Assim apenas o primeiro nimero pode ser representado no sistema, pois para o segundo
teremos overflow e para o terceiro underflow. Observe que o nimero (0.38)19 tem no sistema dado, a
mesma representacdo que o ntmero (0.375)19 .

Exercicios

2.6 - Considere o sistema F(3,3,2,1).

a) Quantos e quais nimeros podemos representar neste sistema?
b) Represente no sistema os nimeros: 1 = (0.40)19, 2 = (2.8)10.
2.7 - Considere o sistema F(2,5,3,1).

a) Quantos nimeros podemos representar neste sistema?

b) Qual o maior nimero na base 10 que podemos representar neste sistema (sem fazer arredonda-
mento)?

Todas as operagoes num computador sao arredondadas. Para ilustrar este fato, consideremos o seguinte
exemplo.

Exemplo 2.8 - Calcular o quociente entre 15 e 7.

Solucao: Temos trés representagoes alternativas:
15 1
T = > To = 2?, r3 = 2.142857.

Note que x1 e xo sao representagoes exatas e xz é uma aproximacao do quociente.

Suponha agora que s6 dispomos de 4 digitos para representar o quociente ‘1!% Dai, %é = 2.142.

Mas nao seria melhor aproximarmos %é por 2.1437 A resposta é sim e isso significa que o nimero foi
arredondado. Mas o que significa arredondar um nimero?
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Arredondamento em Ponto Flutuante

Definicao 2.2 - Arredondar um niumero x, por outro com um numero menor de digitos significativos,
consiste em encontrar um nimero T, pertecente ao sistema de numeragdo, tal que |T — x| seja o menor
possivel.

Assim para o exemplo dado [2.142 — z3| = 0.000857 e |2.143 — z3| = 0.000143. Logo 2.143 representa

a melhor aproximagao para %é, usando 4 digitos significativos.

Daremos a seguir a regra de como arredondar um nimero.

Dado z, seja T sua representagao em F'((3,t,m, M) adotando arredondamento. Se x = 0 entdo Z = 0.
Se x # 0, entao escolhemos s e e tais que:

|z] = sx ¢ onde [B71(1-— %ﬁ_t) <s<1-— %6_75. (2.1)

Se e esta fora do intervalo [—m, M] nao temos condigdes de representar o nimero no sistema. Se
e € [-m, M| entao calculamos:

1
5+ §ﬂ_t = 0.didy...didyq . ..
e truncamos em ¢ digitos. Assim o nimero arredondado seré:
Z = (sinalx)(0.didy ... dy) x B°.

Exemplo 2.9 - Considere o sistema F(10,3,5,5). Represente neste sistema os nimeros: 1 = 1234.56, x4 =
—0.00054962, =3 = 0.9995, x4 = 123456.7 e x5 = —0.0000001 .

Solugao: Primeiramente, analisemos quais os valores permitidos para s. Desde que f = 10 e t = 3,
usando ([2.1)), segue que:

1 1
10711 - 510—3) <s<1- 510—3 ,

e fazendo os cédlculos obtemos que:
0.09995 < 5 < 0.9995 .

Podemos agora tentar representar os ntimeros no sistema dado. Assim:
i) Para z; = 1234.56, obtemos:

lz1| = 0.123456 x 104,
s+ %10*3 = 0.123456 + 0.0005 = 0.123956,
71 = 0.123 x 10* ;

ii) para o = —0.00054962, obtemos:

22| = 0.54962 x 1073,
s+ 51078 = 0.54962 + 0.0005 = 0.55012,

To = —0.550 x 1073 ;
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iii) para 23 = 0.9995, observe que nao podemos considerar |z3| = 0.9995 x 10°, pois neste caso s nao
pertence ao seu intervalo, e o nimero arredondado nao estaria escrito na forma dos elementos do
sistema. Assim neste caso consideramos:

lzs| = 0.09995 x 10,
s+ 51073 = 0.09995 + 0.0005 = 0.10045,
T3 = 0.100 x 10! ;

iv) para x4 = 123456.7, obtemos:
lz4] = 0.1234567 x 10°,

v) para x5 = —0.0000001, obtemos:
lzs] = 0.1x107°.

Observe que tanto em iv) como em v) ndo podemos representar o nimero no sistema dado pois em
iv) teremos overflow e em v) underflow.

Assim, em linhas gerais, para arredondar um ntimero, na base 10, devemos apenas observar o primeiro
digito a ser descartado. Se este digito é menor que 5 deixamos os digitos inalterados e se é maior ou igual
a b devemos somar 1 ao ultimo digito remanescente.

Exercicio

2.8 - Considere o sistema F(10,4,4,4).
a) Qual o intervalo para s neste caso?

b) Represente os nimeros do exemplo nesse sistema.

2.4 Operacoes Aritméticas em Ponto Flutuante

Considere uma maquina qualquer e uma série de operagoes aritméticas. Pelo fato do arredondamento
ser feito apds cada operagao temos, ao contrario do que é valido para nimeros reais, que as operagoes
aritméticas (adigao, subtracdo, divisdo e multiplicagdo) nio sdo nem associativas e nem distributivas.
Tlustraremos esse fato através de exemplos.

Nos exemplos desta secao considere o sistema com base 3 = 10, e 3 digitos significativos.

Exemplo 2.10 - Efetue as operacoes indicadas:

i) (11.4+3.18) +5.05 ¢ 11.4 + (3.18 + 5.05) ,
i) B8l (g(l)g) <114 .
iii) 3.18 x (5.05+11.4) € 3.18 x 5.05+ 3.18 x 11.4 .
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Solugao: Para cada item, fazendo o arredondamento apds cada uma das operagoes efetuada, segue que:

i) (11.4+43.18)+5.05 = 14.6+5.05 = 19.7,

enquanto
114+ (3.184+5.05) = 11.4+48.23 = 19.6 .
sy 318 x 114 _ 36.3 _
i) =505 = 505 = 19,
enquanto

(3.18) x11.4 = 0.630 x 11.4 = 7.18.

i) 3.18 % (5.05+11.4) = 3.18 x 165 = 52.3 ,
enquanto
318 x 5.05+3.18 x 11.4 = 16.1+36.3 = 524 .

Exemplo 2.11 - Somar % dez vezes consecutivas usando arredondamento.

Solugao: Temos entao:
0.3334+0.333+...4+0.333 = 3.31.

10 vezes

Entretanto podemos obter um resultado melhor se multiplicarmos 0.333 por 10, obtendo assim 3.33.
Exemplo 2.12 - Awaliar o polinomio
Px) = 2* — 62% + 42 — 0.1,
no ponto 5.24 e comparar com o resultado exato.

Solugao: Para calcular o valor ezato consideremos todos os digitos de uma maquina, sem usar arredon-
damento a cada operagao. Assim:

P(5.24) = 143.8777824 — 164.7456 + 20.96 — 0.1 = —0.00776 ( valor exato).
Agora, usando arredondamento a cada operagao efetuada, obtemos:

P(5.24) = 524x275 — 6x275 + 4x524 — 0.1
= 144. — 165. + 21.0 — 0.1

—0.10 (somando da esquerda para a direita)

= 0.00 (somando da direita para a esquerda).

Entretanto, observe que P(z) pode ser escrito como:
P(z) = z(x(x — 6) + 4) — 0.1.
Assim:

P(524) = 524 (524 (524 — 6) + 4) — 0.1
5.24 (—3.98 + 4) — 0.1

5.24 (0.02) — 0.1

= 0.1056 — 0.1

= 0.005 (sinal errado).
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Observando os trés ultimos exemplos, vemos que erros consideraveis podem ocorrer durante e execugao
de um algoritmo. Isso se deve ao fato de que existem limitagoes da maquina e também que os erros de
arredondamento sao introduzidos a cada operagao efetuada. Em consequéncia, podemos obter resultados
diferentes mesmo utilizando métodos numéricos matematicamente equivalentes.

Assim, devemos ser capazes de conseguir desenvolver um algoritmo tal que os efeitos da aritmética
discreta do computador permaneca inofensivo quando um grande nimero de operacoes sao executadas.

Exercicios
2.9 - Considere o sistema F(10,3,5,5). Efetue as operagdes indicadas:
i) (1.386 — 0.987) + 7.6485 e 1.386 — (0.987 — 7.6485) ,

o SR (1) - (399)

2.10 - Seja
 17.678 (9.617)2
T 3471 3.716 x 1.85

a) Calcule © com todos os algarismos da sua calculadora, sem efetuar arredondamento.

b) Calcule x considerando o sistema F(10,3,4,3). Faca arredondamento a cada operagdo efetu-
ada.

2.11 - Seja P(x) = 2.3 23 — 0.6 2% + 1.8 © — 2.2 . Deseja-se obter o valor de P(z) para v = 1.61.
a) Calcule P(1.61) com todos os algarismos da sua calculadora, sem efetuar arredondamento.

b) Calcule P(1.61) considerando o sistema F(10,3,4,3). Faga arredondamento a cada operagdo
efetuada.
2.12 - Seja:
" n(n+1)
S = =——.
L

Calcule S, considerando n = 1000 e efetuando a soma dos termos em:
a) ordem crescente,

b) ordem decrescente.

2.5 Efeitos Numéricos

Além dos problemas dos erros causados pelas operacoes aritméticas, das fontes de erros citadas no
inicio deste capitulo, existem certos efeitos numéricos que contribuem para que o resultado obtido nao
tenha crédito. Alguns dos mais frequentes sao:

e Cancelamento
e Propagacao do Erro
e Instabilidade Numérica

e Mal Condicionamento
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2.5.1 Cancelamento

O cancelamento ocorre na subtragao de dois numeros quase iguais. Vamos supor que estamos
operando com aritmética de ponto flutuante. Sejam x e y dois nimeros com expoente e. Quando
formamos a diferenca x — y ela também terd o expoente e. Se normalizarmos o niimero obtido, veremos
que devemos mover os digitos para a esquerda de tal forma que o primeiro seja diferente de zero. Assim,
uma quantidade de digitos iguais a zero aparecem no final da mantissa do ntimero normalizado. Estes
zeros nao possuem significado algum.Veremos este fato através de exemplos, onde iremos considerar que
estamos trabalhando com o sistema F(10, 10, 10, 10).

Exemplo 2.13 - Calcular:

VI876 — VI875 .

Solugao: Temos que:
V9876 = 0.9937806599 x 10> e V9875 = 0.9937303457 x 10% .

Portanto:
V9876 — /9875 = 0.0000503142 x 10> .

A normalizacio muda este resultado para: 0.5031420000 x 10~%. Assim os quatro zeros no final da
mantissa nao tém significado e assim perdemos 4 casas decimais. A pergunta que surge naturalmente é:
podemos obter um resultado mais preciso? Neste caso a resposta é sim. Basta consideramos a identidade:

-y
VBV = e
v VT + Y
e assim, no nosso caso, obtemos:

1
V9876 — VIS8TS =

V9876 + /9875

que é um resultado com todos os digitos corretos.

= 0.5031418679 x 10™% .

Exemplo 2.14 - Resolver a equagao:
2> —1634 2 +2=0.

Solugao: Temos:

1634 + /(1634)2 — 4(2)
2

817 V667487 .
Assim:

r; = 817+ 816.9987760 = 0.1633998776 x 10°
zy = 817 —816.9987760 = 0.1224000000 x 10~2 .
Os seis zeros da mantissa de z9 sao resultado do cancelamento e portanto nao tém significado algum.

Uma pergunta que surge naturalmente é: podemos obter um resultado mais preciso? Neste caso a resposta
é sim. Basta lembrar que o produto das raizes é igual ao termo independente da equacao, ou seja:

$1X.’L‘2=2—>CL‘2=$—.
1
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Logo: zo = 0.1223991125 x 102, onde agora todos os digitos estdo corretos.

Nos exemplos dados foi razoavelmente facil resolver o problema do cancelamento. Entretanto, cabe sa-
lientar, que nem sempre existe uma maneira trivial de resolver problemas ocasionados pelo cancelamento.

2.5.2 Propagacao do erro

O cancelamento nao ocorre somente quando dois nimeros quase iguais sao subtraidos diretamente
um do outro. Ele também ocorre no calculo de uma soma quando uma soma parcial é muito grande
quando comparada com o resultado final. Para exemplificar, consideremos que:

seja a soma a ser calculada, onde os a; podem ser positivos ou negativos. Vamos supor que o calculo seja
feito através de uma sequéncia de somas parciais da seguinte forma:

§1=40a1, Skg=Sk-1+ag, k = 2a37"'ana

tal que s = s,,.

Se a soma é calculada em aritmética de ponto fixo, entao cada aj esta afetado de algum erro, os quais
sao limitados por algum e para todo k. Se nenhum owverflow ocorre, o erro na soma final s serd de no
méaximo ne. Agora devido ao fato de nem todos os aj terem o mesmo sinal entdo o erro serd menor do
que ne.

Mas se a soma é calculada em aritmética de ponto flutuante um novo fenémeno pode ocorrer. Vamos
supor que uma das somas intermedidrias si é consideravelmente grande em relacao a soma final s, no
sentido que o expoente de s; excede o expoente de s em, digamos, p unidades. E claro que isso s6 pode
ocorrer se nem todos os ax possuem o mesmo sinal. Se simularmos tal soma em aritmética de ponto fixo
(usando para todas as somas parciais o mesmo expoente de s) entdo devemos trocar os dltimos p digitos
de s; por zeros. Estes digitos infuenciam os tltimos digitos de s, e, como em geral, estao errados, néo
podemos falar que o erro final serd pequeno.

A perda de algarismos significativos devido a uma soma intermediaria grande é chamada de Pro-
pagacao do Erro. Veremos este fato através de exemplos.

5.25

Exemplo 2.15 - Calcular e=°°, utilizando 5 digitos significativos em todas as operagies.

Solugao: O seguinte resultado matematico é bem conhecido: para todo nimero real z,

— - kxk
”:Z(*l)g~

k=0

Se e™* é calculado usando esta férmula, a série deve ser truncada. Assim ja estaremos introduzindo
um erro de truncamento.

Vamos considerar os primeiros 20 termos da série acima para avaliar e~5-25

. Temos entao:

e P25 = (0.10000 — 0.52500)10" + (0.13781 — 0.24117 + 0.31654 — 0.33236
0.29082 — 0.21811 + 0.14314)10% + (—0.83497 + 0.43836 — 0.20922)10"
(0.91532 — 0.36965 + 0.13862)10° 4 (—0.48516 + 0.15919)10~*
(—0.49164 + 0.14339)102 + (—0.39620 + 0.10401)10~3
(—0.26003)10~* 4 (0.62050 — 0.14163)10~° + (0.30982)107° .

+ o+ o+ o+
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Efetuando os célculos obtemos: e °2% = 0.65974 x 10~2. Observe que, usando uma calculadora, o
resultado de e2% § 0.52475 x 10~2. Essa diferenca entre os valores obtidos ocorreu porque na expressao
acima temos parcelas da ordem de 10 que desprezam toda grandeza inferior a 10~3 (ver Tabela 2.1),
enquanto que o resultado real de e~>2% é constituido quase que exclusivamente de grandezas dessa ordem.
A pergunta que surge naturalmente é: podemos obter um resultado mais preciso? A resposta é sim. Basta

lembrar que e~52° = 65}25 e que:

N oo (Ek
e’ = E -— .
k!
k=0

para todo nimero real . Somando todas as parcelas da expressao de ¢>2°, (desde que a expansdo de
e® e e~ diferem apenas em termos de sinal), obtemos: €525 = 0.19057 x 103, e assim e >2° = % =

1 _ -2
019057 X 10° — 0.52475 x 10~=.

Na Tabela 2.1, apresentamos os calculos de e~

525 =525 ¢ _L _ considerando a expansio até o termo

.
de ordem 10* |k =1,0,—1,...,—6.
Tabela 2.1
10% =525 £5:25 65125
10! 0. 64130(100) 0.18907(103) 0.52890(10~2)
10° 0.42990(10~1) 0.19049(10%) 0.52496(10~2)
1071 0.10393(10~1) 0.19056(10%) 0.52477(1072)
1072 0.69105(10~2) 0.19056(10%) 0.52477(1072)
1073 0.66183(1072) 0.19057(10%) 0.52475(1072)
1074 0.65929(10~2) 0.19057(10%) 0.52475(1072)
107° 0.65971(1072) 0.19057(10%) 0.52475(1072)
1076 0.65974(1072) 0.19057(10%) 0.52475(1072)

Exemplo 2.16 - Deseja-se determinar numericamente o valor exato da integral:

1 n
T
= dzx
n /0 T+ a ’

para um valor firo dea >>1e, n=0,1,...,10.

Solugao: Sabemos que os ntimeros y, sio positivos. Além disso, como para 0 < z < 1, "1 < 2", os
nimeros y, formam uma sequéncia monotonicamente decrescente, e ainda:

1 n 1 n
/ z dm<yn</ x—dm,
o l+a 0o a

e portanto podemos afirmar que:

< Yn <

(n+1)(1+4+a) (n+1)a
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Assim para a = 10 e n = 10, temos que:
0.0082645 < y10 < 0.0090909 . (2.2)

Agora para calcular numericamente o valor da integral dada, podemos primeiramente expressar o
integrando usando o Teorema binomial, isto é:

n

2 = [(@+a)—a" = Y (-1)F ( Z ) (z +a)" *a" |

k=0

Substituindo z™ na expressao para y,, obtemos:

woe [ ()

e assim:

Yn = nf(—l)ka’“ ( Z > [nlk((ua)n —k—a")

(2.3)
1+a

—a)"1 .
—I—(a)na

Para a = 10 e n = 10, utilizando (2.3) para calcular y,, obtemos y, = —2.000000, que comparado
com ([2.2)), estd totalmente errado. A razao para isso é uma extrema propagacao de erro. Para n = 10, o
termo correspondente a k = 5 na soma (2.3) é igual a:

(—1)°a® ( ;)0 ) [;((1—|—a)5 —a5)} = —3.13 x 10" .

Assim para uma calculadora com 10 digitos na mantissa, no minimo dois digitos antes do ponto
decimal do resultado sdo nao confidveis, bem como os digitos depois do ponto decimal.

2.5.3 Instabilidade Numérica

Se um resultado intermedidrio de um céalculo é contaminado por um erro de arredondamento, este
erro pode influenciar todos os resultados subsequentes que dependem desse resultado intermedidrio. Os
erros de arredondamento podem propagar-se mesmo que todos os célculos subsequentes sejam feitos com
precisao dupla. Na realidade, cada novo resultado intermediario introduz um novo erro de arredonda-
mento. E de se esperar portanto, que todos esses erros influenciem o resultado final. Numa situacao
simples como o caso de uma soma, o erro final pode ser igual a soma de todos os erros intemediarios.



CAPITULO 2. ANALISE DE ARREDONDAMENTO EM PONTO FLUTUANTE 47

Entretanto, os erros intermediarios podem, algumas vezes, cancelar-se uns com os outros no minimo
parcialmente. Em outros casos (tal como em processos iterativos) os erros intermedidrios podem ter um
efeito desprezivel no resultado final. Algoritmos com essa propriedade sao chamados estaveis.

Instabilidade Numérica ocorre se os erros intermedidrios tem uma influéncia muito grande no
resultado final. Veremos esse fato através do seguinte exemplo.

Exemplo 2.17 - Resolver a integral:

1
I, = e ! / z"e” dx .
0

Solugao: Vamos tentar encontrar uma férmula de recorréncia para I,,. Integrando por partes, segue que:

1
I, = et {[x”e‘”}é/ n " le® dm}
0
1
= 1-n 6_1/ " e do
0

= 1—n In—l .
Assim, obtemos uma férmula de recorréncia para I,,, isto é:
I, =1-nl,1, n=12..., (2.4)

e desde que:

1
Iy = e—l/ e dr = e 'e—1) = 0.6321,
0

é conhecido, podemos, teoricamente, calcular I,,, usando (2.4). Fazendo os célculos, obtemos:

Iy, = 06321, 1; = 03679, I, = 0.2642, Is = 0.2074,
I, = 01704, Iy = 0.1480, Is = 0.1120, I, = 0.216 .
O resultado obtido para I; estd claramente errado, desde que:
! 1
I; < e ! max (e%) / " dr < ——
0<z<1 0 n+1
isto é, Iy < % = 0.1250. Além disso a sequéncia [, é uma sequéncia decrescente. Para ver que a

instabilidade existe, vamos supor que o valor de I esteja afetado de um erro €y. Vamos supor ainda que
todos as operacoes aritméticas subsequentes sao calculadas exatamente. Denotando por I,, o valor exato
da integral e por I,, o valor calculado assumindo que sé existe erro no valor inicial, obtemos que:

Iy =Ih+e,

e assim:

I, =1-nl,.1, n=1,2,.... (2.5)

Seja 7, o erro, isto é: }
r, = I, — 1, .
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Subtraindo de (2.5)), segue que:
T = —NTp_1, Nn=12....
Aplicando essa férmula repetidamente, obtemos:
p o= —nrp_1 = (—n)?rp_o = ... = (=n)"rg,

e portanto

rn = (—n)" €,
desde que rg = €p. Assim, a cada passo do calculo, o erro cresce do fator n. Surge entao a pergunta: Como
encontrar o valor exato de I,,?7 Para este caso em particular, observe que: uma relagcdo de recorréncia
ser instdvel na diregcdo crescente de n ndao impede de ser estdvel na direcao decrescente de n. Assim,
resolvendo (2.4)), para I,,_1, obtemos:

1-1
I, 1 = 7( n) . (2.6)
n
Se usada nessa forma, a relacdo também precisa de um valor inicial. Entretanto, nao é ficil encontrar

esse valor pois todo I, onde n > 0 é desconhecido. Mas sabemos que I,, — 0 quando n — oco. Assim,
tomando Isg = 0 e usando (2.6 para n = 20,19,18,..., obtemos: Iy = 0.1123835 onde agora todos os
digitos estao corretos. E interessante notar que comegando com I7 = 0, obtemos Iy = 0.6320. Isto ocorre

porque neste caso o erro estd sendo reduzido substancialmente a cada passo, isto é, a cada passo o erro

1

decresce do fator .

2.5.4 Mal Condicionamento
A maioria dos processos numéricos seguem a seguinte linha geral:
e Dados sao fornecidos,
e Os dados s@o processados de acordo com um plano pré-estabelecido (algoritmo),
e Resultados sao produzidos.

Analisaremos aqui problemas onde os resultados dependem continuamente dos dados. Tais problemas
sao chamados de problema bem posto. Problemas que nao dependem continuamente dos dados sao
chamados de problema mal posto.

Vamos entao analisar como pertubagoes nos dados podem ou nao influenciar os resultados.

Exemplo 2.18 - Resolver o sistema:

r + Y = 2
z + 10y = 201

Solugao: A solucao desse sistema pode ser facilmente obtida, por exemplo, por substituigdo. Fazendo
isso, obtemos: x =y = 1. Se o ntimero 2.01, da segunda equagao é mudado para 2.02, obtemos que a
solucao do sistema é agora x=0 e y=2. Portanto uma pequena mudanca nos dados produz uma grande
mudanca no resultado. Vamos entao interpretar geometricamente o resultado. A solugao do sistema é
o ponto de interse¢ao das duas retas: y = 2-x e y = (2.01 -x)/1.01. Essas retas estdo desenhadas na
Figura 2.1. E claro que o ponto de intersecao é muito sensivel a pequenas pertubagoes em cada uma
dessas retas desde que elas sao praticamente paralelas. De fato, se o coeficiente de y na segunda equacgao
é 1.00, as duas retas sao exatamente paralelas e o sistema nao tem solugao. Isto é tipico de problemas
mal condicionados. Eles sao também chamados de problemas criticos, pois ou possuem infinitas solugoes
ou nao possuem nenhuma.
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y=(2.01 —z)/1.01
y=2—x

Figura 2.1

Exemplo 2.19 - Determinar a solugdo do problema de valor inicial:

onde a e b sao dados.

Solugao: A solugao tedrica desse problema de valor inicial é:

y(z) = Cre® + Coe™ (2.7)
onde C; e Oy dependem de a e b. Assim, se tomarmos a = 1 e b = —1, entdo desde que y'(z) =
Che” — Cye™", obtemos o sistema linear:

y(O) =Ci14+C, = 1

y/(O) = Cl — 02 = -1
cuja solugio é: C; = 0 e C3 = 1. Substituindo esses valores em ({2.7) obtemos que y(x) = e~®. Logo,
quando x — oo a solugdo decresce rapidamente para zero. Mas se tomarmos a = 1 e b = —1+ 6, onde |4|
pode ser arbitrariamente pequeno, entao, como anteriormente, obtemos o sistema linear:

Ci+Cy = 1
Ci—-0Cy = —-1+496

cuja solugao é: Cy = % eCy=1- % Assim a solugdo do novo problema de valor inicial é:

y(z) = gez +(1- g)e_z =e 74 g(eac —eP)=e"+0 senh x .

Portanto a solugdo difere da solugdo do problema anterior de ¢ semh x. Assim a caracteristica
matematica da solugao foi mudada completamente, pois enquanto no primeiro resultado a solugao — 0,
quando x — oo ela agora — oco quando & — oo. Tudo isso ocorreu apesar da dependéncia de y(z) sobre
os dados a e b ser claramente continua.

Torna-se entao necessario introduzir uma medida para o grau de continuidade de um problema. Tal
medida é essencial em muitas definicoes de continuidade. Seja X o espago dos dados; os elementos x
de X podem ser niimeros, pontos de um espago euclidiano, vetores, matrizes, fungoes, etc.... Podemos
entao falar em continuidade se pudermos ser capazes de medir a distancia entre os elementos de X.
Suponhamos que o espago X estd dotado com uma fungao distancia d(z,y) que mede a distancia entre
os elementos = e y de X. Se por exemplo, X é o espago dos numeros reais, a funcao distancia é definida
por: d(x,y) = |z — y|. Para X = IR", veja Definigao 1.7.
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Seja P o processo nos quais os dados x sdo transformados no resultado y, isto é: y = P(x). Se o
processo P é continuo num ponto x, entao a definigao de continuidade (matemética) exige que para cada
e >0, 3 d(e) > 0 tais que:

|P(Z) — P(x)| < e sempre que |& —z| < d(e) .

Quanto maior a fungéo d(¢) pode ser escolhida, mais continuo é o processo P. No caso em que grandes
mudangas nos dados produzem somente pequenas mudancas nos resultados, ou se d(¢€) pode ser escolhido
grande, a condigao do problema é boa, e o problema é chamado bem condicionado. Por outro lado, se
pequenas mudangas nos dados produzem grandes mudangas nos resultados, ou se d(e) deve ser escolhido
pequeno, a condi¢ao do problema é ma, e o problema é chamado mal condicionado.

Exemplo 2.20 - Analisar o problema de valor inicial do exemplo [2.19

Solugao: Se queremos que a solugdo y(z) num ponto = seja mudada por ndo mais que uma quan-
tidade €, entdo a condicdo inicial y'(0) = —1 deve ser mudada por ndo mais que: d(e) = ﬁ, 0
qual pode ser feito arbitrariamente pequeno escolhendo x grande. Por exemplo para z = 10, obtemos:
5(e) = 0.9 x 107* ¢. Assim temos um problema mal condicionado.

Podemos também verificar se um problema é ou nao mal condicionado analisando o nimero de
condicao do problema. O problema serda bem condicionado se o nimero de condigao for pequeno e serd
mal condicionado se o nimero de condicao for grande. Entretanto a defini¢ao de nimero de condicao
depende do problema.

Seja y = P(z), com P diferencidvel. Entdo a mudanga em y causada pela mudanga em x pode ser
aproximada, (no sentido do célculo diferencial) pelo diferencial de y, isto é: dy = P'(z) dz. Assim o
comprimento de |P’(x)| do operador linear P(x) representa o nimero de condi¢do do problema num
ponto x. O numero de condigao relativa é definido por:

_ [P

Cr = | .

[P ()|

Assim se ¢, < 1 dizemos que o problema é relativamente bem condicionado.

Exemplo 2.21 - Analisar o problema de calcular:

num ponto x qualquer.

Solugao: Desde que f é diferencidvel o nimero de condigdo é simplesmente |f’(z)|. Assim:

f'(x)

I
|
| —
Y
]
SN
~_
|
ool
|
==
\
SNy
()
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e o nimero de condicao relativa é dada por:

len%.

Para z = 0, e x = 1 tanto o nimero de condi¢do como o nimero de condigdo relativa sdo infinito, e
assim nestes pontos o problema é extremamente mal condicionado. Para aproximadamente 0.1537 < z <
0.5360, ¢, < 1. Portanto neste intervalo o problema de calcular f é bem condicionado.

O problema de resolver um sistema linear, como vimos, é um outro exemplo de problema onde
pequenas pertubagdes nos dados podem alterar de modo significativo o resultado. A andlise do problema
de mal condicionamento de sistemas lineares, encontra-se no Capitulo 4.

Teoricamente, o termo mal condicionado é usado somente para modelos matematicos ou problemas
e o termo instabilidade somente para algoritmos. Entretanto, na pratica os dois termos sao usados sem
distingao.

O leitor interessado em maiores detalhes sobre os tépicos apresentados nesse capitulo, deve consultar
os livros: [Forsythe, 19 .. | e [Henrice, 1982].

Exercicios

2.13 - Considere a integral do exercicio 2.13, com a = 10.
a) Calcule yo usando a integral.

b) Mostre que uma relagdo de recorréncia para y, € dada por:

1
Yn = — — QA Yn-1 .
n
c) Calcule y,, n=1,2...,10, usando a relagao de recorréncia.

Os wvalores obtidos sdo confidveis?

2.14 - Considere agora a relacdo de recorréncia do exercicio anterior escrita na forma:

Considere ainda que ya9 = 0. Usando este dado e a relagdao de recorréncia obtenha os valores de
Y105 Y9, - - -, Y1- Os resultados agora sao melhores? Como vocé explica isso?
2.6 Exercicios Complementares

2.15 - Dados os numeros: (13.44)s, (122.35)g, (31.202)4. Eziste algum com representacdo exata no
sistema F'(2,10,10,10)?

2.16 - Considere o sistema F(2,8,4,4) e os nimeros x1 = 0.10110011 x 22 e x5 = 0.10110010 x 22.
Qual dos dois numeros representa melhor (2.8)10 ¢

2.17 - Seja o sistema F(2,3,—1,2). Exiba todos os nimeros representdveis neste sistema e coloque-os
sobre um eizo ordenado.
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2.18 - Considere o sistema F(2,8,10,10). Represente no sistema os niumeros:
1 = V8, o = €%, x3 = 3.57, onde todos estio na base 10. Existe algum com representacio exata nesse
sistema?

2.19 - Mostre que se x € um nimero no sistema F(8,t,m, M) entio T = x(140) onde |§] < %ﬁl_t.

2.20 - Mostre que %ﬂl_t é o melhor limitante para |J|.

2.21 - Efetue as operagdes indicadas, utilizando aritmética de ponto flutuante com 8 algarismos signi-
ficativos.

a) (19.3—-1.07)—10.3 e 19.3— (1.07+10.3) ,

b) 27.2 x 1.3 — 327. x 0.00251 ,

¢) 10.1=3.1x82
14.1+7.09 % 3.2%

d) (367.40.6)+0.5 e 367.+ (0.6+0.5) ,

e) Z}iﬂ 0.11 . (Compare seu resultado com 100 x 0.11) .
2.22 - Deseja-se calcular:
10,
S=2
k=1
no sistema F(10,3,5,4), usando arredondamento em todas as operagoes. Assim, efetue a soma:
a) da direita para a esquerda,

b) da esquerda para a direita,

Os wvalores obtidos em a) e b sao iguais?

2.23 - Usando arredondamento para 4 digitos significativos, efetue as operagoes indicadas, e escreva o
resultado na forma normalizada.

a) 0.5971 x 10% + 0.4268 x 10° ,
b) 0.5971 x 10~! — 0.5956 x 10~2 ,

c) 05971 x 10°
0.4268 x 101 7

d) (0.5971 x 10%) x (0.4268 x 10°) ,

2.24 - Usando arredondamento, a cada operagao efetuada, calcule:

n

n
E i? - § i? =1,
i=1 i=2
somanda 0s termos em:

a) ordem crescente,

b) ordem decrescente.
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Considere n = 100. Os valores obtidos sdo iguais?
2.25 - Deseja-se calcular e 012,

a) Obtenha através de uma calculadora o valor exato de e=91°.

b) Considere o sistema F(10,5,10,10) e a série truncada em 25 termos. Calcule:

b.1) e 015

1
b.2
) 2015
e compare os resultados.
2.26 - Se a,b e c sdo reais e a # 0, entdo a equag¢do

az’> +bx +c¢ =0,

€ satisfeita para exatamente dois valores de x:

—b + \/2b2 —4dac
a )

T
(1)
_p PR
2o = b \/2ba 4ac )
Entretanto, desde que, a 22 +b x +c = a (x — 1) (v — x2) obtemos que: a x1 x5 = c e assim

podemos reescrever (I) na segquinte forma:

b + sinal de (b) Vb? — 4ac
i = = 2a ’
(I1)
T2 = aic;plv

Temos ainda que 1 e xo podem ser escritos como:

1 —2c
b b2 — 4 ’
(IT1) + Vv ac
T2 = 701%1 .

Utilizando (1), (II) e (III) calcule as raizes das equagdes para os valores de a,b e ¢ dados a sequir:

iy)a=1; b= -10°; ¢c=1,
iiya =1; b= —-4; ¢ = 39999999 ,
iliya =6; b=5; ¢c= -4 .

2.27 - A funcao de Bessel satisfaz a sequinte relagao de recorréncia:
2n
Jnv1(x) — TJn(x) + Juo1(z) =0

Sex =1, Jo(1) =0.7652 e J;(1) = 0.4401, calcule J,(1) para n = 2,3,...,10. Refaca os cdlculos
comegando com valores mais precisos: Jo(1) = 0.76519769 e J1(1) = 0.44005059. Como vocé explica

seus resultados com o fato que J,(1) — 0 quando n cresce?
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2.28 - Faga J19(1) =0 e Jy(1) = pu. Use a férmula do exercicio anterior, na forma:
Jn1(l) = 2np(1) = Jnpa(1) -
e calcule Jg(1), J7(1),.... Encontre u através da identidade:
Jo(z)+2 Jo(z)+2 Jy(x)+2 Je(x)+... = 1,

e calcule Jo(1), Jg(1),...,Jo(1). Como esses resultados se comparam com os valores exatos?



Capitulo 3

Equacoes nao Lineares

3.1 Introducao

Um dos problemas que ocorrem mais frequentemente em trabalhos cientificos é calcular as raizes de
equagoes da forma:

f(z) =0,

onde f(z) pode ser um polindémio em x ou uma funcdo transcendente. Em raros casos é possivel ob-
ter as rafzes exatas de f(x) = 0, como ocorre por exemplo, supondo-se f(x) um polindémio fatordvel.
Através de técnicas numéricas, é possivel obter uma solugdo aproximada, em alguns casos, tdo préxima
da solucao exata, quanto se deseje. A maioria dos procedimentos numéricos fornecem uma sequéncia de
aproximagoes, cada uma das quais mais precisa que a anterior, de tal modo que a repeticao do proce-
dimento fornece uma aproximagao a qual difere do valor verdadeiro por alguma tolérancia pré-fixada.
Estes procedimentos sao portanto muito semelhantes ao conceito de limite da analise matematica. Va-
mos considerar varios métodos iterativos para a determinagao de aproximagoes para raizes isoladas
de f(x) = 0. Serd dada uma atencao especial as equagdes polinomiais em virtude da importancia que as
mesmas gozam em aplicagoes praticas.
Inicialmente recordemos um importante resultado da Algebra.

Teorema 3.1 - Se uma funcgdo continua f(x) assume valores de sinais opostos nos pontos extremos do
intervalo [a,b], isto €, se f(a) x f(b) < 0, entdo existe pelo menos um ponto T € la,b], tal que

f(@) = 0.
Prova: A prova deste teorema pode ser encontrada em |[.. , 19..]

Definicao 3.1 - Se f : [a,b] — R é uma fungdo dada, um ponto T € [a,b] € um zero (ou raiz) de f se

1(@) =0,
Tlustraremos graficamente esses conceitos nos exemplos a seguir.
Exemplo 3.1 - Seja f: (0,00) — IR. Determinar as raizes de f(z) =1n x.

Solugao: O gréfico de In z é dado na Figura 3.1.

95
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1t
/1$

1 2 3

Figura 3.1

Nesse caso vemos que f(0.5) x f(1.5) < 0. Portanto existe uma raiz de f(x) no intervalo (0.5, 1.5).
Além disso a curva intercepta o eixo dos z num 1nico ponto, pois trata-se de uma funcao crescente. Entao
Z =1 é a tnica raiz de f(z) = 0.

Exemplo 3.2 - Seja f : (0,00) — IR. Determinar as raizes de f(x) = e®.

Solugao: O gréfico de e” é dado na Figura 3.2.

1 2
Figura 3.2
Nesse caso vemos a curva nao intercepta o eixo dos z, logo nao existe z tal que f(z) =0 .

Exemplo 3.3 - Seja f : [0,2n] — IR. Determinar as raizes de f(x) = cos x.

Solugao: O grafico de cos = é dado na Figura 3.3.

cosxT

Figura 3.3
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Nesse caso vemos que: f(1) x f(2) < 0 e f(4) x f(5) < 0, ou seja a curva intercepta o eixo dos x

em dois pontos. Assim temos uma raiz ¥ no intervalo (1,2) e outra no intervalo (4,5). Sabemos da

trigonometria que: Z = % ~ 15708 e T = 3T7T ~ 4.7124 sao raizes de f(z) = 0.

Definigao 3.2 - Um ponto T € [a,b] é uma raiz de multiplicidade m da equagao f(x) = 0 se f(x) =
(.’I? - j)m g(l‘), com g(.’i‘) 7& 0 em [avb}‘

Exemplo 3.4 - Seja f : R — IR. Determinar as raizes de f(x) = 2> +2z+ 1= (z+1)?=0.

Solucgao: O gréfico de f(z) é dado na Figura 3.4.

)
31
(z+1)*
/1
-3 —1 1
Figura 3.4
Nesse caso vemos que a curva apenas toca o eixo dos . Assim, Z = 1 é raiz de multiplicidade 2 de

fl@)y=0.

Como vimos nos exemplos anteriores, podemos obter o niimero exato de raizes e sua localizagao exata
ou aproximada tracando o grafico da fungao e encontrando o ponto onde a curva intercepta o eixo dos x.
Entretanto algumas vezes é mais conveniente rearranjar a equagio dada como y (z) = y2(x), para duas
funcoes y1 e y2, cujos graficos sdo mais faceis de serem tragados do que o da f. As raizes da equacdo
original s@o dadas entdo pelos pontos onde o grafico de y; intercepta o de yo. Ilustraremos este fato no
préximo exemplo.

Exemplo 3.5 - Seja f : R — IR. Determinar as raizes de f(z) = (z +1)? =2 _ 1=y,
Solucao: Podemos rearranjar a equagao dada, por exemplo, como:
(x + 1)2 _ 6(279;2).

Fazendo Y1 = (:[;+1)2 , Y = 6(27‘%2)

3.5.

e colocando as duas curvas no mesmo grafico, obtemos a Figura
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A

Y2

Figura 3.5

E claro observando-se a Figura 3.5 que as duas curvas se interceptam apenas duas vezes. Portanto
a equagao dada tem precisamente duas raizes. Uma raiz Z no intervalo (—2, —1) e outra no intervalo (0, 1).

Este 1ltimo exemplo ilustra bem a razao da utilizacado de métodos niimericos para determinar a solugao
de equagoes nao lineares. Ao contrario dos exemplos anteriores, onde foi razoavelmente facil determinar
as rafzes da fungao dada, aqui fica dificil dizer com exatidao qual é o valor de T tal que f(Z) = 0.

Para descrevermos um método numérico extremamente simples, e de facil compreensao, suponha que
f(x) seja uma fungao continua em [a,b]. Pelo Teorema temos que se f(z) em £ = a e z = b tem
sinais opostos, entdo f(x) tem no minimo um zero em [a, b]. Esse resultado fornece um caminho simples,
mas efetivo, para encontrar a localizacao aproximada dos zeros da f. Considere novamente a equagao do
exemplo isto &, f(z) = (x4 1)% e@* =2 — 1. Valores de f(z) para z = —3,—2,...,3 estdo contidos
na tabela a seguir:

x | -3 -2 -1 0 1 2 3
f(z) ‘ 43855 6.4 —-1.0 —-09 0.5 65.5 17545.1

A funcao portanto possui zeros no intervalo [—2, —1] e [0, 1]. (Note que o mesmo resultado foi obtido
graficamente). Estamos agora em condigoes de descrever um método numérico, conhecido como Método
da Bisseccgao, o qual reduz o comprimento do intervalo que contém a raiz, de maneira sistematica.

Considere o intervalo [a,b] para o qual f(a) x f(b) < 0. No método da bissec¢ao calculamos o valor
da fungado f(x) no ponto médio: x; = GT'H). Portanto existem trés possiblidades. Primeiramente, fi-
carfamos felizes, (embora seja quase impossivel), se o valor da fungao calculado no ponto x; fosse nulo,
isto é: f(xz1) = 0. Nesse caso x1 é o zero da f e nfo precisamos fazer mais nada. Em segundo lugar, se
fla) x f(z1) <0, entdo f tem um zero entre a e z1. O processo pode ser repetido sobre o novo intervalo
[a,z1]. Finalmente, se f(a) x f(x1) > 0, segue que f(b) x f(x1) < 0, desde que é conhecido que f(a) e
f(b) tém sinais opostos. Portanto f tem um zero entre z1 e b, e o processo pode ser repetido com [z, b].
A repeticdo do método é chamado iterag¢do e as aproximagoes sucessivas sdo os termos iterados. Assim,
o método da bisseccao pode ser descrito como:

Para k=1,2,..., faga:

a+b
T = .

<0 entao b=uxy,

Se f(a) x f(zx)

>0 entao a=zg

Uma interpretagao geométrica do método da bisseccao é dada na Figura 3.6.
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f(a)
Figura 3.6

Para ilustrar o método da bisseccao, considere que desejamos calcular a raiz positiva da equagao do
Exemplo iniciando com o intervalo [0,1]. Para essa equagdo temos que f(0) < 0 e f(1) > 0. O
ponto médio é x; = 0.5, com f(x1) = —0.6090086. Desde que f(0) x f(0.5) > 0, deduzimos que a raiz da
equagdo estd em [0.5,1]. Os primeiros passos do método da bissec¢ao, para esta equagio, estdo mostrados
na tabela:

k a b Tk f(zg)
1 0 1 0.5 -0.609009
2 0.5 1 0.75 -0.272592
4 0.75 1 0.875 0.023105
4 0.75 0.875 0.8125 -0.139662
5 0.8125 0.875 0.84375 -0.062448
6 0.84375 0.875 0.859375 -0.020775

Continuando o processo obteremos: x15 = 0.866868 e x17 = 0.866876. Isso significa que o intervalo
incial [0, 1] foi reduzido ao intervalo[0.866868,0.866876], e portanto a raiz positiva da equacdo dada é
aproximadamente: T = 0.86687. Note que até agora nao falamos como devemos proceder para obter o
resultado com uma quantidade de casas decimais corretas. Isso serd discutido mais adiante.

Exercicios

3.1 - Dadas as funcaoes:
a) ¥*+32—-1=0,
b) 22 —sen =0,
pesquisar a existéncia de raizes reais e isold-las em intervalos.
3.2 - Justifique que a funcdo:

m(x+1)

f(z) = cos +0.148 = — 0.9062 ,
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possui uma raiz no intervalo (—1,0) e outra no intervalo (0,1).

Existem vdrios métodos numéricos para determinagao (aproximada) das raizes da equagao f(x) =0,
mais eficientes que o método da bisseccdo. Descreveremos a seguir alguns desses métodos, discutindo suas
vantagens e desvantagens. Antes, porém, daremos um procedimento que deve ser seguido na aplicacao
de qualquer método numérico para determinar um zero de f(x) = 0, com uma precisdo pré-fixada.

Processo de Parada

1) Para aplicar qualquer método numérico deveremos ter sempre uma idéia sobre a localizacdo da
raiz a ser determinada. Essa localizacao é obtida , em geral, através de gréfico. (Podemos também
localizar o intervalo que contém a raiz fazendo uso do Teorema . A partir da localizagdo da
raiz, escolhemos entdo zy como uma aproximagcao inicial para a raiz  de f(x) = 0. Com essa
aproximacao inicial e um método numérico refinamos a solucao até obté-la com uma determinada
precisao (ntimero de casas decimais corretas) .

2) Para obtermos uma raiz com uma determinada precisdo e¢ devemos, durante o processo iterativo,
efetuar o seguinte teste: Se
Th+1 — Tk .
[2rs = 2] < e, (erro relativo) ,
|Zk+1]
onde € é uma precisao pré-fixada; zp e xpy1; sao duas aproximagoes consecutivas para T, entao
Tr4+1 € araiz procurada, isto é, tomamos T = xj41.

Observagoes:

a) Em relagao a precisdo pré-fixada, normalmente tomamos ¢ = 10~ onde m é o ntimero de casas
decimais que queremos corretas no resultado.

b) Apesar de alguns autores considerarem como teste de parada o fato de |f(xr+1)| < €, é preciso ter
muito cuidado pois a menos que se tenha uma idéia muito clara do comportamento da funcao o fato
desse teste ser satisfeito nao implica necessariamente que xy11 esteja proximo da raiz procurada,
como pode ser observado no seguinte exemplo: considere f(z) = 72 Inz = 0, onde a tinica raiz
é £ = 1. Calculando f(x) para x = 2,4,8,16,32,... obtemos, respectivamente: 0.0866, 0.0217,
0.00406,0.0006769,0.0001058,. . . isto é, quanto mais longe estamos de Z, menor é o valor de f(z).

c) Alguns autores consideram como teste de parada o fato de |xp41 — zx| < €, chamado de erro
absoluto. Entretanto, se esses nimeros forem muito grandes e e¢ for muito pequeno, pode nao
ser possivel calcular a raiz com uma precisao tao exigente. Como exemplo, resolva a equagao
f(x) = (x — 1)(z — 2000) = 0 com ¢ = 10~ usando os critérios de erro relativo e erro absoluto.
Vocé ird verificar que o nimero de iteragoes é muito maior para o critério do erro absoluto. Isso
ocorre porque a raiz que estamos procurando tem moédulo grande e portanto é muito mais dificil
tornar o erro absoluto menor do que e.

Quando fazemos um programa computacional, devemos considerar o erro relativo escrito na seguinte
formas:
|Tk41 — zk| < €xmax{1, x|},

pois se |xg41| estiver préximo de zero o processo nao estaciona. Além do teste do erro relativo, devemos
colocar um niimero maximo de iteragoes pois se o programa nao estiver bem, ou se o método nao se
aplicar ao problema que se esta resolvendo, o programa entrara em looping.
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3.2 Iteracao Linear

A fim de introduzir o método de iteracao linear para o célculo de uma raiz da equacao:

fla) =0, (3.1)
onde f(z) é uma fungao continua num intervalo que contenha a raiz procurada, expressamos, inicialmente,
a equacao na forma:

x = P(x), (3.2)
de maneira que qualquer solugao de seja, também, solugao de . Para qualquer fungao v,
qualquer solugao de é chamada de ponto fixo de ¢ (z). Assim, o problema de determinar um zero
de f(z) foi transformado no problema de determinar o ponto fixo de ¥ (z), e essa transformacao nao deve
alterar a posigao da raiz procurada.

Em geral, hd muitos modos de expressar f(z) na forma . Basta considerarmos:

P(x) = x+ Az) f(2),

para qualquer A(x) tal que A(Z) # 0.
Nem todas, porém, serao igualmente satisfatorias para as nossas finalidades.
Algumas formas possiveis da equacao:

flz) = 2° —z—2 = 0; (3.3)
cujas raizes sao -1 e 2, por exemplo, sao:
a) x = x?2-2 c) x:1+%
2
b) =z = V2+=x d)x:xf%,m#o.

E claro, que nao necessitamos de um método ndmerico para calcular as raizes de uma equagao do
segundo grau, contudo esse exemplo ilustrard de maneira objetiva os nossos propositos.

Como ja dissemos anteriormente, geometricamente, tem como solucao a interseccao do grafico
da f com o eixo x, enquanto que uma raiz de é um numero Z, para o qual a reta y; = x intercepta
a curva y2 = ¢(z). Pode ocorrer, naturalmente, que estas curvas nao se interceptem, caso em que
nao haverd raiz real. Admitiremos, contudo, que essas curvas se interceptem no minimo, uma vez; que
estamos interessados em determinar uma dessas raizes, digamos Z, e que ¥ (z) e ¢'(z) sejam continuas
num intervalo que contenha essa raiz.

Seja z( uma aproximagao inicial para a raiz T de . Obtemos as aproximacoes sucessivas xj, para
a solucao desejada T, usando o processo iterativo definido por:

Tpr1 = Y(xg), k = 0,1,.... (3.4)

Esse processo é chamado Método Iterativo Linear.
Para que esse processo seja vantajoso, devemos obter aproximagoes sucessivas xj, convergentes para
a solucao desejada . Contudo, é facil obter exemplos para os quais a sequéncia xj diverge.

Exemplo 3.6 - Considerando em , x = 22 —2 etomando xzo= 2.5, determinar a raiz T = 2.
Solucgao: Usando (3.4]), obtemos:

vy = P(xo) = 22 — 2 = (2.5)2 -2 = 4.25
Ty = (x) = 22 — 2= (4.25)2 -2 = 16.0625
T3 Y(xg) = 23 — 2 = (16.0625)? —2 = 256.00391
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e é 6bvio que se trata de uma sequéncia divergente. Assim, a escolha de 1 (z) = 22 — 2 ndo produz um
processo iterativo que seja convergente.

As condigoes suficientes que a fungao 1 (x) deve satisfazer para assegurar a convergéncia da iteragao
linear estao contidas no Teorema Vejamos antes dois teoremas que serao utilizados na prova desse
Teorema.

Teorema 3.2 - Teorema do Valor Médio - Se f € continua em [a,b] e diferencidvel em (a,b) entdo
existe pelo menos um ponto & entre a e b tal que:

f(b) = f(a)

s f(b)— f(a) = SO0 -a).

(& =
Prova: A prova deste teorema pode ser encontrada em [Swokowski,1983].

Teorema 3.3 - Teorema da Permanéncia do Sinal - Seja f uma funcao real de varidvel real definida
e continua numa vizinhanga de xo. Se f(xg) # 0 entdo f(x) # 0 para todo x pertencente a um vizinhanga
suficientemente pequena de .

Prova: A prova deste teorema pode ser encontrada em [Swokowski,1983].

Teorema 3.4 - Seja ¥(x) uma func¢ao continua, com derivadas primeira e sequnda continuas num in-
tervalo fechado I da forma I = (T — h,Z + h), cujo centro T € solugcdo de x = (x). Sejaxo €I e M
um limitante da forma, |’ (x)] < M < 1 em I. Entdo:

a) aiteragao xpr1 = Y(xk), k=0,1,..., pode ser executada indefinidamente, pois xy, € I, V k.
b) |z — Z| — 0.
c) Sed(Z)#0 ou V() =0 e ¢P'(T) A0 e se |rg— T| for suficientemente pequeno entao a

sequéncia 1, Ts, ... serd monotonica ou oscilante.

Prova:

a) Usaremos indugéo para provar que x € I, V k.
i) Por hipétese zg € I.
ii) Supomos que g, z1,...,zk € I.
iii) Provemos que x4+ € I. Temos:

Tpp1 — T = P (zK) — ¥ (T).

Usando o teorema do Valor Médio, obtemos:

Tpp1 — 7 = P (&) (z — T)

onde & esta entre z; e . Tomando médulo, segue que:
[T — 2] = [ (&) llor — 2| < Mlay, — Z|

desde que pela hipétese de inducgao zp € I = & € I e sobre I, [y (z)] < M < 1. Assim:

|.Z‘k+1—.f‘ < M|l‘k—j|.
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Como M < 1, temos que xj41 € 1.
b) Pelo item a) temos que:
lep — % < Mlzp_1 — 7| < M? |zpo—7| <... < M¥|lzg—1Z| .
Como M < 1, passando ao limite, obtemos:
kh_)ngo M* — 0 eportanto |z, —Z| — 0.
¢) Aqui dividiremos a prova em duas partes. Assim:

c.1) Seja ¢'(Z) # 0.

Pelo Teorema da Permanéncia do Sinal temos que numa vizinhanca de T suficientemente pequena,
Y'(x) terd o mesmo sinal. Assim de:

Tpp1 — T =Y (&) (2 — 2)

temos que:

IN

T T = Tpy1 < T

(I) Se¢'(z) > 0 e

Y

Tk

vV
8l

T = Tpy1

Ty < T = Ty = T
(IT) Se ¢/'(z) < 0 e

Y

Tk

IN
S]]

T = Tg41

Como |z — Z| — 0, a convergéncia serd monotonica em (I) e em (II) serd oscilante em torno de Z.
c.2) Seja ¢/ (z)=0 e 9" (z)#0.
Usando o teorema do Valor Médio, temos que:
V(&) = ¥(&) — ¥'(@) = ¥"(0)(& —T) ,
onde 0 estd entre £ e T. Assim:
Tep1 — T =" (k) (& — 7) (2 — 7).

Pelo teorema da Permanéncia do Sinal, ¥ (z) terd o mesmo sinal numa vizinhanga suficientemente
pequena de Z. Como (& — z)(zx — ) > 0, pois & e x) encontram-se do mesmo lado de Z, segue que, se:
P'(2)>0 = ap41 > T, VE

W) <0 = ap < T V.

Neste caso a sequéncia 1, x2, ... serd monotonica independente do sinal de xg — Z. Isso completa a
prova do Teorema

Consideremos novamente a equacao (3.3). Se nosso objetivo é encontrar a raiz & = 2, usando o
problema de ponto fixo equivalente (3.3.a), teremos:

r = 22 -2 = ().
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Para que o processo 41 = =3 —2 seja convergente devemos ter [¢'(z)| < 1 na vizinhanga de z = 2.
Temos que ¢'(z) = 2z, e desde que |[¢'(z)| > 1 para © > %, o Teorema nao pode ser usado para
garantir convergéncia. Entretanto, a iteracao zpy1 = xi —2 divergird para qualquer escolha de xy > %,

como vimos anteriormente.
Por outro lado se usarmos o problema de ponto fixo (3.3.b), teremos ¥ (z) = /2 + z, e assim ¢’ (z) =

1
22+’

a iteracao:

Portanto |¢'(x)] < 1, se e somente se x > —1.75. Assim, pelo Teorema podemos crer que

Tk+1 = V 2+ T
serd convergente para qualquer escolha de zg > —1.75, como pode ser observado no préximo exemplo.
Exemplo 3.7 - Considerando em , T = /242 etomando xzy= 2.5, determinar a raiz T = 2.

Solugao: Tomando xzy = 2.5, obteremos a sequéncia de aproximagoes:

= V2425 = v4.5 = 21213203

1 = P(xo)

ry = Y(r1) = V2421213203 = v4.1213203 = 2.0301035

r3 = (x2) = V2+2.0301035 = v4.0301035 = 2.0075118

gy = p(x3) = V2+2.0075118 = V/4.0075118 = 2.0018771

rs = Y(rg) = V2420018771 = V/4.0018771 = 2.0004692

re = (xs) = V2+2.0004692 = V/4.0004692 = 2.0001173
(6)

7 = P V2 +2.0001173 = v/4.0001173 = 2.0000293

a qual é, obviamente, convergente para a raiz £ = 2. Este exemplo ilustra, também, a importancia da

disposicao apropriada de (3.1)) na forma (3.2).

Uma ilustragdo geométrica da ndo convergéncia e da convergéncia do método iterativo 41 = ¥ (zk)
em ambos 0s casos: Tpy1 = xi —2 e xk+1 = V2 + x é dada pelas Figuras 3.7 e 3.8, respectivamente.
Observe que em cada uma das figuras, escolhido o ponto xy caminhamos verticalmente até encontrar a
curva 9 (z); em seguida caminhamos horizontalmente até encontrar a reta y = z, e finalmente caminha-
mos verticalmente até encontra o eixo dos x onde estara localizado o ponto x;. O processo é repetido
partindo-se de x1, e assim sucessivamente.Temos entao:

a) parar = 2% —2:
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Representamos na Figura 3.7 os pontos: Py : (g, (20)), P1: (z1,% (21)), etc. Estes pontos estao,
obviamente, afastando-se da intersegao das duas curvas y; = x e yo = (), €, a0 mesmo tempo, y esta
se afastando de . Na Figura 3.8, os pontos Py, P, etc. estao, obviamente, aproximando-se do ponto de
intersegao das duas curvas y; = x e y2 = ¥(x), e, a0 mesmo tempo, x, estd se aproximando de Z.

Assim em a) temos que o processo iterativo é divergente e em b) que o processo iterativo é convergente.

Ordem de Convergéncia

A ordem de convergéncia de um método mede a velocidade com que as iteragoes produzidas por
esse método aproximam-se da solucao exata. Assim, quanto maior for a ordem de convergéncia melhor
serd o método numérico pois mais rapidamente obteremos a solugdo. Analisaremos aqui a ordem de
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convergéncia do método iterativo linear. Antes porém apresentamos a defini¢ao de ordem de convergéncia
de um método numérico.

Definicao 3.3 - Sejam {zy} o resultado da aplicagao de um método numérico na iteragao k e e, = T, —T
o seu erro . Se existirem um numero p > 1 e uma constante ¢ > 0 tais que:

lerta| _
lex[?

MTnk_ﬁw

entdo p € chamado de ordem de convergéncia desse método.
Teorema 3.5 - A ordem de convergéncia do método iterativo linear € linear, ou seja, p = 1.
Prova: Do teorema [3.4] temos que:
Tt — T =Y (&) (2 — 7)
onde & estd entre xy e T. Assim,

|Tht1 — T
|z) — 7|

< W& < M.

Assim a definicao [3.3] estd satisfeita com p = 1 e ¢ = M, ou seja a ordem de convergéncia é p = 1.
Dai o nome de método Iterativo Linear. Além disso, o erro em qualquer iteragdo é proporcional ao erro
na iteracdo anterior, sendo que o fator de proporcionalidade é ¢'(&).

Observagoes:
a) A convergéncia do processo iterativo serd tanto mais rdpida quanto menor for o valor de ¢'(x).

b) Por outro lado, se a declividade ¢’(z) for maior que 1 em valor absoluto, para todo z pertencente a
um intervalo numa vizinhanga da raiz, vimos que a iteragdo xy+1 = ¢¥(zx), k =0,1,..., divergira.

¢) Da defini¢ao podemos afirmar que para k suficientemente grande temos:

lexsa| >~ clexl”,
lex] =~ cleg—1|" .

Dividindo uma equagao pela outra eliminamos a constante c e obtemos:

P
Chtl (ﬂc)
€k €k—1
Assim, uma aproximagao para o valor de p pode ser obtido aplicando-se logaritmo em ambos os
membros da expressao acima. Fazendo isso segue que:

()
T o ()

Exemplo 3.8 - Com os valores obtidos no exemplo[3.7, verifique que o método iterativo linear realmente
possui ordem de convergéncia p = 1.

(3.5)
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Solucao: Do resultado do exemplo fazendo os calculos para os valores de |zx11 — Z| e usando (3.5)),
obtemos a tabela:

k Thp1 =V2+ x| ep = |k — T P

0 2.5 0.5

1 2.1213203 0.1213203

2 2.0301035 0.0301035 0.984
3 2.0075118 0.0075118 0.996
4 2.0018771 0.0018771 0.999
5 2.0004692 0.0004692 0.999
6 2.0001173 0.0001173 0.999
7 2.0000293 0.0000293 1.001

Pela tabela vemos que a medida que k aumenta, o valor de p — 1, mostrando que realmente a ordem
de convergéncia do método iterativo linear é 1.

Assim podemos dizer que a importancia do método iterativo linear estd mais nos conceitos que sao
introduzidos em seu estudo que em sua eficiéncia computacional. Além disso, tem a desvantagem de que
é preciso testar se |¢'(z)| < 1 no intervalo que contém a raiz, se desejamos ter garantia de convergéncia.

Exercicios

3.3 - Justifique que a equagdo: f(x) = 4 x —e® = 0 possui uma raiz no intervalo (0,1) e outra no
intervalo (2, 3).

3.4 - Considere a equagdo f(x) =2 22 —5 x+2 = 0, cujas raizes sdo: 1 = 0.5 e xo = 2.0. Considere
ainda 0s processos iterativos:

22242
a) Tpr1 = kT;

b).’I}]@+1 = \/5%—1.

Qual dos dois processos vocé utilizaria para obter a raiz x1? Por que?

3.5 - Considere as sequintes fungoes:
a) Yi(x) = 2z—1,
b) Yo(x) = 22 -2 2 +2,
c) Ys(x) = 22 -3z +3.
Verifique que 1 é raiz de todas estas fungoes. Qual delas vocé escolheria para obter a raiz 1, utilizando
o processo iterativo 41 = Y(x)? Com a sua escolha, exiba a sequéncia gerada a partir da condi¢do
inicial o = 1.2.

3.6 - Deseja-se obter a raiz positiva da equacdo: b 22 +x —a = 0,a > 0, b > 0, através do processo
iterativo definido por: xp11 = a —b 3 .Qual a condicdo que devemos impor para a e b para que haja
convergéncia? Por que?

3.7 - A equacio: z? —a =0 possui uma raiz T = +/a. Ezplicar algébrica e geometricamente por que
a sequéncia {xy}, obtida através do processo iterativo definido por: 41 = ndo converge para ~/a
qualquer que seja o valor de xq.

a
T ’
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3.3 Método de Newton

O método de Newton é uma das técnicas mais populares para se determinar raizes de equagoes nao
lineares. Existem varias maneiras de deduzir o método de Newton, a que apresentaremos aqui é baseada
no método de iteracao linear. Assim, para descrever tal método, consideremos a equacao (3.2)), isto é:

() =2+ A(z)f(x) , com f'(x)#0, (3.6)

onde a fungdo A(x) deve ser escolhida de tal forma que A(Z) # 0.

Vimos pelo Teorema que temos garantia de convergéncia se maz|y’'(x)| < 1 para x € I. Assim se
escolhermos A(z) tal que ¢’ (Z) = 0, teremos que para z: € I, (I suficientemente pequeno), max |[¢'(z)| < 1,
garantindo entao a convergéncia do método.

Derivando em relacao a x, obtemos:

V(@) =1 + Aa)f(z) + Al)f'(z).
Fazendo x = Z, segue que:
(@) = 1 + A@)f'(z), pois f(z)=0,

e colocando:

1
Y'(z) = 0, teremos A(Z) = — 7@ #0 desde que f'(z) #0 .
Tomando entdo: A(z) = -— f’%x)’ obtemos (x) = = — JJ:,((Z)) e o processo iterativo ent@o
definido por:
Thi1 = Tk — J{i% (3.7)

é chamado Método de Newton, que converge sempre que |zo — Z| for suficientemente pequeno.

Uma interpretagao geométrica do método de Newton é dada na Figura 3.9.

f(x)

- 7 -
x Thi1 Tk x

Figura 3.9

Dado x, o valor xxy1 pode ser obtido graficamente tracando-se pelo ponto (zy, f(zx)) a tangente a curva
y = f(x). O ponto de intersegdo da tangente com o eixo dos x determina 1.
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De fato, pela lei da tangente:

f’(fﬂk) = tlga = xkf_(i‘%;k)ﬂ

Devido a sua interpretagao geométrica o método de Newton é também chamado de Método das
Tangentes.

Exemplo 3.9 - Determinar, usando o método de Newton, a menor raiz positiva da equagao:
decosc — e =0,
com erro inferior a 1072,

Solugao: O processo mais simples e eficaz para se obter um valor inicial é o método grafico. Com esse
objetivo dividimos a equagao inicial f(x) = 0 em outras duas equagbes mais simples, que chamaremos
de y1 e y2. Note que o rearranjo para obter essas duas equagoes deve apenas levar em consideragao a
igualdade f(z) = 0.

Tomando: y; = 4 cos x , ys = €%, observe que poderiamos ter tomado y; = cos = e yy = %;, e
colocando as duas fungdes no mesmo grafico, obtemos a Figura 3.10.

A

y1 = 4cos x

!
!
!
!
!
!
!
!
!
- +
71 N 2
Figura 3.10
Como ja dissemos anteriormente, o ponto de intersecdo das duas curvas é a solugdo Z procurada.

Analisando a Figura 3.10, vemos que Z estd nas vizinhangas do ponto 1.0 e portanto vamos tomar
zo = 1.0. Por outro lado, da equacao original, obtemos:

flzg) = 4 cos xp, — €

f(zy) = —4sen z, — e** .

Para efetuar os calculos seguintes, observe se sua calculadora estd em radianos, pois a fungao dada
envolve operacgoes trigonométricas. Além disso, como queremos o resultado com erro inferior a 10~2 basta
efetuar os calculos com trés casas decimais. Assim:

f(zg) = f(1.0) = 4 cos (1.0) —e'°
= 4 x (0.540) — 2.718 = —0.557 ;
f'(zo) = f(1.0) = —4 sen (1.0) — e

= —4 x (0.841) —2.718 = —6.084 ;
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Usando (3.7]), obtemos:

f(1.0) (—0.557)
=10 - —F—— £ = =10 - ———= = = 0.908 .
o Fao) " (—6.048) ~ 1
Calculando o erro relativo, temos:
N0~ pa01.
T

que é maior que 1072, Devemos fazer uma nova iteracdo, para tanto calculemos:

f(z1) = £(0.908) = 4 cos (0.908) — %98
= 4 x (0.615) —2.479 = —0.019,

f'(z1) = £(0.908) = —4 sen (0.908) — %998
= —4 x (0.788) —2.479 = —5.631 .

Novamente, usando (3.7)), obtemos:

£(0.908) (—0.019)
= 0908 — ————= = 0908 - ——= = = 0.905 .
2 7(0.908) " (—5.631) 2
Calculando o erro relativo, segue que:
270 L 0.0033,
T2
ou seja a aproximacdo xo = 0.905 possui duas casas decimais corretas. De fato, a solucdo exata é

0.9047882. Logo, a menor raiz positiva da equagao 4 cos x —e®* = 0, com € < 0.01, é T = 0.905. Observe,
da Figura 3.10, que a raiz encontrada é a tnica raiz positiva da equagao dada.
Ordem de Convergéncia

Analisemos agora a convergéncia do método de Newton.

Teorema 3.6 - Se f, ', f" sdo continuas em I cujo centro T € solugao de f(x) =0 e se f'(T) # 0 entdo
a ordem de convergéncia do método de Newton € quadrdtica, ou seja, p = 2.

Prova: Subtraindo a equagado T = ¥ (Z) de (3.7), obtemos:

P = @ = (o)~ U@ onde v(o) = v~ S
Desenvolvendo 1 (z) em série de Taylor em torno do ponto Z, obtemos:
_=)\2
ven — 7 = 6@ + @D V@ + P ) - u).

Agora, no método de Newton, 1'(Z) = 0, (lembre-se que esta condigao foi imposta para a determinagao
de A(z)), e portanto:

|z — 2| P"(&)

|.’Ek—i"2 o 2!

< C.
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Portanto a ordem de convergéncia é p = 2.

Assim a vantagem do método de Newton é que sua convergéncia é quadratica, isto significa que a
quantidade de digitos significativos corretos duplica & medida que os valores da sequéncia se aproxima de
Z. Note que essa correcao nao acontece em relagao as primeiras iteracoes realizadas. A desvantagem do
método de Newton estd no fato de termos que calcular a derivada da funcao e em cada iteracao calcular
o seu valor numérico, o que pode ser muito caro computacionalmente. Além disso a fungao pode ser nao
diferencidvel em alguns pontos do dominio.

Exercicios

3.8 - Considere a equagdo dada no exemplo [3.9. Obtenha a raiz positiva com quatro casas decimais
corretas. Usando confirme que a ordem de convergéncia do método de Newton é quadrdtica, isto €,
p=2.

3.9 - Usando o método de Newton, com erro inferior a 1072, determinar uma raiz das sequintes
equacoes:

a) 2z=tgz,

b) 523+22-122+4=0,
c) senxz—e* =0,

d) z*-8=0.

3.10 - Considere a férmula para determinar a raiz cibica de Q:

1 Q
= - |2 — k= 01,....
Tp+1 3|:£L'k + IE%:| y )

a) Mostre que a formula acima é um caso especial de iteragdo de Newton.

b) Usando a férmula dada no item a) calcule /4 com precisio de 1072, determinando o valor
inicial através de grdfico.

3.11 - Usando o método de Newton, determine o valor de w com 3 algarismos significativos corretos.
Use como valor inicial xg = 3.

3.4 Método das Secantes

Como foi observado anteriormente, uma séria desvantagem do método de Newton é a necessidade de
se obter f/(x), bem como calcular seu valor numérico, a cada passo. H& vdrias maneiras de modificar
o método de Newton a fim de eliminar essa desvantagem. Uma modificacao consiste em substituir a
derivada f’(xy) pelo quociente das diferencas:

f/ (xk) ~ f(xk) — f(mk—l) , (38)

T — Tk—1

onde x, r;—1 sdo duas aproximagoes quaisquer para a raiz Z. Note que f'(xg) é o limite da relagao (3.8))
para rg—1 — Tk.
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O método de Newton, quando modificado desta maneira, é conhecido como Método das Secantes.

Substituindo (3.8]) em (3.7)) obtemos:
_ f (zk)

LT T T — f (1)
(x) — x_1)
(xr — wp—1) f (z1)
fee) — flzr-)

= l‘k—

Assim, colocando o segundo membro sobre o mesmo denominador, obtemos uma expressdo mais simples
para o método das secantes:
o Te—1 fxr) — @ f(op1)
Tgp4+1 = . (39)
far) = f (we-1)
Observe que devem estar disponiveis duas aproximagoes iniciais, antes que (3.9)) possa ser usada. Na
Figura 3.11, ilustramos graficamente como uma nova aproximacao, pode ser obtida de duas anteriores.

Figura 3.11

Pela Figura 3.11 vemos que, geometricamente, o método das secantes consiste em considerar, como
aproximagao seguinte, a intersegdo da corda que une os pontos (xg_1, f(zr—1)) e (xg, f(zr)) com o eixo

dos x. Tomando:
[ () (vp —2p_1)

Tkl =TT Tlm) — (@)
T+l — Tk _ T — Tk—1

= TFag T T — f)
it = MG e

Exemplo 3.10 - Determinar a raiz positiva da equacdo:
vV — 5e =0,

pelo método das secantes, com erro inferior a 1072.
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Solugao: Novamente, para obtermos os valores iniciais zg e x1 necessirios para iniciar o processo
iterativo, dividimos a equagao original f(x) =0 em outras duas y; e ya, com y; = /= e y2 = be ?, que
colocadas no mesmo grafico, produz a Figura 3.12:

31
2 1 y2 = be” 7"
14
\ 1=z
\
b % -
1 z 2 3

Figura 3.12

O ponto de interse¢ao das duas curvas é a solugdo T procurada. Analisando a Figura 3.12, vemos que
Z estd nas vizinhangas do ponto 1.4. Assim, tomando zp = 1.4 e z; = 1.5, obtemos:

f(xo) = f(14) = VI4A—5e 14 =1183—5 x 0.247 = —0.052,
f(z1) = f(1.5) = VI5—5e 15 =1225—5 x 0.223 = 0.110 .

Portanto, usando (3.9)), obtemos que:

o = LAF(15) = 15 f(14)
? f(15) — f(1.4)

~ ., — L4(0.110) — 15 (~0.052)
2 0110—(005)

= 129 = 1.432.

Calculando o erro relativo:
T2 — 1

~ 0.047

T2

observamos que este é maior que 10~2. Devemos portanto fazer mais uma iteracio. Calculemos entao:

flze) = f(1.432) = V1432 — 5 1432
1197 — 5 x 0.239 = 0.002.

Novamente, usando (3.9)), obtemos:

1.5 f (1 ) — 1.432 f(1.5)
7L 432) — 7 (15)
( .00 ) — 1.432 (0.110)
0.002 — (0.110)
= x3 = 1.431.

r3 =

= T3 =

Fazendo:
T3 — T2

~ 0.0007 < 1072.
x3

Logo, a raiz positiva da equagao v/ — 5 e =0, com ¢ < 1072, é 7 = 1.431.
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Ordem de Convergéncia

Daremos aqui a ordem de convergéncia do método das secantes.
Teorema 3.7 - A ordem de convergéncia do método das secantes é p = (14 +/5)/2 ~ 1.618.
Prova: A prova deste teorema pode ser encontrada em [Ostrowski,1966].
Observe que apesar da ordem de convergéncia do método das secantes ser inferior & do método de

Newton, ele fornece uma alternativa viavel, desde que requer somente um célculo da funcéo f por passo,
enquanto que dois cdlculos (f(x) e f/(2x)) s@o necessdrios para o método de Newton.

Exercicios

3.12 - Considere a equagio dada no exemplo[3.10, Obtenha a raiz positiva com quatro casas decimais
corretas. Usando confirme que a ordem de convergéncia do método das secantes € p ~ 1.618.
3.13 - Determinar, pelo método das secantes, uma raiz de cada uma das equacoes:
a) z=27Inuz,
b) log xz — cos x =0,
c) e — logx=0.
3.14 - A equagdo x = tgx tem uma raiz entre % e 3% Determind-la pelo método das secantes com

erro inferior a 1073,

3.5 Método Regula Falsi
O método Regula Falsi, é uma variagdo do método das secantes. Ele consiste em tomar duas
aproximagoes iniciais xg e x; tais que f(zo) e f(z1) tenham sinais opostos, isto é:
f(zo) x f(z1) < 0.
Uma nova aproximacao é determinada usando o método das secantes, ou seja:

zo f (1) — z1 f (o)
fx) — fxo)

T —

Se
T2 — o T2 — 1
—| < € ou|l—| < €,

€2

T2
para um € pré-fixado, entao xo é a raiz procurada. Caso contrario, calculamos f(x3) e escolhemos entre
e x1 aquele cuja f tenha sinal oposto ao da f(x3). Com x5 e esse ponto calculamos x3 usando a férmula
das secantes, isto é, usando (3.9)) e assim sucessivamente. O processo iterativo deve ser continuado até
que se obtenha a raiz com a precisao pré-fixada.

Uma interpretagao geométrica do método regula falsi é dada na Figura 3.13. Observe que, na Figura
3.13, xx+1 é o ponto de intersecio da corda que une os pontos (zrx_1, f(zk—-1)) e (a2, f(xx)) com o eixo
dos 2. Nesse caso o novo intervalo contendo a raiz serd (xg_1,Zp4+1). A aproximagio xgy2 serd o ponto
de intersegdo da corda que une os pontos (xi_1, f(xx—1)) € (Tr+1, f(Tr+1)) com o eixo dos x. Observe
ainda que a aplicagdo do método regula falsi sempre mantém a raiz procurada entre as aproximacoes
mais recentes.
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Figura 3.13

Exemplo 3.11 - Determinar a menor raiz positiva da equagao:
x — cosx=0,
pelo método regula falsi, com erro inferior a 1073.

Solugao: Novamente, para obtermos os valores iniciais zg e x; necessirios para iniciar o processo
iterativo, dividimos a equagdo original f(z) = 0 em y; = & e y2 = cos z que colocadas no mesmo
grafico, produz a Figura 3.14:

Y2

S r-—————-

1 2

Figura 3.14

O ponto de interse¢ao das duas curvas é a solugdo T procurada. Analisando a Figura 3.14, vemos que
T estd nas vizinhancas do ponto 0.7. Assim, tomando zg = 0.7 e 1 = 0.8, obtemos:

Flzo) = f(0.7) = 0.7—cos 0.7 =0.7— 0.7648 = —0.0648 ,
flz1) = f(0.8) = 0.8—cos 0.8=0.8—0.6967 = 0.1033 ,
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e portanto: f(xzo) x f(x1) < 0. Portanto, usando (3.9), obtemos que:

2T TF(0.8) — f(0.7)

0.7 (0.1033) — 0.8 (—0.0648)
0.1033 — (—0.0648)
= @y = 0.7383.

0.7 £ (0.8) — 0.8 £(0.7)

= Ty =

Fazendo:
22000~ 0052 e |2~ 0.084
X T
obtemos que ambos sdo maijores que 1073, Calculando:
f(z2) = f(0.7383) = 0.7383 — cos 0.7383
0.7383 — 0.7396 = —0.0013.

vemos que f(xz2) x f(z1) < 0, e portanto a raiz estd entre x; e xg. Assim, usando novamente (3.9)),
segue que:
0.8 f(0.7383) — 0.7383 f(0.8)

= F(0.7383) — f(0.8) :
_ 4. — 08(=0.0013) — 0.7383 (0.1033)
3 —0.0013 — (0.1033)
= 3 = 0.7390.
Calculando o erro relativo:
37120 L 0.00095
T3

vemos que este é menor 1073, Assim, a menor raiz positiva, (observe pela Figura 3.14, que a raiz positiva
é tnica) , da equacdo x — cos x = 0, com € < 1073, é z = 0.7390.

Ordem de Convergéncia

A ordem de convergéncia do método regula falsi é semelhante ao do método das secantes uma vez que
o procedimento para o célculo das aproximagoes sdo 0os mesmos em ambos 0s casos. Assim a ordem de
convergéncia do método regula falsi também é p = (1 + v/5)/2 ~ 1.618.

Exercicios

3.15 - Considere a equacao dada no exemplo|3.11. Obtenha a raiz positiva com cinco casas decimais
corretas. Usando confirme que a ordem de convergéncia do método regula falsi € p ~ 1.618.

3.16 - Determinar uma raiz de cada uma das equacoes:
a) senxz — ze® = 0,
b) cosz = €%,

usando o método requla falsi.

3.17 - A equagdo: x — 2 sen x = 0 possui uma raiz no intervalo [1.8,2.0]. Determind-la pelo método
requla falsi, com duas casas decimais corretas.
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3.6 Sistemas de Equacoes nao Lineares

Nesta segao consideramos o problema da determinacao de raizes de equagoes nao lineares simultaneas
da forma:

f1($17x23-"7xm) = 0
f2(3?1,$2, cee 733m) =0
fm($17x23 st 7xm) = O
onde cada f;,i = 1,2,...,m é uma funcao real de m variaveis reais. Embora esse tépico seja de consi-

derdvel importancia, daremos aqui apenas uma breve introdugao. Para maiores detalhes os interessados
podem consultar, por exemplo, [Ortega, 70].

Assim, para efeito de simplicidade, e sem perda de generalidade, consideraremos apenas o caso de
duas equacoes a duas incognitas, isto €, sistemas nao lineares da forma:

{ S =0 3.10)

Geometricamente, as raizes deste sistema sao os pontos do plano (z,y), onde as curvas definidas por
f e g se interceptam.

3.6.1 Iteracao Linear

A resolucao de sistemas nao lineares através do método de iteragdo linear é muito semelhante ao
método iterativo linear estudado anteriormente. Assim, um primeiro passo ao se aplicar iteragao linear é

reescrever o sistema ((3.10) na forma:
{ r = F,y) (3.11)

y = G(z,v).
de forma que qualquer solugao de (3.11)) seja, também, solucao de (3.10).

Sejam (Z,y) uma solugdo de (3.10) e (xo, yo) uma aproximagao para (Z,y). Obtemos as aproximagoes
sucessivas (xg, yx) para a solugao desejada (Z, %), usando o processo iterativo definido por:

Tpr1 = F(ok,yk)
3.12
{ k1 = G(xr, yr)- (3.12)

Esse processo é chamado Método Iterativo Linear para Sistemas nao Lineares.

O processo (3.12) convergira sob as seguintes condic¢des suficientes (mas nao necessérias):
a) F, G e suas derivadas parciais de primeira ordem sejam continuas numa vizinhanga V' da raiz (z, ).

b) As seguintes desigualdades sejam satisfeitas:

IF| + |F,| < k<1
Ga| + |Gyl < k<1,

S
1))

Iy = 8—5, etc.

para todo ponto (z,y) pertencente & uma vizinhanca V' de (Z,7), onde: F, =
¢) A aproximagao inicial (zg,yo) pertenga a vizinhanca V' de (Z, ).

Para obtermos uma solucao com uma determinada precisao € devemos, durante o processo iterativo,
calcular o erro relativo para todas as componentes do vetor solugao.
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Exemplo 3.12 - Considere o sequinte sistema nao linear:

flz,y) = 0222+022y—2+06=0
g(z,y) = 04x2+0lzxy?>—y+05=0

a) Verifique que reescrevendo o sistema dado na forma:

r = 02224022y+06 = F(z,y)
y = 04x+01z9y2+05 = G(x,y)

as condigoes suficientes para garantir a convergéncia sao satisfeitas.

b) Apliqgue o método iterativo linear para resolver o sistema dado.

Solugao: Uma solugao desse sistema, facilmente comprovével, é o ponto:(z,y) = (1,1). E claro que nao
conhecemos, a priori, a solugao do sistema , mas este é apenas um exemplo para ilustrar a verificacao das
condicoes suficientes de convergéncia , bem como a aplicacao do método iterativo linear. Mais adiante
mostraremos como determinar os valores iniciais.

Para verificar as condigoes suficientes, calculemos inicialmente, as derivadas parciais de F' e G. Assim:

F, = 04x+02y, F, =02z,
G, 0.4+ 0.1 y2, Gy, =02zy,

Se escolhermos, por exemplo, (xg,y0) = (0.9,1.1), vemos que F,G e suas derivadas parciais s@o
continuas em (xg,yp). Além disso, as desigualdades que figuram nas condigbes para convergéncia, sao
satisfeitas, pois temos:

IF.| + |F)| = [(0.4)(0.9)] + [(0.2)(1.1)] + [(0.2)(0.9)] = 0.76 < 1
|Gz + |Gyl = 1(0.4) + (0.1)(1.1)%] + ](0.2)(0.9)(1.1)] = 0.719 < 1.

E é claro que (z0,yo) estd na vizinhanca de (Z, 7). Tomando entdo (zg,yo) = (0.9,1.1) e usando o
processo iterativo definido por(3.12)), obtemos:

r1 = F(z0,90) = (0.2)(0.9)> + (0.2)(0.5)(1.1) + 0.6
= =z = 0.96

yn = G(zo,90) = (0.4)(0.9) + (0.1)(0.9)(1.1)* + 0.5
= y = 0.9689

Ty = F(z1,y1) = (0.2)(0.96)2 + (0.2)(0.96)(0.9689) + 0.6
= x5 = 0.9703

yo = G(z1,y1) = (0.4)(0.96) + (0.1)(0.96)(0.0.9689)> + 0.5
=y = 0.9791

r3 = F(z2,92) = (0.2)(0.9703)2 + (0.2)(0.9703)(0.9791) + 0.6
= x3 = 09773

y3s = G(z2,92) = (0.4)(0.9703) + (0.1)(0.9703)(0.9791)% + 0.5
= y3 = 0.9802

E claro que a sequéncia (zk,yr) estd convergindo para (1,1). Além disso, podemos dizer que a

solugdo (Z,%), com erro relativo inferior a 1072, é (0.9773,0.9802), desde que s — o] 0.007 e

|y3 - y2|
Ys - . , ; . ,
mas a outra nao, o processo deve ser continuado até que todas estejam com a precisao pré-fixada.

~ 0.001. Observe ainda que mesmo se uma das componentes estiver com a precisao desejada,
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Exercicios
3.18 - Usando o método iterativo linear determinar a solucdo de:

x = 07senx+0.2cosy
y = 0.7cosx—02seny

prozima a (0.5,0.5).

3.19 - O sistema nao linear:

possui uma raiz prézima a (0.8,1.2). Usando o método iterativo linear determine essa raiz com precisao
de 1071,

3.6.2 Método de Newton

Para adaptar o método de Newton a sistemas nao lineares, procedemos como se segue:

Seja (z9,yo) uma aproximacao para a solucao (z,y) de (3.10). Admitindo que f e g sejam suficiente-
mente diferencidveis, expandimos f(z,y) e g(z,y), usando série de Taylor para fungdes de duas varidveis,
em torno de (zg,yp). Assim:

{ flzy) = f(zo,90) + fa(@0,90)(x—x0) + fy(w0,%0) (Y —10) + ...
9(z,y) = g(x0,y0) + gz (z0,%0) (x —20) + gy (To,%0) (¥ —yo) + ...

Admitindo que (xg,yo) esteja suficientemente préximo da solugao (Z,y) a ponto de poderem ser
abandonados os termos de mais alta ordem, podemos determinar uma nova aproximagao para a raiz
(z,y) fazendo f(z,y) = g(z,y) = 0. Obtemos, entdo, o sistema:

fo(w—=x0) + fy(y—yo) = —f
{ Ya (96*588) + gy (yfyz) = —g (3.13)

onde esta entendido que todas as fungoes e derivadas parciais em devem ser calculadas em (zg, yo).
Observe que é agora um sistema linear. Além disso, se ndo tivessemos desprezado os termos de
mais alta ordem no desenvolvimento de Taylor , entdo (x,y) seria a solucdo exata do sistema néao linear.
Entretanto, a resolucao de fornecerd uma solugado que chamaremos de (z1,y1). Devemos, entdo,
esperar que (x1,y1) esteja mais préxima de (Z,§) do que (zg,yo)-

Resolvendo pela regra de Cramer obtemos:

‘ —f fy ’
ol mee | [—fey + gfy]
o o faf fy ‘ |: J(fvg) (z0,Y0)
9z Gy
fx 7f
R et B [—gfz + fgz}
fa fy J(f’ g) (z0,Y0)
Gz Gy

onde J(f,g9) = fz9y — fygs # 0 em (20, y0). A funcdo J(f,g) é denominada de Jacobiano das funcoes
f eg. Asolugdo (z1,y1) desse sistema fornece, agora, uma nova aproximangao para (Z,§). A repeticdo
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desse processo conduz ao Método de Newton para Sistemas nao Lineares.

Assim, o método de Newton para sistemas nao lineares é definido por:

_ fgy gfy]
Tpil = T —
! * [ J(£,9) (Tky Yk) (3.14)
Yet1 = Yk — [gff f‘%}
J(f,9) (T Yk)

com J(f,9) = fegy — [y

Observagoes:
1) Quando essa iteragdo converge, a convergéncia é quadratica.
2) O método de Newton converge sob as seguintes condigoes suficientes:

a) f,g e suas derivadas parciais até segunda ordem sejam continuas e limitadas numa vizinhanga
V contendo (Z, 7).

b) O Jacobiano J(f,g) nao se anula em V.
c) A aproximacao inicial (g, o) seja escolhida suficientemente préxima da raiz (T, 7).

3) O método de Newton pode ser, obviamente, aplicado a um sistema de n equages a n incognitas.
Em cada etapa da iteracdo teremos, entdo, que calcular n? funcdes derivadas parciais e n funcoes.
Isso representa um consideravel custo computacional. Novamente, a menos que seja disponivel uma
informacao, a priori, a respeito da localizacao da raiz desejada, hd, claramente, a possibilidade da
iteracdo nao convergir ou que ela convirja para uma outra raiz. A solugdo de um sistema de n
equagoes, sendo n um valor elevado, torna-se muito dificil mesmo com o uso de computadores.

Exemplo 3.13 - Determinar uma raiz do sistema:

x2+y2:2
$2_y2:1

com precisdo de 1073, usando o método de Newton.

Solugao: Temos: f(z,y) =22 +y%2—-2=0c¢ g(x,y) = 22 —y%—1 = 0. Para obter o valor inicial (zo, yo),
tragamos no mesmo grafico as duas equagoes dadas. Para o sistema dado, obtemos a Figura 3.15:

Figura 3.15
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Da Figura 3.15, observamos que o sistema dado admite 4 solucoes, uma em cada quadrante. Vamos
aqui determinar apenas a que se encontra no 1° quadrante. O ponto de intersecao das duas equagoes é
a solucao (Z,y) procurada. Analisando a Figura 3.15, vemos que (Z, %) estd nas vizinhancas do ponto
(1.2,0.7). Tomemos entao: (zg,y0) = (1.2,0.7).

Calculamos primeiramente as derivadas parciais:

fz = 2377 fy = 2ya
gz = 2z, gy = =2
Assim:
f(zo,yo) = f(1.2,0.7) = (1.2) + (0.7)2 — 2 = —0.07,
g(zo,y0) = ¢(1.2,0.7) = (1.2)2 — (0.7)2 — 1 = —0.05,
fe(wo,90) = [fo(1.2,0.7) = 2x(1.2) = 24 = g.(z0,%0) ,
9o (20,50) = 92(1.2,0.7) = 2x(0.7) = 1.4 = —gy(z0,0) -
Entéao, usando (3.14)), obtemos:
[ fgy*gfy :|
r = 12— |—~L—2%
_fa:gy_fygx (1.2,0.7)
-~ ~ [(=0.07)(=1.4) — (=0.05)(1.4) ] _
= 12 A4 = @aaa) | -
= 0.7-— g.f:vfgz:|
u _fncgy_fygw (1.2,0.7)
_ ~ [(=0.05)(2.4) — (=0.07)(2.4) ] _
= 0T e - eaaa | - 01Tk
Calculando o erro relativo:
70 L o0.02 e LAY~ 001
1 U1

observamos que ambos sdo maiores que 1073, Assim, devemos fazer nova iteracio. Calculemos entdo:

flzi,) = f(1.225,0.7071) = (1.225)2 + (0.7071)2 — 2 = —0.000615
g(ry,y1) = ¢(1.225,0.7071) = (1.225)%2 — (0.7071)2 — 1 = —0.000635 .
felzi,y1) = [2(1.225,0.7071) = 2 x (1.225) = 2.45 = g.(x1,91) ,
g9z(x1,91) = 92(1.225,0.7071) = 2 x (0.7071) = 1.4142 = —g,(x1,y1)
Novamente, usando ([3.14)), segue que:
f9y — 9/
T = 1.225— |:yy
Jogy = Jy9z (1.225,0.7071)

(—0.000615)(—1.4142) — (—0.000635)(1.4142)} — 1.9953

= 1-225—{ —(2.45)(1.4142) — (2.45)(1.4142)

Y2 = 0.7071{%@]
J29y = Ju9 (1.225,0.7071)

—0.000635)(2.45) — (—0.000615)(2.45
= 07071 = {( 7(2.45)(1).(4142)) 2 (2.45)(1.4%(42) )

] = 0.7070.
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Calculando o erro relativo:

Y2 — Y1

Y2

L2 — X1

~ 0.0002 e ~ (.0001

X2

vemos que estes sao menores que 1072, Assim, a solucio do sistema dado é (Z, %) = (1.2252,0.7070) com
€< 1073,

Exercicios:

3.20 - Usando o método de Newton determine, com precisdo de 1073, uma raiz para cada um dos
sequintes sistemas nao lineares:

i) 3%y — 3 = 4
22 + xy3 = 9 com (xg,y0) = (2;2.5).

i) R
2+ y? % = 0 com (zg,y0) = (153).

+
iii) { (z—1)2 + y*> = 4
22 + (y—1)2 = 4 com (x9,90) = (2;1).

3.7 Equacoes Polinomiais

Embora as equagoes polinomiais possam ser resolvidas por qualquer dos métodos iterativos discuti-
dos previamente, elas surgem tao frequentemente que recebem um tratamento especial. Em particular,
apresentaremos alguns algoritmos eficientes para a determinagao de raizes isoladas de polinomios, sejam
elas reais ou complexas.

Seja

Px) = apa"™ + ap 12" + ...+ a2 + ap
(3.15)
= Yo, aixt, a, # 0.

um polinémio de grau n com a,, # 0. Entao, os seguintes resultados sao vélidos para P(x):
a) P(z) possui, pelo menos, uma raiz.
b) P(x) possui, exatamente, n rafzes, desde que uma raiz de multiplicidade k seja considerada k vezes.

c) Se os valores numéricos de dois polinoémios de grau < n coincidem para mais do que n valores
distintos de x, os polinémios sao idénticos.

d) Se z1,z9,...,z, forem as rafzes de P(z), entdo P(z) pode ser expresso univocamente na forma
fatorada:
P(z) =an(x —x1)(x —22) ... (T —2y) .
e) Se os coeficientes ax, (k=0,1,...,n) forem reais, e se a + bi for uma raiz complexa de P(z), entdo

a — bi serd também uma raiz de P(x).
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3.7.1 Determinacao de Raizes Reais

Inicialmente deduziremos um algoritmo para a determinagao das raizes reais de polinomios. Conside-
raremos apenas polinémios contendo coeficientes reais. Em qualquer método iterativo para determinacao
de uma raiz de um polinémio, teremos que calcular, frequentemente, o valor numérico do polinémio para
um determinado numero real. Portanto, é importante realizar esse calculo de uma forma tao precisa
quanto possivel. Por exemplo, usando o método de Newton, temos:

P ()
P (xy)

Tk41 = T —

Para medir a eficiéncia dos algoritmos para calcular o valor do polinémio num ponto, usemos a seguinte
notacao:

e ;, = tempo de processamento de uma multiplicagao,
e o = tempo de processamento de uma adigao,

Se P(z) é calculado pela férmula , entdo devemos calcular as poténcias de x fazendo z* =
x x zF71) os quais requerem (n — 1)u; termos da forma az™ %, os quais requerem npu; e a soma dos
termos, os quais requerem nco. Assim, nessa maneira de célculo, o total é (2n — 1)u + na. Além disso,
quase a mesma quantidade é requerida se P’(z) é calculado por esse método.

Em vista da simplicidade do problema, é surpreendente que exista um algoritmo que calcula P(z), P'(x)
e também as derivadas de ordem superior de P(z), caso se deseje, com uma quantidade muito inferior de
tempo de processamento. Esse algoritmo, chamado de Algoritmo de Briot- Ruffini-Horner, é obtido
escrevendo a férmula para P(x) da seguinte maneira: ( Vamos considerar n = 4, para simplicidade.)

P(z) = aszt + aza® + axz® + a1z + ag
= (((a4x + az)x + a2)x + a1)x + ag -

Desse modo temos que o tempo de processamento requerido é: 4p + 4. Assim, de um modo geral,

para um polinémio de grau n podemos formular o algoritmo da seguinte maneira: Dados a,,, an—1, ..., ag,
calcular b,,b,_1,...,by, de acordo com:
bp =0, , bp_pi Zl‘bn_k_H +an_, k=1,2,...,n. (3.16)

Portanto, by = P(x) = valor de P em x. Assim, Z é uma raiz de P(x) se e somente se, no algo-
ritmo de Briot-Riffini-Horner, formado com o nimero Z, resultar que by = 0. Observe que o tempo de
processamento requerido agora é: nu + na.

Vamos aplicar agora a by o mesmo algoritmo que aplicamos a ai. Fazendo isso, obtemos niimeros cy,
de acordo com:

en=bn, Conk=xCh_ps1+bar, k=12....n—1. (3.17)

Para nossa surpresa, ¢; = P’(z), e assim o valor da derivada do polinémio em z é obtida, com tempo
de processamento igual a (n —1)(u+«). A prova analitica de que ¢; = P’(z), é feita por diferenciacao da
relacdo de recorréncia dada por (3.16]), lembrando que by é fungéo de = enquanto que os ai ndo. Assim,

derivando ({3.16)), obtemos:

b/ :O, b%—k:xb{n—k+1+bn—k+1a k:1,2,...,n.

n

Vemos que b}, ; = b,, e que as quantidades ¢, = bj,_, sao idénticas aos c; definidos por (3.17).
Portanto desde que by = P(x), segue que : ¢; = by, = P'(x).
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Seja © = z, entdo os valores de P(z), férmulas (3.16), e P/(z), férmulas (3.17), podem ser obtidos
através do esquema préatico:

Seja P(z) = an 2™ + an_1 2" ' +...+ a1 * + ao. Entdo:

(07%% Ap—1 Ap—2 . a9 ay ag
] + + + + +

Z zb,  zbn_1 ... zbz zby zby
bp bp_1 bp_o ... b by bo
T+ + + +

Z ZCp  ZCp_1 ... 2C3  ZCo
Cp, Cp—1 Cp—2 . Co C1

com bg = P(z) e c¢1 = P'(z2).

Note que o esquema préatico acima quando utilizado para calcular apenas o valor do polinémio num

ponto é o conhecido algoritmo de Briot-Ruffini. O esquema de Briot-Ruffini-Horner, na verdade, fornece

/ /! /1!
o valor de P1(|Z), e pode ser continuado para obtengao de PT(,Z), r 3,(2), etc. (ver [Henrice, 1977]).

Assim, quando f(x) é um polinémio, o método de Newton, férmula (3.9, pode ser expresso como:

bo(.’L‘k)
c1(zg)

T+l = Tk — (318)
onde bg(xk) e c1(zk) representam, respectivamente, o valor do polinémio e da derivada do polindémio
avaliados em zj.

Vamos assumir agora que z é um zero de P(x). Se P(z) = 0 entdo by = 0. Afirmamos entdo que:
Os nimeros by, by—1,...,b1 sdo os coeficientes do polinomio Q(x), obtido da divisio de P(x) pelo
fator linear x — z, isto é:

2N+ by 12"+ 4+ b=

O
—
&
I
S
3

De fato,

b1 22 + ...+ b))z —2
by 2" + (by_1 — 2 by) 2™ + ...
(blfzbg) xr + (bo*Z bl)

n®™ 4+ ap 12"+ a1 +ag = P(x) .

=+ 1+

onde usamos a férmula de recorréncia dada por (3.16)), com x substituido por z.
Assim, se z é uma raiz de P(x), podemos escrever que:

Pla) = (z—-2)Q(z) ,

e portanto concluimos que qualquer raiz de Q(z) é, também, uma raiz de P(z). Isto nos permite operar
com um polindmio de grau n — 1, ou seja , com Q(z), para calcular as raizes subsequentes de P(xz). Esse
processo recebe o nome de Deflagao. Usando esse processo evitamos que um mesmo zero seja calculado
varias vezes.

Exemplo 3.14 - Determinar todas as raizes de:
P(z) = 2 +22*-0852—1.7,

com precisdo de 1072, usando o método de Newton, para o cdlculo da primeira raiz positiva.
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Solucdo: Sejay; =z3eys = — 222 + 0.85 2 + 1.7. Plotando ambas as curvas no mesmo grafico,
obtemos:
24
/yl
11
P\ Y2
!
! >
z1 \ 2
Figura 3.16
Vemos entao que T, estd nas vizinhangas de 0.9. Assim, seja zp = 0.9. Calculemos inicialmente

P(0.9) e P'(0.9), usando o algoritmo de Briot-Ruffini-Horner. Portanto:

1 2 —0.85 —1.7
0.9 0.9 2.61 1.584
1 29 1.76 —0.1164
0.9 0.9 3.42
1 3.8 5.18
Portanto, usando (3.18)), segue que:
bo(0.9) —0.1164
= 0.9 — = =09 - — => = 0.9224 .
. c(0.9) M 5.18 o
Calculando o erro relativo,
L7200+ 002,
T

vemos que o mesmo é maior que 1072, Assim devemos fazer nova iteracio.

1 2 —0.85 -1.7
0.9224 0.9224 2.6956 1.7024
1 29224 1.8456 0.0024
0.9224 0.9224 3.5464
1 3.8448 5.392
Logo:
bp(0.9224) 0.0024
= 09224 — —— = = 09224 — — = = 0.9220 .
2 c1(0.9224) "2 53092 2
Calculando o erro relativo:
To — X1

~ 0.0004 ,

T2

vemos que este é menor que 1072, e assim Z = 0.9220 é uma raiz de P(z) com a precisdo exigida. As duas
rafzes restantes podem ser obtidas, agora, a partir do polinomio do segundo grau: Q(z) = bzx? +byx +by.
Aplicando novamente o algoritmo de Briot-Ruffini-Horner, obtemos:
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1 2 -0.85 —-1.7
0.9220 0.9220 2.6941 1.7002
1 29220 1.8441 0.0002

e assim podemos escrever que:
Q(r) = 2% + 29220 x + 1.8441 .

Usando a féormula que nos fornece as raizes de uma equagao do segundo grau, obtemos que as outras
duas raizes de P(x) sdo: & = —0.9235 e T = —1.9985.

Exercicios
3.21 - Calcular P(5) e P'(5) para o polinémio: P(z) = z° — 3z* + 222 — 3z + 5.

3.22 - Determinar todas as raizes do polinémio: P(z) = x® — 52% —x +5 = 0, com precisdo de 1072,
usando o método de Newton e o algoritmo de Briot-Ruffini-Horner para o cdlculo da primeira raiz.

3.23 - Use 0 método das secantes e o algoritmo de Briot-Ruffini para determinar a inica raiz negativa
3

da equagdo f(x) = 2% — 222 — 2 +2 =0, com precisdo de 1072.
3.24 - A equacio f(x) = 2% — 0.5 = 0 possui uma raiz entre 0.5 e 1.0. usando o método Regula Falsi
e o algoritmo de Briot-Ruffini determinar essa raiz com precisdo de 1072.

3.7.2 Determinacao de Raizes Complexas

O método de Newton pode ser usado também para calcular as raizes complexas de polinémios. Neste
caso entretanto devemos usar aritmética complexa. Veremos aqui como determinar as raizes complexas
de um polinémio usando aritmética real.

Se P(z) é um polinémio da forma com coeficientes reais, as raizes complexas ocorrem, entao, em
pares conjugados, e, correspondendo a cada par de raizes complexas conjugadas, hd um fator quadratico
de P(x) da forma:

2 —azx — f,
onde « e [ sdo ndmeros reais. Consideremos, primeiramente, a divisdo de um polinémio P(z) de grau
n > 2 por um fator quadratico. E claro que, em geral, podemos expressar P(z) na forma:

P(z) = (2 —az — B)Qz) + bi(z—a) + by, (3.19)
onde Q(z) é um polinémio de grau n — 2, que representamos na forma:
Q(x) = bp 2" % 4 by 2" + ... +by, (3.20)
e bi(z — a) + by é o resto.
E conhecido da teoria dos polindémios que z® — « = — ( serd um divisor exato de P(x) se e somente

se, by = bg = 0. Quando b; = by = 0, a expressao (3.19)) torna-se:

P(z) = (2> — az — B) Q).

2

Portanto as rafzes de 22 — o x — 3 e as raizes de Q(x), serdo, também, raizes de P(z). Nosso objetivo
é entdao obter coeficientes « e 3, de tal forma que x? — ax — 3 seja um divisor exato de P(z), pois teremos
duas raizes a partir do fator quadritico e as demais poderemos obter através do polinémio Q(z). Para
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determinarmos os coeficientes by, k =0,1,...,n em (3.19)) para valores arbitrarios de o e 3, expandimos
o lado direito da igualdade (3.19). Assim:

P(z)

x2 (bn 272 4 by 2™ 4+ b2)
ax (bn "2 4 by "3 4.+ b2)
B (b 272 4 by_y 2" 4.+ bo)

bl(x — 0[) =+ bo

by 2™ + (b1 —aby)a™ b + (b —a by_1 — B by)ax" 2
+ ... —l—(bl—abg—ﬁbg)x + (bo—abl—ﬁbg).

I+

Igualando esses coeficientes aos de P(z) em (3.15) e reagrupando os termos, obtemos as férmulas de
recorréncia:

by, = Qn
bp-1 = apn-1 + a by,
b

n—2 = Qan—2 + O4bnfl + 6bna
. (3.21)

by = a1 + aby + Bbs,
bp = ag + aby + B by .

Os nimeros by, by —1,. .., by sdo os coeficientes do polinémio Q(x).

Esquema Pratico para o calculo de b, k=0,1,...,n

Seja P(z) = anx™ + an_12™ ' + ...+ a1z + ap. Entdo:

(07%% Ap—1 Ap—2 N a9 a1 an

+ + + + +

a | | ab, ab,_1 ... abg aby aby
+ + + +

Bl ! Bbn ... Bby  [Bbs  [bo
bn  bn_1 bh_o ... by by bo

Em (3.21) by e by sdo, logicamente, fungoes de o e 8. Em geral, para uma escolha arbitraria de a e
B, eles nao se anulardo. Encontrar o fator quadratico que seja divisor exato de P(x) equivale a resolver
o sistema de equagoes nao lineares:
b —

bO (avﬂ) = 0

Se (a, Bo) forem aproximacoes das raizes (@, 3) de (3.22)), podemos tentar resolver esse sistema pelo
método de Newton para fungbes de duas varidveis. A correcao (dayg) de (ap, o) onde:

dag = a1 — ag e 0B =p1—fo,

pode ser encontrada solucionando-se o sistema:

% dag + %bﬂl 360 = —bi (o, Bo)
(3.23)
% dag + %7%0 080 = —bo (0, o)

onde as derivadas parciais devem ser calculadas em (g, By). Uma vez que ndo podemos expressar by e
by, explicitamente, como fungoes de « e 3, nao podemos calcular explicitamente as derivadas. Bairstow
prop6s um método simples para calcular numericamente estas derivadas parciais.
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Para obter 9y e 9b derivamos (|3.21
que os by sao todos funcoes de «, exceto b,. Portanto:

38

em relacao a «, tendo em mente que os a; sao constantes e

Oby,  _
o = O
8bn—1 =}
o - n
81) -2 ab —1
s Bl
abn—3 _ 8bn—2 6bn—1 3.24
oo 7b"_2+a(’9a +ﬂ(’9a’ ( )
Obp—1 _ by 0bs
o 2t oy t oo
Oby _ Oby Oby
Ja —b1+0‘aa +ﬁ8a'
Fazendo cx41 = %, k=n—1,n—2,...,1,0, temos que (3.24) pode ser expresso da seguinte maneira:
+ da
Cp = bn 3
Cp—1 = bnfl + acy, ,
Ch—2 = bp_o2 + ach—1 + Bec,
Cn-3 = bn_3 + acy_2 + Beu1, (325)

c2 = by + acs + Ba

)

cg = by + acy + Pe3 .

Comparando (3.25) com (3.21)) vemos que os ¢ sdo obtidos a partir dos by, da mesma forma como os
by, foram obtidos a partir dos aj (exceto que nao existe o termo c¢g). Além disso, as derivadas requeridas

Sao:

o _
oo ' da
Para obter %bﬁl, %@, derivamos (|3.21

Co .

(3.26)

em relacao a 3, tendo em mente que os ap sao constantes e
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que os by sao todos funcoes de 3, exceto b, e b,_1. Portanto:

(%n _ abn—l

o8 = o5 — O
6bn—2 _

o~

3bn_3 8bn—2

(s by s (3.27)

by _ Oby Obg

a3~ by + aaﬁ + Baﬁ ’

Oby _ Oby Oby

Fazendo d;42 = g%, t=n—2,n-—3,...,1,0, temos que (3.27) pode ser escrito como:

dn = bn )
dn—l = bn—l + adn )
dn—2 = bn—Q + adn—l + /Gdn ’
Ch3 = bp_3 + ady_o + Bd,_1, (328)

ds = by + ady + (ds
d3:b:),+05d4+ﬂd5.

Comparando (3.28)) com (3.25) vemos que dy = ¢k, k= 2,3,...,n. Portanto:

o
657272, 8ﬂ

Assim, usando ([3.26) e , as equacoes (3.23]) empregadas para a determinagao das correcoes
dayg, 03y, tornam-se:

= d3 = C3 . (329)

ca dog + c3 0080 = — by (0, o)
(3.30)

c1 6ag + c2 6080 = — bo (0, Po)

Esse método para a determinacao de um fator quadratico de um polinémio e as correspondentes raizes
é chamado Método de Newton-Bairstow.

O método de Newton-Bairstow se constitui num poderoso e eficiente algoritmo para o cédlculo das
raizes complexas de polindmios. Poderoso porque converge quadraticamente e eficiente porque fornece
um algoritmo simples para a obtencao das derivadas parciais requeridas. Sua maior deficiéncia é que
muitas vezes é dificil selecionar adequadamente as aproximagoes iniciais (ag, o) a fim de garantir a
convergéncia. Entretanto, podemos obter (g, fp), usando o algoritmo Q-D, (ver préxima se¢do). Observe
que o método de Newton-Bairstow pode ser utilizado para obter as raizes reais (desde que uma raiz real
pode ser considerada uma raiz complexa cuja parte imaginéria é zero) de polinémios com a vantagem de
se conseguir duas raizes de cada vez.
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Exemplo 3.15 - Calcular todas as raizes da equagao polinomial:
P(x) = a* —22% +42% —4x +4=0
pelo método de Newton-Bairstow, iniciando com (ag, (o) = (1, —1).

Solugao: Primeiramente calculamos os by e 0s ¢;. Assim:

1 -2 4 -4 4
1 1 -1 2 -1
-1 -1 1 -2
1 -1 2 -1 1
1 1 0 1
-1 -1 0
1 0 1 0

Resolvemos, entao o sistema:
{ 1. 6ag + 0.8, = 1

0. g + 1.08p = —1
cuja solugao é: dag =1 e §F3y = —1.
Assim:
041:040+5OZO:>041:2,
Br = Po + o = B = —2.
Repetimos, entdo, o processo com (a1, 1) = (2,—2). Logo:

2 2 0 4 0
-2 -2 0 A4

Obtemos entdo by = by = 0. Logo, 22 —a z—fB = 2% —2 x+2 é um divisor exato de P(z). Portanto
as rafzes de ¥? — 2z + 2 sdo também raizes de P(z). Mas,

P(z) = (2 —22+2) Q(z),

onde:
Qx) =2 +2.

Assim, as raizes de Q(z) sdo também raizes de P(x).
1+

+ V2.

Logo as raizes de P(x) sao:

Exercicios
3.25 - Dividir o polinéomio x% — 325 + 422 — 5 por 2 — 3z + 1, e excrevé-lo na forma .

3.26 - Usar o método de Newton-Bairstow para determinar as raizes de P(x) = z° — 62% + 9z — 4,

partindo da divisdo de P(z) por x* — x.
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3.7.3 Algoritmo Quociente-Diferenca

Os métodos de Newton e Newton-Bairstow para determinagao de zeros de polinémios sao eficientes
se conhecemos, respectivamente, uma aproximacao inicial suficientemente préxima da raiz, ou uma apro-
ximacao inicial adequada para o fator quadrético.

Nessa se¢ao apresentaremos um método numérico que determina os zeros de um polinémio sem conhe-
cer aproximagoes iniciais, mesmo que as raizes sejam complexas. Tal método, conhecido como Algoritmo
Quociente-Diferenca, ou simplesmente Algoritmo Q-D, é um esquema devido a Rutishauser, que for-
nece simultaneamente aproximagoes para todos os zeros de um polindmio, sejam eles reais ou complexos.
Maiores detalhes sobre o algoritmo Q-D, podem ser encontrados em [Henrici, 1964] ou em [Albrecht, 1973].

Seja P(x) um polindémio da forma (3.15)), isto é:
P(z) = apz™ +an_12" ' 4. 4 ag .

Vamos considerar que P(z) é um polinomio de grau n > 1, com ax # 0,k =0,1,...,n.

A partir de P(x) construimos linhas de termos ¢ e e, comegando a tabela calculando a primeira linha
de ¢’'s e a segunda linha de €’s, da seguinte maneira:

q(()l) = —an_l; q(()k) =0, k=2,...,n,
an
an— v n
e(()k) = 7““), k=1,2,...,n—1; egl):eé)zo
Ap—k
Assim as duas primeiras linhas da tabela s&o:
e ¢ e q® e(2) ¢® L et g ()
ap—1
- . 0 0o ... 0
Ap—2 ap—3 a
0 an ] Gy e 67(1) 0

As novas linhas de ¢'s serao calculadas através da equacao:
novo ¢*) = e — =) 4 (B k=12 .. 9n, (3.31)

usando os termos das linhas e e ¢ acima. Note que nessa equagao o novo g € igual ao e a direita menos
e a esquerda mais q acima. As novas linhas de €’s sdo calculadas pela equacio:
k+1)

(
novo e®) = qwe(k) ck=1,2,....n, 9 =¢M=0, (3.32)
q

onde o novo e ¢é igual ao q a direita sobre q a esquerda vezes e acima.

Utilizamos sucessivamente as férmulas e até que os €’s tendam a zero. Quando isso
ocorrer, os valores de ¢ aproximam os valores das raizes, se estas forem reais. Se o polinémio tiver um
par de raizes complexas conjugadas, um dos €’s nao tenderé a zero mas flutuard em torno de um valor.
Nesse caso devemos montar um fator quadratico da forma: z? — rz — s, do seguinte modo: a soma dos
dois valores de ¢, um de cada lado do valor de e em questao, aproximara o valor de r e o produto do
valor de ¢ acima e a esquerda vezes o valor de ¢ abaixo e a direita aproximara o valor de —s. Fazendo
22 —rz — s = 0, determinamos as raizes complexas. Caso semelhante vale para raizes de multiplicidade
2. Daremos a seguir exemplo.
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Exemplo 3.16 - Usando o algoritmo Q-D obter todas as raizes do polinémio:
P(x) = z* —62% + 1222 — 192 + 12 .

Solucgao: Aplicando o algoritmo Q-D, obtemos a tabela a seguir, onde apods calcularmos as duas primeiras
linhas indicamos com setas como calcular os novos ¢’s e €’s:

(0 e o @ e @) o® e @

q q

+ _ 6.000 + .0 0 0

0 =« -} -2000 .-} 158 —0.632 0
4000 2/ o417 L 0951 0.632

0 —0.208 —3.610 —0.420 0
3.792 —2.985 4.141 1.052

0 0.164 5.008 —0.107 0
3.956 1.859 —0.974 1.159

0 0.077 —2.624 0.127 0
4.033 —0.842 1.777 1.032

0 —0.016 5.538 0.074 0
4.017 4.712 —3.687 0.958

0 —0.019 —4.333 —0.019 0
3.998 0.398 0.627 0.977

0 —0.002 —6.826 —0.030 0
4.000 —6.426 7.423 1.007

0 0.003 7.885 —0.004 0
4.003 1.456 —0.466 1.010

Observe que na tabela acima ¢! estd convergindo para 4 e ¢(*) est4 convergindo para 1. Assim 4.004
e 1.010 sdo aproximagoes para duas das raizes de P(x). Agora, desde que e néo esté convergindo para
zero, ¢@ e ¢, representam o fator quadrético: z2 — rz — s, onde:

r

1.456 + (—0.466) = 0.990 ,
s = (—6.426) x (—0.466) = —2.995 .

Portanto igualando o fator quadratico a zero, isto é, fazendo:
22 —rx —s=a%—0.990z + 2.995 = 0,
obtemos que: 0.495 + 1.6568¢ sdo aproximagdes para as outras duas raizes de P(z). Podemos entdo
escrever que:

P(z) ~ (x — 4.004)(z — 1.010)(z — (0.495 + 1.6568:))(z — (0.495 — 1.65681)) .

E claro, como j& dissemos, que os valores encontrados sdo aproximagoes para as rafzes de P(x). Se
desejarmos o resultado com mais casas decimais corretas, podemos aplicar o Algoritmo Q-D versao
Newton: aplica-se o algoritmo Q-D para obter aproximacoes para as raizes, e usando o método de New-
ton ou Newton-Bairstow refina-se a solugao até obté-la com a precisao desejada. Esta versao de Newton
faz com que o algoritmo seja praticamente livre de erros de arredondamento.

Observagoes: O algoritmo Q-D nao se aplica se:
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a) durante o processo ocorrer algum g = 0, (divisdo por zero).
b) o polinémio dado tiver rafzes nulas, ( é exigido que todos os coeficientes sejam diferentes de zero).
¢) se existir algum coeficiente igual a zero.

Para entender a observacao do item a) resolva o primeiro exercicio proposto a seguir. Em relagio
ao item b) o processo pode ser aplicado desde que elimenemos do polinémio as raizes nulas antes de
aplicd-lo. Em relagao ao item c), isto é, se existir algum coeficiente igual a zero basta fazer uma mudanga
de varidvel: z = x — a, onde a é uma constante real arbitraria. Com a mudanca de varidvel obtemos um
polinémio que possui todos os coeficientes diferentes de zero. Aplicamos a esse polindomio o algoritmo
Q-D. Determinadas as raizes usamos a mudanga de varidvel para obter os zeros do polinomio dado, isto
é: x =z + a. Assim:

Exemplo 3.17 - Dado P(x) = 81la* — 10822 + 24z + 20, determinar um polinémio que possua todos os
coeficientes diferentes de zero.

Solugao: Temos em P(x) que o coeficiente as = 0. Fazemos entdo a mudanga de varidvel: z = x —a.
Com essa mudanca de varidvel obteremos um polinémio P*(z). Observe que tal polinémio é facilmente
obtido se desenvolvermos P(z) em série de Taylor em torno do ponto a. De fato, para o polinémio dado,
obtemos que:

2
PE) = P@+-aP @+ P
r—a ’ t—a ‘ v
+ %Pm(a) + %P( )(a) .
Fazendo = — a = z, obtemos:
P P P(iv)
P*(z) = P(a)+ 2zP'(a) + 2* 2('11) 423 3'(a) e 4'((1) .

Os coeficientes do polinémio P*(z) sao obtidos aplicando-se o algoritmo de Briot-Ruffini-Horner, (ver
secao 3.7.1). Como o valor de a é arbitrdrio, em geral, consideramos a =1 — 2z = 2 — 1. Portanto,
para o polinémio dado, devemos calcular o valor do polinémio P(z) e de suas derivadas no ponto a = 1.
Assim:

81 —108 0 24 20
1 81 =27 =27 =3
81 -2r -2 -3 17
1 81 54 27
81 54 27 24
1 81 135
81 135 162
1 81
81 216
1 |81

Logo:
P*(2) = 812* +2162° +1622% 4+ 242 + 17 .

Usamos a algoritmo Q-D para calcular as raizes de P*(z) e a seguir fazendo x = z + 1, obtemos as
raizes de P(z).
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Exercicios

3.27 - Verifique que ndo é possivel determinar as raizes de P(x) = 2% — 2z + 2, usando o algoritmo

Q-D.
3.28 - Usando o algoritmo Q-D determinar todas as raizes de:
a) P(z) = 8lz* — 108z> + 24 + 20,
b) P(z) = 128z* — 25623 + 1602% — 32z + 1.

com duas casas decimais corretas.

3.8 Exercicios Complementares

3.29 - Mostre que as seguintes equagoes possuem exatamente uma raiz e que em cada caso a raiz estd
no intervalo [0.5,1].

a) 72+1n =0,
b) ze*—1=0.
Determine essas raizes, com duas casas decimais corretas, usando o método da bissec¢ao.

3.30 -Aplique o método da bissecdo e Requla Falsi para calcular a raiz positiva de 22> —7 = 0 com
€ < 1072, partindo do intervalo inicial [2.0,3.0].

3.31 -Aplique o método da bissec¢ao para resolver:
a) e —zx—-3z=0,
b) 3+ cos x =0,

obtendo em cada caso a e b (iniciais) graficamente.

3.32 - O problema: resolva f(x) =x+In x =0 pode ser transformado num problema equivalente da
forma x = 1(x). Para o processo iterativo definido por xi11 = ¥ (x); analisar a convergéncia quando:

a) w(‘r) =—In Z,
b) (z) =e,
no intervalo [0.5,0.6] .

3.33 - A equagdo x> +5x —1 = 0 tem uma raiz em (0,0.5). Verifique quais dos processos abairo podem
ser usados, com sucesso, para obté-la:

1-— xi
a) T+l = —F
b) Tk+1 = %7

C) Th+1 — \/1752&6.
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3.34 - A equacdio f(x) = e® — 3 2% = 0 tem trés raizes. Um método iterativo pode ser definido usando
a preparacao dbvia da equacdo:
e:l)
T =44/ —=.
3
i) Verificar que comecando com xy = 0 haverd convergéncia para a raiz prézima de —0.5, se o valor
negativo for usado e que haverd convergéncia para a raiz prorima de 1.0, se o valor positivo for
usado.

i) Mostrar que a forma acima ndo converge para a terceira raiz prézima de 4.0, qualquer que seja a
aproximacgado inicial proxima da raiz.

2

~ € candidata para se determinar o inverso de um numero a; %.

Mostre que se a formula converge, entGo converge para % e determine os limites da estimativa inicial xg

para convergir. Teste suas conclusoes nos casos:

3.35 - A formula xpy1 =2 2, —a x

a) a=9 e x9=0.1.
b) a=9 e zy=1.0.

3.36 - Mostre que x° — 22 — 17 = 0 tem apenas uma raiz real e determine seu valor correto até 2 casas
decimais usando o método de Newton.

3.37 - A equacdo x> — 2x — 1 = 0 possui apenas uma raiz positiva.
a) De acordo com o principio da bissec¢ao, esta raiz positiva deve estar em qual dos intervalos:

(0,1),(1,2),(2,3)? Por que?

b) Se desejdssemos também pesquisar as raizes negativas usando intervalos de amplitude %, até o ponto
—2, em que intervalos seriam encontradas tais raizes?

c) Obtenha a menor raiz negativa (em mddulo), usando o método das Secantes. Trabalhe com arredon-
damento para 3 casas decimais.

3.38 - Usando o método de Newton determine t (real), com erro relativo inferior a 1072, tal que a
matriz:

05 02 ¢
A = 04 ¢t 0.5
t 05 0.2

seja singular.

com

L=

3.39 - Usando o método de Newton determine, sem efetuar a divisdo, o valor numérico de © =
8 casas decimais corretas, iniciando com xo = 0.3.

3.40 - A solucdo da equacao diferencial:

d™u(t) dtu(t) du(t)
a0t g e dt

an,

LN

u(t) = Y qr(t)e™!
k=1
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onde 0s A\, sao as raizes distintas do polinomio:
PA) = apn A" + @ AP 4+ o4+ ar A+ oag,

chamado polinémio caracteristico da equacgdo diferencial e 0s qx sdo polinémios de grau uma unidade
inferior a multiplicidade de A\, mas a nao ser por isso, arbitrdrios.
Deseja-se determinar a solugdo geral da equacao diferencial:

d3u(t) _ d?u(t) L6 du(t)

e dt? g T e =0

Determine a unica raiz negativa do polinémio caracteristico pelo método de Newton e o algoritmo de
Briot-Ruffini-Horner, com erro inferior a 1072, e as demais raizes através da equagdo do 2° grau.

3.41 - Seja T uma raiz da equagdo f(x) = 0. Supomos que f(z), f'(z) e f7(z) sejam continuas e
limitadas num intervalo fechado I contendo x = T e que f'(Z) =0 e f7(Z) # 0. (Observe que nestas
condi¢oes T é um zero de multiplicidade 2 de f(x) =0).

a) Mostre que o método iterativo definido por:

X
Thor = g — 2 ;’((:vi))’ k=0,1,2,...

converge para a raiz T se xy € I.

b) O método definido em a) estende-se para uma raiz de multiplicidade m da seguinte maneira:

k=0,1,2,...

Calcular a raiz T prérima de 1, da equagao:
flz) = 2* =31 2% +2522%2 404322 —0.864 = 0,

com erro relativo inferior a 1073, usando o método descrito acima e sabendo que f(z) = f'(Z) =

F@) =0 e f"(x)#0.

3.42 -Dado o sistema nao linear:
2 -3xy’+1=0
322y—9y3=0

Determine uma solugdo com 2 digitos significativos corretos, iniciando com (xg,y0) = (0.51,0.85), e
usando:

a) método iterativo linear

b) método de Newton.
3.43 - Mostre que o sistema nao linear:

322 +942+9zx—y—12=0
22 +36 Y2 -36=0

possui exatamente 4 raizes. Determine essas raizes usando o método de Newton, com 2 digitos significa-
tivos corretos, iniciando com (1,1),(1,—1),(—4,1) e (—4,—1).



CAPITULO 3. EQUACOES NAO LINEARES 97

3.44 - Sejam C = (1,0) e D = (0,1). Usando o método de Newton para sisteras ndo lineares determine
o valor de um ponto P = (x,y), com precisdo de 1073, que diste 2 unidades de C e de D, obtendo os
valores iniciais necessdrios através de grdfico.

3.45 - Considere o sequinte problema: “dado um polinémio de grau m com coeficientes reais, P(z),
onde z € uma varidvel compleza, determinar uma raiz complexa de P(z), se existir, ou seja resolver a
equagao P(z) =07. Como z =z +1i y, o polindmio P(z) pode ser escrito na forma:

P(z) = ulz,y) +iv(z,y)

Entao resolver a equacio P(z) =0 € equivalente a resolver o seguinte sistemas de equagdes:

Dada uma aproximagao inicial (zo,yo) conveniente, podemos resolver este sistema pela extensdo do
método de Newton (para sistemas nao lineares).

Aplique o processo descrito acima para determinar uma aproximacao da raiz compleza de P(z) =
2% — 2 2+ 3, tomando como valor inicial (zo,yo) = (1,1).

3.46 - Dado que: 2 — 3.9 x + 4.8 € um fator aprozimado de z* —4 2> +4 2> +4 2 —-5=0, use o
método de Newton-Bairstow para melhorar a aprorimacao.

3.47 - Considere a matriz:

1 -2 0 0
t? 8 0 0
4= 0 0t 2
0 0 2 ¢t

Sabendo que o determinante de A é o polinémio P(t) = 2 t*—32, determine todos os valores de t, com
erro inferior a 1073, que tornem a matriz singular. Utilize o método de Newton-Bairstow e use como
fator quadrdtico inicial x? — 0.0001 = — 3.999. Trabalhe com arredondamento para 4 casas decimais.

3.48 - Usando o algoritmo Q-D versao Newton (para a raiz real) e Newton-Bairstow (para as raizes
complexas), determine todos os zeros de P(x) = x® — 2% + 2x — 2, com 4 casas decimais corretas.

3.9 Problemas Aplicados e Projetos
3.1 - A equacdo de Kepler, usada para determinar orbitas de satélites € dada por:
M =2 — Esenczx.
Dado que E = 0.2 e M = 0.5, obtenha a raiz da equagao de Kepler.

3.2 - Em problemas de fluxo em tubulacdes, é frequente precisar resolver a equacdo: c5 D% +c; D+co =
0. Se c5 = 1000, ¢y = —3 e cg = 9.04, determine uma primeira raiz usando o método de Newton e entao
aplique o método de Newton-Bairstow para determinar as demais raizes.

3.3 - Um amplificador eletrénico com acoplamento R - C com trés estdgios em cascata tem uma resposta
a um degrau unitdrio de tensao dada pela expressao:

2

T
gT)=1-(1+T+ 7)6_T ,



CAPITULO 3. EQUACOES NAO LINEARES 98

onde T = % € uma unidade de tempo normalizada. O tempo de subida de um amplificador é definido

como o tempo necessdrio para sua resposta ir de 10% a 90% de seu valor final. No caso, como g(o0) =1
€ necessdrio calcular os valores de T' para os quais

ou seja resolver as equagoes:

T2

0.1 = 1*(1+T+7)67T.
T2

1*(1+T+?)67T.

0.9

Chamando de Ty 1 o valor obtido de T na 1% equacgao e Ty.9 o valor obtido de T na 2% equagao, calcular
o tempo de subida.

3.4 - A Figura 3.17 represente o fluro de dgua em um canal aberto.

Figura 3.17

Uma relagdo empirica para o fluxo € a equag¢do de Chez-Manning:
1.49 2 1
= — A R§ S§ R
@ E

onde:

Q- fluvo em m3/seg. ,

o FE - coeficiente de atrito determinado experimentalmente, valendo entre 0.025 e 0.035 para a maioria
dos canais e Ti0S

e A - drea da secgao transversal do canal

e R - raio hidrdulico que € definido como a razdo entre a drea A e o perimetro 2 C + D

e « - inclinagdo do canal (S = sen ).
a) Para um canal retangular (§ = 90°), sendo conhecidos Q, E, S, D, verificar que y € a solugdo
da equacao:

1493 5 @2 5 3,2 3 3 N2
= D>S52| vy —4Qy —4Q° Dy — Q7 D" =0,

a qual tem apenas uma raiz positiva.
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b) FEncontre as profundidades y do canal correspondente a duas estagées A e B, cujos dados
estao tabelados a sequir:

D S E Q
Estacao
(A) 20.0 0.0001 0.030 133.0
(B) 21.5 0.0001 0.030 122.3

Em cada caso determinar incialmente intervalo contendo a raiz.

3.5 - A Figura 3.18 corresponde a um cabo uniforme, como por exemplo uma linha de transmissao
suspensa em dois apoios e sob a acao de seu proprio peso.

Figura 3.18

A curva correspondente € uma catendria, cuja equag¢do € dada por:

T
yzo(coshw—l),
H T

onde:
e Ty - tragao no cabo em x =0 ,
e 1 - peso por unidade de comprimento do cabo .
Emx = %, y=f, logo:
T L
f= ;0 (costhO—l).
O comprimento S do cabo € dado por:

_2T0 /J,L
f = p (senh2T0> .

Resolva entdo o sequinte problema: Um cabo de telefone pesando 1.5 Kgf/m estd simplesmente
apoiado em dois pontos cuja distancia é de 30 metros. Para um comprimento de cabo de 33 metros qual
€ o valor da flecha f?
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3.6 - A equacao:

<9> sen o cos o
tg \5) = ———,

2 g it 5 —cos? o
v

permite calcular o angulo de inclinagao, o, em que o lancamento do missil deve ser feito para atingir um
determinado alvo. Na equacdo acima,

e « - angulo de inclinagcdo com a superficie da Terra com a qual € feita o lancamento do missil
e g - aceleragdio da gravidade ~ 9.81 m/s? |
e R - raio da Terra ~ 6371000 m ,

e v - velocidade de langamento do missil, m/s ,

0 - angulo (medido do centro da Terra) entre o ponto de lancamento e o ponto de impacto desejado
)

2
Resolva o problema considerando: 0 = 80° e v tal que = 1.25, ou seja, aproximadamente

g
8.840 m/s.

<

=

3.7 - Quando um capacitor carregado € ligado com uma resisténcia R, um processo de descarga do
capacitor ocorre. Durante este processo, uma varidvel no tempo € estabelecida no circuito. Sua varia¢do
com o tempo se dd de forma decrescente e exponencial, de acordo com a expressao:

_ & %

RC ’
onde I é a corrente, Qg € a carga inicial do capacitor, C sua capacitancia, R a resisténcia e T o parametro
tempo.

Definindo G(t) = F(t) — I, o instante T em que G(t) = 0, corresponde dquele em que a corrente I
percorre o circuito.

Determinar T nos sequintes casos:

a) I=0.83 Ampére, Qo =17 coulomb, R =3 Ohms, C =2 Farad;

F(t)=1

b) I =0.198 Ampére, Qo = 20 coulomb, R =9 Ohms, C = 11 Farad.

3.8 - Uma loja de eletrodomésticos oferece dois planos de financiamento para um produto cujo preco a
vista é R$ 162,00:

e Plano A: entrada de R$ 22,00 + 9 prestagoes iguais de R$ 26,50,
e Plano B: entrada de R$ 22,00 + 12 prestagcoes de R$ 21,50.

Qual dos dois planos apresenta a menor taxa de juros, sendo portanto melhor para o consumidor?

Observagao: Sabe-se que a equagao que relaciona os juros (J) e o prazo (P) com o valor financiado
(VF = preco a vista - entrada) e a prestagdo mensal PM ¢é dada por:

1-(1+J)" VF
¥ = B (3.33)

a) Fazendox=1+J e k= %, verificar que a equagao se transforma em:

f@) =ka —(k+ 12" +1=0. (3.34)
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b) Escrever a equag¢do para o problema proposto e encontrar um intervalo contendo a raiz
positiva # 1.

3.9 - Um dos elfos de Valfenda, o grande arqueiro Glorfindel, disparou uma flecha em dire¢do a cidade
de Bri para cair na cabega de Cevado Carrapicho, dono da estalagem do Péonei Saltitante. O rei Elessar,
de Gondor, viu o fato em sua pedra vidente. Junto porém aparecia o sequinte escrito:

2t2
37.104740 + 3.15122¢ — 5 = 0.

Elessar desesperado, pois adorava a cerveja da estalagem, queria salvar Cevado Carrapicho (fabricante
da cerveja) a qualquer custo; mas apesar de toda sua sabedoria, nao entendia o que significavam aqueles
numeros. Como ele podia ver o futuro em sua pedra, correu até uma gruta e escreveu numa parede o
sequinte:

“Por favor, quem souber o que significa:

2t?
37.104740 + 3.15122t — - = 0,
me ajude!”

Elessar esperou por um minuto e colocou sua pedra de forma a ver os escritos e verificou que logo
abairo da sua escrita aparecia:

“t = —4.71623 ou t=17.86745 ,

que deve ser o tempo de alguma coisa, em horas ou minutos.”

Elessar levou algum tempo para traduzir a escrita, mas logo correu para ajudar Cevado, pois se ele
estivesse mo alvo depois de 7 horas e 52 minutos seria acertado. Elessar conseguiu chegar a tempo e
salvou Cevado da morte certa, e comemorou com sua tdGo amada cerveja. . .

Dezenas de milhares de anos depois. . ..

Eric estava vasculhando uma gruta quando encontrou escritos junto a rabiscos. Ele percebeu que os
rabiscos eram runas élficas, e que aquilo era um pedido de ajuda.

Gracgas a Deus e aos Anjos, Eric estava com seu notebook na mochila, e tinha um programa chamado
Raizes que seu irmao havia instalado para resolver alguns problemas. Depois de alguns seqgundos tentando
entender como eram entrados os dados, ele obteve:

“ = —4.71623 ou t=T7.86745 )"
e pensou, isso deve ser alguma coisa, em horas ou minutos. . ..
a) Resolva o problema proposto, e obtenha pelo método de Newton a raiz positiva.

b) Obter a raiz negativa, usando o polinémio do primeiro grau obtido no esquema de Briot-

Riffini-Horner.

3.10 - Na engenharia quimica, reatores do tipo PFR sdo frequentemente usados para converter rea-
gentes em produtos. Sabe-se que a eficiéncia de conversdo as vezes pode ser melhorada reciclando uma
fracao do produto como mostrado na Figura 3.19 a sequir:

Ali tagd Produt
imentagao Reator PFR roduto

Reciclo

Figura 3.19
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A taza de reciclo € definida por:

volume do fluido que retorna ao reator

R =
volume do fluido que sai do reator

Supondo que estamos processando um reagente A a fim de gerar um reagente B, sequndo a expressao

autocatalitica:
A+B — B+ B,

pode-se mostrar que a taxa otima de reciclo satisfaz a equagao:

ln{l—i_R(l_xA)] _ R+1
R(1—24) R[1+ R(1 —x,)]

onde x4 € a fragcdo de reagente A que é convertido no produto B. A tazxa étima de reciclo corresponde ao
reator de menor tamanho possivel necessdrio para se atingir o nivel de conversao desejado. Determine as
razoes de reciclo necessdrias para se minimizar o tamanho do reator, resolvendo a equac¢do para
as segquintes fragoes de conversao (r4), do reagente A no produto B:

i) 24 = 0.99,

i) 24 = 0.995 ,

iii) 24 = 0.999 ,
iv) 24 = 0.9999 ,
v) 24 = 0.99999 .

(3.35)

3.11 - Suponha que tenhamos um circuito temporizador 555 como mostra a Figura 3.20:

+Va
@]
4] 8
Ra §
6 3—0 Output
2
555
Rp
A
7 5
¢ = T AuF
1

FigurIL 3.20
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cuja onda de saida € da forma:

l— T T
Figura 3.21
com
T+ T !
1 2 =
f
onde f € a frequéncia, e o ciclo de trabalho CT, é dado por:
Th
CT = x 100%.
T+ 15 %

Pode-se mostrar que:
T, = RsClin(2) ,

RA RB C RA -2 RB
Ty = ———— %1 — 1 .
RA+ Rp 2 Ra—Rp
Dado que R4 =8.670, C =0.1x1075, Tp =1.4x 1074, determine Rg, T1, f, e o ciclo de trabalho

CT.

3.12 - Um tanque de vaporizacdo flash € alimentado com Fmoles/h por uma corrente de gds natural
de n componentes, como mostrado na Figura 3.22:

Figura 3.22
As correntes de liquido e vapor sio designadas por L e Vmoles/h, respectivamente. As frac¢oes

molares dos componentes na alimentacdo, nas correntes de vapor e de liquido sao designadas por z;,y; €
x;, respectivamente. Assumindo equilibrio liquido-vapor em estado estaciondrio, seque que:

F=1L+V, (3.36)
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ziF = o, L+yV, (337)
Yi .
K, = it 1=1,2,...,n. (3.38)

onde: é o balanco global, € o balanco individual , € a relacao de equilibrio, e, K; d
a constante de equilibrio para o i-ésima componente na pressao e temperatura do tanque. Das equacies
acima e do fato de Y i | x; = >, y; = 1, mostra-se que:

n

(ki —1)

—_—— = 0. 3.39

> T T (339)
=1

Supondo que F = 1000 moles/h, calcule o valor de V', com duas casas decimais corretas, resolvendo

a equacao , para a corrente de gds natural, a temperatura de 120°F e pressdo de 1600 psia, para

cada um dos componentes da tabela a sequir:

Componentes ) Zi K;
Didzido de Carbono 1 0.0046 1.65
Metano 2 0.8345 3.09
Etano 3 0.0381 80.72
Propano 4 0.0163 0.39
Isobutano 5 0.0050 0.21
n-Butano 6 0.007) 0.175
Pentanos 7 0.0287 0.093
Hexanos 8 0.0220 0.065
Heptanos 9 0.0434 0.036

Para cada valor de V', calcule os valores de L, de x; e de y;.

3.13 - Lee and Duffy (A. I. Ch. E Journal, 1976) relacionaram o fator de atrito para escoamentos de
particulas fibrosas em suspensao com o numero de Reynolds, pela sequinte equagao empirica:

1 1 5.6
— = - ) In(RE 14— —
77~ () ey (u=7)
Nesta relagdo f € o fator de atrito, RE € o nimero de Reynolds e k é uma constante determinada

pela concentracdo de particulas em suspensdo. Para uma suspensdo de 0.08% de concentracao temos que
k = 0.28. Determine o valor de f quando RE = 3750.

3.14 - Muitas equagoes de estado foram desenvolvidas para descrever as relagdes entre pressdo, P,
volume molar, V, e temperatura, T, de gases. Uma das equacoes mais utilizadas € equacao de Beattie-

Bridgeman:
RT )
P:7+7+7+77 3.40
V vz o vs o v4 ( )
onde R € a constante universal dos gases e 3,y e § sdo pardmetros caracteristicos do gds em estudo.
O segundo, terceiro e quarto termos de , podem ser vistos como corregoes da lei dos gases ideais,

PV = RT, para o comportamento nao ideal de um gds. Os pardametros 3,y e d sdo definidos por:

Rec

B = RTBy—4Ao— 73
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ReB,
N = —RTByb+ Aga — T2° ,
5 — RBobC’
T2

onde: Ag,Bg,a,b e ¢ sao constantes determinadas experimentalmente e sao diferentes para cada gds.
Dados os valores de pressao, P, temperatura , T, e das constantes R, Ay, By, a,b, ¢ € possivel determinar
o volume molar de qualquer gds resolvendo a equagdo , usando como estimativa inicial para o
volume molar a lei dos gases ideais: Vo = % Para o gas metano, tem-se que: Ay = 2.2769, By =
0.05587,a = 0.01855,b = —0.01587 e ¢ = 12.83 x 10*. Considere temperaturas de 0° e 200° e as sequintes
pressoes em atm: 1,2,5,20,40, 60,80, 120, 140, 160, 180 e 200. Com esses dados, determine:

a) o volume molar do gds metano, com precisio de 1076,

b) o fator de compressibildade z, onde z = %,

b) compare os seus resultados com valores experimentais do fator de compressibilidade para o
metano de 0° e 200°, apresentados na Figura 3.23:

P
1.03
200°C
1.02
1.01 /
1.00 ]
0.90
0.80 \ T
¥_O/

0.70

0 50 100 150 200 P

Figura 3.23

3.15 - Considere o sistema diferencial de sequnda ordem:

"+ +2y +y=f(t)
o’ —x+y=g(t)
z(0) = 2'(0) = y(0) =0

Para resolvé-lo pelo método da transformada de Laplace, torna-se necessdrio fatorar a expressao (de-
terminar as raizes):
(S +1)(S) — (2S +1)(S? — 1),
tal que as fragdes parciais possam ser usadas no cdlculo da transformada inversa. Determine esses fatores
(raizes).
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3.16 - Um método muito eficiente para integracao numérica de uma func¢do € o chamado método de
quadratura de Gauss. No desenvolvimento das formulas para este método € necessdrio calcular os zeros de
uma familia de polinémios ortogonais. Uma familia importante de polinomios ortogonais € a de Legendre.
Encontre os zeros do polinémio de Legendre de grau 6(seis):

1
P(z) = 15(693 2% — 945 2* 4 315 2% — 15) .

Observagao: Todos os zeros dos polinomios de Legendre sdo menores do que 1(um) em mddulo e
sao simétricos em relacdo a origem.

3.17 - Considere um circuito de polarizacdo que consiste de uma bateria com uma tensao Vg = 2.0V
e um resistor R de 50 ) em série, conectado a um diodo semicondutor de estado sdlido como mostrado
na Figura 3.24.

R

S
L\ +
\/
| <+

Figura 3.24

As caracteristicas operacionais na gama normal de operacdo de um diodo sao determinadas pela
equacao relacionando suas varidveis terminais de temsdo e corrente. Se tomarmos v e i como sendo
estas varidveis e escolhermos as direcoes de referéncia relativas mostradas, a equagdo relacionando estas
varidveis € dada por:

i = 1, (er —1) : (3.41)
onde:

e [, € a intensidade de corrente de saturacdo reversa. FEsta € a corrente mdxima que flui quando
o diodo € polarizado em reverso, ou seja, quando v << 0. Ela € funcao do material usado na
confeccao do diodo, do grau de lubrificacao e das técnicas de fabricagdo particulares. Um wvalor
tipico para um diodo de silicio em temperatura ambiente é 107° Ampére ,

e k é a constante de Boltzmann, que tem o valor: 1.38047 x 10=2 joule/°K,

t € a temperatura absoluta em °K na qual o diodo € operado,

e ¢ ¢ a carga do elétron que tem o valor: 1.60203107° coulomb.

Em temperaturas ambientes normais, o valor do termo k:% € aprozimadamente 40.
Podemos agora proceder a solugdo do circuito de polarizacdo, ou seja, encontrar os valores de v e 1.
Para isso, basta aplicar a lei das tensoes de Kirchoff ao circuito, obtendo assim:

Vg = i R+v. (3.42)

Substituindo em 0s valores de Vg e R, e usando a relacao dada por , obtem-se uma
equacao nao linear em v. Resolvendo-se esta equacdo, o valor da corrente de polarizacao i, € facilmente
obtido.
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3.18 - Num escoamento turbulento em uma rede de tubulacdo interconectada, a razdo de escoamento

V' de um ndé para outro € proporcional a raiz quadrada da diferenca entre as pressoes nos nos. Para a
rede da figura a sequir € solicitado determinar a pressao em cada no.

/_\
p=500,b=0.3 @
/ ™
4.‘—{6 | N
/ b=0.2
A N
p=0,b=02" b=0.1
o © b=0.1
’/;/’//’
Hi b=0.2
_—___ J
b=0.1
/_\
©)
Figura 3.25

Os wvalores de b representam fatores de condutincia na relagdo:

vij = bij \/(Pi — ;) -
As equacdes para as pressoes em cada né sao entao dadas por:

n61l :0.3y/500 —p; = 0.2y/p; —p2+0.2yp1 — D3,
n62 :0.2yp —p2 = 0.1vp2 —pa+0.2vp2 —ps3 ,
n63 :0.1vp1 —p3 = 0.2v/p3 — p2 +0.1v/p3 — ps ,

né64 :0.1yps—ps+01yp3s—ps = 024/ps—0.

onde estamos assumindo que p1 > p3; se isso nao for verdadeiro € mecessdrio modificar as equagoes.
Resolva o sistema dado pelo método de Newton.



Capitulo 4

Solucao de Sistemas Lineares:
Métodos Exatos

4.1 Introducao

Uma variedade de problemas de engenharia pode ser resolvido através da andlise linear; entre eles
podemos citar: determinacao do potencial em redes elétricas, calculo da tensao na estrutura metdalica
da construcao civil, calculo da razao de escoamento num sistema hidraulico com derivagoes, previsao da
concentracao de reagentes sujeitos a reagoes quimicas simultaneas. O problema matematico em todos estes
casos se reduz ao problema de resolver um sistema de equagoes simultaneas. Também as encontramos,
quando estudamos métodos numéricos para resolver problemas de equagoes diferenciais parciais, pois
estes requerem a solucao de um conjunto de equagoes.

A solugao de um conjunto de equagtes é muito mais dificil quando as equagbes sao nao lineares.
Entretanto a maioria das aplicagoes envolve somente equacoes lineares, muito embora quando o sistema é
de grande porte devemos escolher o método numérico adequadamente para preservar a maxima precisao.

Antes de desenvolvermos alguns métodos especificos, discutiremos o que queremos dizer com uma
solucao e as condigoes sob as quais a solucao existe, pois nao adianta tentar obter uma solugao se nao ha
nenhuma.

Uma equagao € linear se cada termo contém nao mais do que uma variavel e cada varidvel aparece na
primeira poténcia. Por exemplo, 3z + 4y — 10z = —3 ¢ linear, mas xy — 3z = —3 nao é, pois o primeiro
termo contém duas variavéis. Também 3 + 3 — z = 0 ndo é linear, pois o primeiro termo contém uma
variavel elevada ao cubo.

Vamos considerar n equagoes lineares com n varigveis (incégnitas) e vamos nos referir a elas como
um Sistema de n Equagoes Lineares ou um Sistema Linear de ordem n. Uma solugao para esse
sistema de equacoes consiste de valores para as n varidveis, tais que quando esses valores sao substituidos
nas equagoes, todas elas sao satisfeitas simultaneamente.

Por exemplo, o sistema de trés equagoes lineares:

zr + v + z =1
r - y - z =1
2¢ + 3y — 4z = 9
tem a solugao x = 1,y = 1 e z = —1. O leitor pode verificar a validade das trés equagoes substituindo

esses valores pelas varidveis no sistema dado.

108
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Observe que o sistema acima pode ser escrito na forma matricial como:

1 1 1 x 1
1 -1 -1 y | = [ 1
2 3 —4 z 9

De um modo geral um sistema de n equagoes lineares é escrito como:

a1 T1 + @12 T2 + @13 T3... + Qip Ty = by
ao1 T1 + Q22 Tz + a3 T3... + G2n Ty = by
as1 T1 + ass o + as3 r3... + as, T, = ba (4].)
Ap1 T1 + Qp2 2 + and x3... + app Tn, = by

e é representado na forma matricial por:

ail  ap a1n x1 b1
a1 a2 e a9n To bg (4 2)
pr— 5 .
anl Gp2 .. Gnp T by,
ou simplesmente
Az = b, (4.3)

onde A é chamada de matriz dos coeficientes, b é o vetor do termo independente e = é o vetor solugao.

Dado um sistema de equagoes arbitrario, nao podemos afirmar sem investigar que ha uma solucao ou,
se houver, que seja inica. Como pode ser observado a seguir, hé trés e apenas trés possibilidades de se
classificar um sistema linear.

Classificacao de um Sistema Linear

A classificagdo de um sistema linear é feita em funcdo do numero de solugoes que ele admite, da
seguinte maneira:

a) Sistema Possivel ou Consistente: E todo sistema que possui pelo menos uma solugdo. Um
sistema linear possivel é:

(a.1) determinado se admite uma tnica solugao, e,

(a.2) indeterminado se admite mais de uma solugéo.

b) Sistema Impossivel ou Inconsistente: E todo sistema que nao admite solugao.
O proximo exemplo ilustra a classificacao de um sistema linear.

Exemplo 4.1 - Classificar os sequintes sistemas lineares:

LA -
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r + y =1

(1) { 22 4+ 2y = 2
r + y =1

(111) { x + y = 4

Solugao: Consideremos o sistema (I). A solucdo é z = 4 e y = 2; nenhum outro par de valores de z e
y satisfaz ambas as equagoes. Esse sistema é representado geometricamente pela Figura 4.1. Qualquer
ponto da reta r; tem coordenadas que satisfazem a primeira das equagoes em (I). Do mesmo modo, todos
os pontos em ry satisfazem a segunda equagao de (I). Os pontos que satisfazem ambas as equagoes devem
localizar-se em ambas as retas. Ha somente um ponto assim. As coordenadas desse ponto sdo a solucao
que procuramos. Logo, o sistema (I) admite como tinica solugao o par (4, 2)t. Portanto (I) é um sistema

possivel e determinado.
y

T2

r—y=2

P

Figura 4.1

Consideremos agora o sistema (II). A Figura 4.2 mostra o gréfico dessas duas retas.

21

\1 r+y=1
2 + 2y = 2
~_ ¢

Figura 4.2

Observe que geometricamente as retas t +y = 1 e 2 z + 2 y = 2 sdo coincidentes. Assim, para o
sistema (II), temos que os pares (0, 1)% (1, 0)%; (0.5, 0.5)%,..., sdo solugoes, isto é, o sistema admite
infinitas soluges. Logo (II) é um sistema possivel e indeterminado. Finalmente, consideremos o sistema
(III). Novamente, colocando as duas retas no mesmo grafico, obtemos a Figura 4.3.

7

r+y=4

.
AN

Figura 4.3
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Observe que geometricamente as duas retas sdo paralelas. Assim, para o sistema (III), as duas
equagoes sao contraditorias, isto é, nao é possivel que se tenha simultaneamente z +y =1e x +y = 4.
Logo (III) é um sistema impossivel.

Nosso objetivo aqui serd o de desenvolver métodos numéricos para resolver sistemas lineares de ordem
n, que tenham solugao unica. Observe que tais sistemas sao aqueles onde a matriz dos coeficientes é nao
singular, isto é, det(A) # 0.

Antes de descrevermos em detalhes os métodos de solugao, vamos examinar quais os caminhos mais
gerais para se chegar a elas.

Métodos numeéricos para solugao de sistemas de equagoes lineares sao divididos principalmente em
dois grupos:

- Métodos Exatos: sao aqueles que forneceriam a solucao exata, nao fossem os erros de arredondamento,
com um numero finito de operagoes.

- Métodos Iterativos: sao aqueles que permitem obter a solucao de um sistema com uma dada precisao
através de um processo infinito convergente.

Assim, os métodos exatos em principio, ou seja desprezando os erros de arredondamento, produzirao
uma solugdo, se houver, em um nimero finito de operagoes aritméticas. Um método iterativo, por outro
lado, iria requerer em principio, um numero infinito de operagoes aritméticas para produzir a solucao
exata. Assim, um método iterativo tem um erro de truncamento e o exato nao tem. Por outro lado, em
sistemas de grande porte os erros de arredondamento de um método exato podem tornar a solugao sem
significado, enquanto que nos métodos iterativos os erros de arredondamento nao se acumulam. Veremos
entretanto, que ambos sao tteis, ambos tém vantagens e limitagoes.

Neste capitulo estudaremos somente métodos exatos e no Capitulo 5 os métodos iterativos.

Voltemos ao exemplo [£.I] Observando a Figura 4.1 vé-se facilmente que poderfamos tragar infinitos
conjuntos de duas retas concorrentes cuja intersecgao fosse o par (4, 2)!. Cada um desses conjuntos
formaria um sistema de duas equagdes lineares que teriam portanto a mesma solugao. Assim definimos:

Definicao 4.1 - Dois sistemas lineares sao equivalentes quando admitem a mesma solucdo.

Com base na defini¢ao nao fica dificil deduzir que uma maneira de obter a solucao de um sistema
linear através de métodos numéricos é transforma-lo em outro equivalente cuja solugao seja facilmente
obtida. Em geral, nos métodos exatos, transformamos o sistema original num sistema equivalente, cuja
solugao é obtida resolvendo-se sistemas triangulares.

Solucao de Sistemas Triangulares

Como ja dissemos, resolver sistemas triangulares é muito facil; entretanto, apresentaremos aqui a
solucao de tais sistemas com o objetivo de auxiliar a elaboragao de projetos que envolvam a resolugao
dos mesmos.

i) Um sistema linear de ordem n ¢é triangular inferior se tiver a forma:
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aip T = b
G21 T1 + Q22 T2 = by
asy 1 + as2 T2 + ass T3 = b3
An1 T1 + A2 To + ... + Apn Tn, = by
onde a; #0, i =1,2,...,n. Assim a solucao de um sistema triangular inferior é obtida por substituicao

direta, isto é, determinamos o valor de x; na primeira equagao; substituimos esse valor na segunda
equacao e determinamos o valor de zs e assim por diante. Algebricamente podemos resolvé-lo pelas
férmulas:

o o=
1 - ail’
. (4.4)
i
Ry B
T = o , 1= 2,3,...,n.
ii) Um sistema linear de ordem n é triangular superior se tiver forma:
a1 1 + ai2®2 + a3 x3 ... + ATy, = b
ass To + as3x3 ... + agp, x, = b
as3 r3 ... + asnp T, = by
Upn Tpn = bn
onde a;; # 0; ¢ = 1,2,...,n. Assim a solucao de um sistema triangular superior é obtida por retro-

substituicao, isto é, determinamos o valor de x,, na ultima equacao; substituimos esse valor na penultima
equacao e determinamos o valor de x,_; e assim por diante. Algebricamente podemos resolvé-lo pelas
férmulas:

T = by
n - ann )

) (4.5)
o o= T 2T

Qi
Portanto, para resolvermos nosso problema falta explicar como um dado sistema linear de ordem
n pode ser transformado num outro equivalente cuja solugao seja obtida resolvendo-se sistemas trian-
gulares. Como veremos, os métodos numéricos apresentados nesse capitulo explicam como fazer isso.

Antes, porém, daremos algumas defini¢oes que julgamos necessdrias para um melhor entendimento de
tais métodos.

Definicao 4.2 - Uma matriz triangular inferior é uma matriz quadrada C = (c¢;;) tal que ¢;; = 0 para
i < j. Do mesmo modo, se c;; =0 para i > j,C € uma matriz triangular superior.
Definigao 4.3 Seja A uma matriz n X n da forma:

a1 a2 . A1n
a21 a99 . a9n

an1 An2 . Ann
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Os menores principais de A de ordens 1,2,...n sdo definidos pelas sub-matrizes de A:

aix a2 a1k
a21 Q22 Ak

Ak = . 5 k= 1, 2, n
ap1 G2 ALk

Definicao 4.4 - Uma matriz real simétrica A, n X n, € positiva definida se para todos os menores
principais Ay, constituido das k primeiras linhas e k primeiras colunas vale:  det(Ag) > 0 , k=
1,2,....n.

4.2 Decomposicao LU

Inicialmente veremos em que condi¢bes podemos decompor uma matriz quadrada A = (a;;) no
produto de uma matriz triangular inferior por uma matriz triangular superior.

Teorema 4.1 - Teorema LU - Seja A = (a;;) uma matriz quadrada de ordem n, e Ai o menor
principal, constituido das k primeiras linhas e k primeiras colunas de A. Assumimos que det(Ay) # 0
para k = 1,2,...,n — 1. Entao existe uma tnica matriz triangular inferior L = ({;;), com {11 =
lyg = ... = by =1, e uma Unica matriz triangular superior U = (u;;) tal que LU = A. Além disso,
det(A) = U11U22 ... Upp-

Prova: Para provar esse teorema usaremos inducgao sobre n.

1) Se n =1, temos que: a11 = 1-a3; = 1-uy; unicamente, e assim A = LU onde L =1 e U = uy;.
Além disso, det(A) = uqy.

2) Assumimos que o teorema é verdadeiro para n = k — 1, ou seja que toda matriz de ordem (k — 1)
¢é decomponivel no produto LU nas condigoes do teorema.

3) Devemos mostrar que a decomposi¢ao pode ser feita para uma matriz de ordem n = k. Seja entdo
A uma matriz de ordem k. Partimos essa matriz em sub-matrizes da forma:

Ak,1 r
A =
S ALk

onde 7 e s sao vetores coluna, ambos com k — 1 componentes.

Note que a matriz Ai_1 é de ordem k — 1 e satisfaz as hipbteses do teorema. Portanto pela hipdtese
de indugao esta pode ser decomposta na forma Ay = Ly_1Ui_1. Utilizando as matrizes Ly_1 e Ug_1
formamos as seguintes matrizes:

Lk,1 0 kal p
L = ;o U= ,
m 1 0 Uk

onde m e p sao vetores coluna, ambos com k — 1 componentes. Note que m, p e ug, sao desconhecidos.
Assim, impondo que a matriz A seja decomponivel em LU vamos tentar determind-los.
Efetuando o produto LU, segue que:

Ly 1Uk—1 Ly 1p
LU =
mt Ur_1 m! P+ Ukk
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Estudemos agora a equacao LU = A, isto é:
Li—1U—1 Ly—1p Ag—1 T

m' Uy mt p+ ugk s ark
Da igualdade acima concluimos que:

Ly Uy = Ap_1,
Ly 1p=r,
m! Up_1 = st,
m' p+ugk =

Observe que a primeira equacdo é vélida pela hipdtese de indugdo, e portanto Li_1 e Ug_;1 sdo
unicamente determinadas. Além disso, nem Lj_; e nem Ujy_; sdo singulares (ou Ai_; também seria
singular, contrariando a hipGtese). Assim de:

-1
Li_1p = r = p=»L_,r,
m? Up_1 = st = m=sU",
t t
m' p+ugx, = Gkk = Ukk = Qg — M P .

Portanto p,m e wugr sdo determinados univocamente nesta ordem, e L e U sao determinados unica-
mente. Finalmente,
det(A) = det(L)-det(U)
= 1-det (Uk—l) CUkk
= Upiu22...... Uk—1,k—1UKkE

completando a prova.

Cabe salientar que a decomposicao LU fornece um dos algoritmos mais eficientes para o célculo do
determinante de uma matriz.

Esquema Pratico para a Decomposicao LU

Observe que teoricamente, para obtermos as matrizes L e U, devemos calcular a inversa de Lj_1 e
Uk_1. Entretanto na pratica podemos calcular L e U simplesmente aplicando a definicao de produto e

de igualdade de matrizes, isto é, impondo que LU = A. Seja entao:
1 U1l U2 U3 ... Ulp
b1 1 O Ugy U2z ... U2p
LU = | 1 €32 1 Uz . Ugn |
' O
gnl €n2 EnS o1 Unpn

e a matriz A como em (4.6).

Para obtermos os elementos da matriz L e da matriz U devemos calcular os elementos das linhas de
U e os elementos da colunas de L na seguinte ordem:
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12 linha de U: Fazendo o produto da 1* linha de L por todas as colunas de U e igualando com os
elementos da 1?2 linha de A, obtemos ,

l-upy = ann = wn = anr,
l-uips = a2 = w2 = aia,
1-uy, = a1pn = in = a1,
= u; = aiy, 7=12,....,n.

12 coluna de L: Fazendo o produto de todas as linhas de L, (da 2* até a n?), pela 1* coluna de U e
igualando com os elementos da 1* coluna de A, (abaixo da diagonal principal), obtemos ,

a1
lruin = an = lo1 = —
U1
a31
l31unn = az1 = f31 = )
U11
an1
lhiuinr = ap1 = ln1 = —,
U1
(751 .
= Uy = , 1=2,...,n.
U11

22 linha de U: Fazendo o produto da 2* linha de L por todas as colunas de U, (da 2* até a n®), e
igualando com os elementos da 22 linha de A, ( da diagonal principal em diante), obtemos ,

loy U2 +u2s = age = Uz = a2 — {a1U12

lo1 w1z +u23 = ag3 = U2z = a3 — {2113 ,

lo1 Uty + U2y, = G2, = U2n = a2p — 21Uy ,
= Uzj = agj—ﬁglulj, j:3,7n

22 coluna de L: Fazendo o produto de todas as linhas de L ( da 3* até a n®) pela 2* coluna de U e
igualando com os elementos da 2* coluna de A, ( abaixo da diagonal principal), obtemos ,

asz — 31uU12
l31 uin +laougs = asy = fz2 = ——
U22
as2 — La1u12
lin w2 +laguos = age = lgg = ———
U22
an2 — Lp1uio
lpy ur +Llpouos = apy = flpz = ———
U22
a2 — lipu1a .
= fiz = ZZ?),...,TL.

U22

Se continuarmos calculando 3* linha de U, 3* coluna de L, 4* linha de U, 4* coluna de L, etc .

Cy
teremos as formulas gerais:

i—1 . .
w; = aiy — Yo likukg, 1 <7,
(4.7)
- o

b = (aij - > éikukj) [ ujz, 1> 7.
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Observe que a convencao usual de Z?Zl =0 se k < 1, deve ser utilizada aqui.

Aplicacao a Solugao de Sistemas Lineares

Vejamos agora como podemos aplicar a decomposicao LU para obtermos a solucao de sistemas line-
ares.

Seja o sistema Ax = b de ordem n determinado, onde A satisfaz as condigoes da decomposicao LU.
Entao o sistema Ax = b pode ser escrito como:

LUz = b.

Assim transformamos o sistema linear Ax = b no sistema equivalente LUz = b cuja solugao é facil-
mente obtida. De fato: fazendo Uz = y, a equacdo acima reduz-se a Ly = b. Resolvendo o sistema
triangular inferior Ly = b, obtemos o vetor y. Substituindo o valor de y no sistema Uz = y obtemos um
sistema triangular superior cuja solugao é o vetor x que procuramos.

Assim, a aplicagdo da decomposi¢do LU na resolugdo de sistemas lineares requer a solugdo de dois
sistemas triangulares.

Exemplo 4.2 - Seja:

A:

— W Ut
— =N
W = =

a) Verificar se A satisfaz as condi¢des da decomposicdo LU .
b) Decompor A em LU.
c) Através da decomposi¢ao LU, calcular o determinante de A.

d) Resolver o sistema Az = b, onde b= (0, —7, —5)!, usando a decomposicao LU.
Solucgao:

a) Para que A satisfaga as condigdes da decomposicao LU devemos ter: det(A1) # 0 e det(Az) # 0.
Temos que : det(A4;) =5#0 e det(As) = —1# 0. Logo A satisfaz as condigbes do teorema.

b) Usando as férmulas (4.7)), obtemos:

Para a 12 linha de U:
Uy = aij, j:172a3:>u11:55 U12:2, U13:1.

Para a 1* coluna de L:

ai1 . 3 1
b1 = , =23 = ly==, ¥l33=—.
1 L 1 21 5 31 5
Para a 22 linha de U:
Ug; = agj — o1 ury, J = 2,3 =
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Para a 22 coluna de L:

1
o —¥; 1—-5x2
67'2 = u, i = 3 = 632 = 51 =-3.
U _
22 5
E finalmente para 3* linha de U, obtemos:
1 17
usz = a3z — {31 w1z — f32 Usz = usz = 3—5 X 1_(_3) X g
Entao:
1 O 5 2 1
L = 3/5 1 ;o U = -1/5 17/5
1/5 =3 1 O 13
c) det(A) = u11 uge uzs = det(A) =5 x (—%) x 13 = det(A) = —13.
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d) Para obter a solugdo do sistema Ax = b, devemos resolver dois sistemas triangulares: Ly = b e

Uz =y.

d.1) Assim de Ly = b, isto é, de:

1 O Y1 0
3/5 1 Yo = -7 ,
1/5 -3 1 Y3 -5
obtemos:
Y1 = Oa
%leFyQ =7 = iy =7,
FyiF (B ys oy = 5 =y = 2.

Logo, a solugao do sistema Ly =b é y = (0, —7, —26).

d.2) De Uz = vy, isto é, de:

5 2 1 X1 0
~1/5 17/5 O -7,
O 13 T3 —26
segue que:
1323 = —26 = 23 = -2,
%szr%xg -7 = x9 = 1,

S5x1 + 229 + 23 = 0= 21 = 0.
Logo, a solugao do sistema Uz =y é z = (0, 1, —2)°.

Assim, a solugao de Ax = b, isto é, de:

5 2 1 T 0 0
31 4 2w | = | =7 | ¢z = 1
1 1 3 T3 —5 —2
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Exercicios

4.1 - Aplicando-se o método da decomposicao LU a matriz:

4 -1 10 8
A= .o =3 12 11 ’
0 -2 5 10
obteve-se as matrizes:
.0 -1 5
2 .. L. 1 ... =2
L= 3 0O ... 0 » U= 0 3 —4
0 1 0 0 10
Preecher os espacos pontilhados com valores adequados.
4.2 - Considere o sistema:
5 r1 + 2 To + r3 = —12
—x1 + 4x2 + 2x3 = 20
2x17 — 322 + 1023 = 3
a) Resolva-o usando decomposi¢ao LU.
b) Calcule o determinante de A, usando a decomposicio.
4.3 - Seja A, n x n, decomponivel em LU. Sejam A;, i =1,2,...,n, 0os menores principais de ordem
i. Mostre que:
A; .
Ui = A i = 1,2,...,n,

onde :
Ai = detAi, An = detA, (& AO = 1.

4.4 - Considere a matriz A, n X n, com todas as sub-matrizes principais nao singulares. FExiba as
formulas da decomposicao LU, onde L € matriz triangular inferior e U é matriz triangular superior com
1 na diagonal.

4.5 - Resolver o sistema Ax = b, onde:

2 3 -1 1 4
A=11 0 2 |; =1 = |; b= 3 ,
0 3 -1 x3 2

usando a decomposicao LU do exercicio[{.4)

4.6 - Mostre que se A satisfaz as hipdteses da decomposicdo LU entdo A se decompde de maneira unica
no produto LDU, onde L e U sao matrizes triangulares inferior e superior, respectivamente, ambas com
1 na diagonal, e D é matriz diagonal. Além disso, det(A) = dy1das ... dpn.

4.7 - Mostre que se A € uma matriz simétrica e satisfaz as hipdteses da decomposicao LU entao
A = LDU implica U = L' (transposta de L).

4.8 - Mostre que se A € uma matriz simétrica, positiva definida e satisfaz as hipdteses da decomposicao
LU entdo A= LDL! onde os elementos diagonais de D sao todos positivos.
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4.3 Método de Eliminacao de Gauss

Seja o sistema linear Az = b, onde A tem todas as submatrizes principais nao singulares.

O método de Eliminagao de Gauss, também chamado de método de Gauss Simples, consiste
em transformar o sistema dado num sistema triangular equivalente através de uma sequéncia de operagoes
elementares sobre as linhas do sistema original, isto é, o sistema equivalente é obtido através da aplicacao
repetida da operagao:

“substituwir uma equagado pela diferenca entre essa mesma equag¢do e uma outra equagao multiplicada
por uma constante diferente de zero”.

E claro que tal operagao nao altera a solugao do sistema, isto é, obtem-se com ela outro sistema

equivalente ao original. O objetivo é organizar essa sequéncia de operacoes de tal forma que o sistema
linear resultante seja triangular superior.

Descricao do algoritmo:

Considere o sistema linear dado por (4.1). Em primeiro lugar montamos a matriz aumentada:

D o) o |
B |
af) af) ag .. af) : b |

|
aflll) aSQ) a%) aﬁ},{ : bnl)
onde para i, j = 1,2,...,n, al(-Jl-) = aj; e bl(-l) = b;.

Por hipétese temos que aﬁ) # 0, pois det(A;) # 0.

Primeiro Passo: Eliminar a incégnita zq1 da 22, 3a, ..., na equagoes (isto é, zerar os elementos da
primeira coluna abaixo da diagonal); para isso, substituimos a 22, 3a, ..., na equagdes, respectivamente,

pela diferenca entre a 22 equacgao e a 12 equagao multiplicada por Go1

pela diferenca entre a 32 equacao e a 12 equagao multiplicada por 431

pela diferenca entre a na equacao e a 1la equacao multiplicada por a1



CAPITULO 4. SOLUCAO DE SISTEMAS LINEARES: METODOS EXATOS 120

Passamos entao da matriz inicial & matriz:

1 1 1 1 1
aif aly ag) ..oaf) { b
2 2 2 2
agz) ag:s) agn) | bg)
| :
|
|
CIRCINRCRN
onde:
(1)
N R o
J ] LY I CV
a1
i = 2,3,....,n;
ji=12....n
@ W _ m ay
b; = b’ — b ﬁ) )
a
11
Observe que da férmula acima deduzimos que:
1 1) (1 1) (1
@ _ o may _ ayaly —allel)  det(As) 0
g = Qg2 — Q13 —(qy = ) - 6) 70,
a1y Ay a1y

pois por hipdtese det(Az) # 0 e det(A;) = a(lll) # 0.

Segundo Passo: Eliminar a incégnita zo da 32, 42, ..., na equacdes (isto é, zerar os elementos da

segunda coluna abaixo da diagonal); para isso, substituimos a 3=, 4=, ..., na equagoes, respectivamente,
(2)
pela diferenca entre a 32 equagao e a 22 equagao multiplicada por % ,
D2
a?
pela diferenca entre a 42 equacao e a 22 equagao multiplicada por %
(g
o®
pela diferenca entre a na equagao e a 22 equagao multiplicada por %2) .
Az

Obtemos entao a matriz:

1 1 1 1 1
oty iy dfy . df) I ofV
2 2 2 2
afy) oSy ... df) I b
3 3 3
O O I
|
|
|
a%) a,(f,z | bg’)
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onde:
@3 _ @ (2) az('g)
Gy = G = Gy —E5
(32
3? 47 * ?n Y
2,3,...,n
p3 3@ p2 ag)
i = 0 = 0O e
22
E assim sucessivamente, chegaremos ao (n-1)e Passo. Temos que afln:li)l_l # 0, pois por hipdtese

det(An_l) 75 0.

(n-1)e Passo: Devemos eliminar a incégnita x,,—1 da na equagao (isto é, zerar o elemento da (n—1)»
coluna abaixo da diagonal); para isso, substituimos a na equagao

(n—1)
pela diferenca entre a na equacao e a (n-1)a equacao multiplicada por %7 e assim, obtemos a
(n—1)
n—1n—1
maz ORI Iy o) o) M
ayy G A3 ... A1 A1n | by
|
2 2 2 2 2
ay ayy ... oy ay | b
|
3 3 3 3
agy ..oy ey | b
| :
|
(n—1) (n=1) | (n—1)
ann—l,n—l ann—l,n | bnn—l
|
NOBITS
onde:
(n) (1) (ne1) _Gimd
e R R = ) B
n—1l,n—1
t=n;
j=n—-1,n.
(n) (1) _ D) O
by = b - b’ mEy
n—1n—1

Assim, de um modo geral, o (k)2 Passo do método de Eliminagdo de Gauss, é obtido por:

(k+1) (k) (k) @4k
aj; = aj; — 4 Gy
A &
k=1,2,....n—1,
i=k+1,....,n, (4.8)
J=kk+1, N
k . CL(k)
b = )y G
Ay &
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Portanto, o sistema triangular obtido,

agll)xl + aglg)xg + a%)xg + ...+ agfiflxn,l + agz)xn = bgl)
+ ag%)xg + aé?mg + ...+ agr)hlxn,l + agi)xn = ng)
ag?mg + ...+ a;(),?%,lan + agi)xn = bgg)
ol e+ al e, = oY
ase, = by

é equivalente ao original.

Observagoes:

1) No 2° passo, repetimos o processo como se nio existisse a 1* linha e a 1* coluna da 2* matriz, isto
é, todas as operagoes sao realizadas em fungao da 2% linha da matriz obtida no 1° passo. De um
modo geral, no (k)° passo, repetimos o processo como se nao existissem as (k — 1) primeiras linhas
e as (k — 1) primeiras colunas da k* matriz, isto é, todas as operagoes sdo realizadas em funcdo da
linha (k) da matriz obtida no passo (k — 1).

2) A operagao: substituir uma equagao pela diferenca entre essa mesma equagdo e uma outra equagao
multiplicada por uma constante diferente de zero, é equivalente a realizarmos o seguinte cédlculo
(descreveremos para o (k°) passo):

2.1) Determinar as constantes al(-:)/a,(ci) )

(k+1)

2.2) Um elemento a;; serd entao obtido fazendo-se na matriz anterior a diferencga entre o ele-

(-;-C) ) e o produto da constante (al(-],j) / a,(clz)) pelo elemento

,
. . k
que se encontra na mesma coluna da linha k&, ou seja, pelo elemento (a,(cj)).

mento que ocupa a mesma posicao, isto é, (a

3) O elemento a,(clz) é o pivo do ke passo.

Exemplo 4.3 - Resolver o sistema:

6 2 —1 1 7
2 4 1 s = 7|,
3 2 8 5 13

usando o método de Eliminacdo de Gauss.

Solugao: Montamos incialmente a matriz, 3 x 4:
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1e Passo: Temos que:

o) _ 2 _ 1 ey 31
a§11> 6 3’ aﬁ) 6 2
Assim:
o _ o ey 2 _ L 2 _
as; = Ay — ayy o) = Gy =2—-6X - = ay;y = 0,
a 3
11
(1)
1 10
2 - oD P oaaxl o o1
a 3 3
11
(1)
1 4
off = al) —al) = o) =1-(-)x 2 = o) = <,
u 3 3
11
(1)
1 14
o = o) ) B o b — 7T = b =
a 3 3
11
o _ o e @) _ L 2 _
azy = Ay’ —aip —qy = a3 =3-6xg5 = azy =0,
a 2
11
@ _ o @ a @) _ 1 @ _
a3y = Q39 — Q9 o) = a3 —2—2><§ = a3y = 1,
agy
(2)
1 17
CREPCRTE. ST I IS S
aly 2 2
(1)
1 19
b = b bV BL o D 13 _7x o = b = =
e 2 2
11
Assim ,obtemos a matriz:
6 2 -1 | 7
0 10/3 4/3 | 14/3
0 1 17/2 | 19/2
2¢ Passo: Temos que:
o _ 1 _ 3
2 7103 7 10
Assim:
(2)
10 3
ORI DRSO R
o 3710
(2)
3 2 2) a 3 17 4 3 3 81
a:(’,:s) = az(),s)_ag;ﬁ = ag3):?—§><ﬁ = a:(ss) = 10
22
(2)
@) _ a0 _ @ 93 3 _19 14 3 3 _ 81
b3 = b3 — Qq E b3 _?_KXTO:Q% —E
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Portanto, obtemos:

6 2 -1 7
10/3  4/3 | 14/3 ,
O 81/10 | 81/10
ou seja:
6 2 -1 X1 7
0 10/3 4/3 To = 14/3
0 0 81/10 T3 81/10
Resolvendo entao o sitema linear, obtemos:
% r3 = % = o3 = 1 s
% To + %xg = % = xy = 1,

6x1 + 220 — 23 =7 =121 = 1.

Assim, a solucédo de:

6 2 -1 1 7 1
3 4 1 T2 = 7 é x = 1
3 2 8 T3 13 1

Observagao: Se em algum passo k encontrarmos a,(clz) = 0, isso significa que det(Ax) = 0. Nesse caso,

o sistema ainda pode ter solucao determinada (basta que det(A) # 0). O método pode ser continuado
simplesmente permutando a k= equagao com qualquer outra abaixo cujo coeficiente da ke incognita seja

£ 0.

Exemplo 4.4 - Resolver, usando o método de Eliminacdo de Gauss, o sistema:

3r1 + 3ry + r3 = 7
21’1 + 2562 - r3 = 3
rT — T2 + 5(E3 = 5

Solugao: Aplicando o método de Eliminacao de Gauss a matriz:

3 3 117
2 2 -1 | 3 ,
1 -1 5 | 5
obtemos:
3 3 1 | 7
0 0 -5/3 | —-5/3
0 —2 14/3 | 8/3

Vemos aqui que o elemento ag) = 0 e como ja dissemos anteriormente, isso significa que det(Az) = 0.

De fato: det(As) = g g =0.
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2 ~ . .
Como o elemento aég) = (), permutamos a 3= equagao com a 2= e assim obtemos a matriz:

3 3 1 | 7
-2 14/3 | 8/3
O —5/3 —5/3
a qual ji estd na forma triangular. Assim a solugédo de:
3x1 4+ 3z + x3 = 7 1
21’1 + 2502 — T3 = 3 é x = 1
rT — xo + 51’3 = 5 1

Observagoes:
1) O método de Eliminacdo de Gauss pode ser interpretado como um método para obtengio das

matrizes L e U da decomposi¢ao LU. De fato, chamando de (A|b)(1) a matriz aumentada, o célculo feito
para obtencdo de (A[b)(?), é equivalente a multiplicar (A|b)(") por uma matriz M;, onde:

1
—mor 1 a(i) _
M, = . . , com My = El) 1=2,3...,n.
: ' ayy
—Mp1 1
Assim, (A]b)? = M;(A|p)D.
De maneira semelhante: (A|b)®) = My (A|b)), onde:
1
1 2)
MQ = —m32 1 , com My = g) i:3,...,n,
(2o
—Mnp2 1
e assim sucessivamente. Logo:
(AD)™ = M, (Ap)™™Y = ... = M, ;... My(Ap)D .
—_———
M

Assim, temos: A™ = MAM = MA = U ( onde U é matriz triangular superior da Decom-
posi¢do LU). Como M é um produto de matrizes ndo singulares entdo ¢é inversivel; logo existe M~ =
MflMgl . M;_ll e portanto A = M~1U.

E f4cil verificar que:

1
mo1 1

M-l = m3r Mgz 1 = L,
Mp1  Mp2 1

onde L é a matriz triangular inferior da decomposicao LU.
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Assim o método de Eliminacao de Gauss nada mais é do que o método da Decomposicao LU.
Observe que devemos resolver apenas o sistema Uz = b(™), desde que o vetor final b™ é obtido de b
através da equacdo: b= Lb(™. Assim, se Az =b, A= LU, b= Lb(", obtemos:

LUz =Lb™ = Uz =0p"

pois, como ja dissemos, L é nao singular. Portanto, o vetor solucao = é obtido resolvendo-se apenas um
sistema triangular.

2) O exemplo apresenta um sistema de equagoes para o qual as hipdteses do Teorema nao sao
satisfeitas. Entretanto, resolvemos o sistema utilizando a estratégia de troca de linhas. Para visualizar
porque isso foi possivel, observe que podemos construir uma matriz P, chamada matriz de Permutacgao,
a qual serd formada pela permutagao das linhas da matriz identidade, de forma que em cada linha o tinico
elemento nao nulo é igual a 1. Se durante o processo nao permutamos as linhas do sistema entao P é a
matriz identidade. Agora se durante o processo permutamos a linha ¢ com a linha j entdo na matriz P
a linha ¢ serd permutada com a linha j. No exemplo [1.4] permutamos durante o processo a linha 2 com
a linha 3. Assim:

10 0 33 1
L=[(1310]),U0U=1[0 -2 14/3
2/3 0 1 0 0 -5/3

e a matriz P nesse caso sera:
1 0 0
P = 0 0 1
01 0

Pode ser visto facilmente que com a troca de linhas a decomposicao obtida nao satisfaz a igualdade
A = LU, mas satisfaz PA = LU, isto é, o produto LU reproduz a matriz A com suas linhas permutadas.
Assim foi possivel resolver o sistema do exemplo[£.4] pois a troca de linhas na decomposigao funciona como
se tivéssemos efetuado troca de linhas no sistema antes de comecarmos a decomposicdo. A estratégia de
troca de linhas para resolver um sistema é extremamente 1til para os métodos baseados na decomposicao
LU e é conhecida como pivotamento. Descreveremos mais adiante o método de Eliminagao de Gauss com
pivotamento parcial.

Exercicios

4.9 - Considere o sistema:

2 -3 1 X1 )
4 —6 -1 i) = -7
1 2 1 T3 4

a) Resolva-o pelo método de Eliminagdo de Gauss,

b) Calcule o determinante de A, usando a matriz triangular obtida no item a).
4.10 - Verificar, usando o método de Eliminac¢do de Gauss, que o sistema :

I —+ 2%2 —+ I3 =
201 + 3z 4+  z3
3r1 + 5r9 + 23 =

|
—_ ot W

nao tem solucgao.
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4.11 - Usando o método de Eliminacdo de Gauss, verificar que o sistema:

X1 —+ 4 xro =+ a I3 =
2 X1 — To =+ 2 axs =
ary, + 3z + 3

[ SV ep)

a) possui uma Unica solug¢do quando a = 0;
b) infinitas solugées quando o =1 e

¢) ndo tem solugdo quando o = —1.

4.4 Método de Gauss-Compacto

Como vimos, o método de Eliminacao da Gauss nada mais é do que o método da Decomposi¢dao LU:

a matriz triangular superior obtida ao final da aplicacao desse método é a matriz U da decomposi¢ao LU
k
e a matriz L é a matriz formada pelos multiplicadores ( as constantes Z;jg
Descreveremos agora uma maneira pratica de se obter as matrizes L eU , bem como armazend-las de
uma forma compacta. Tal método recebe o nome de método de Gauss-Compacto. A vantagem desse
método é a de economizar espago na memoria, pois ambas as matrizes L e U sao armazenadas sobre a
matriz original A. O unico incoveniente é que a matriz A é destruida. O termo independente b, é trans-
formado juntamente com a matriz A, como no método de Gauss simples. Esse procedimento é bastante
usual e conveniente para simplificar a programacao desses métodos. Ao final teremos armazenados as
matrizes L, U e o termo independente modificado. A solugdo do sistema sera obtida resolvendo-se apenas

um sistema triangular superior.

do ke passo).

Descricao do algoritmo:

Considere o sistema linear, de ordem n, dado por (4.1)). Em primeiro lugar montamos a matriz,
nxn-+1:

ai; a2 a1z ... Qin | a1,n+1

a1 Q22 423 ... Q2n | a2 n+41

az1 asz2 agz ... 0Aa3zn | a3 n+1 s

anl an2 an3 o Ann | an,n+1
onde a; pt1 = b;, i =1,2,...,n.

A seguir construimos a matriz, n x n+ 1, onde os termos independentes b; = a; n+1, ¢ = 1,...,n por
serem obtidos da mesma maneira que os elementos u;; serdo chamados u; n41, ¢ = 1,...,n. Assim, sobre
a matriz original armazenamos a matriz:

U1 U12 U3 ... Ulp \ Ul n+1
lor  uzx U2z ... U2y \ U2 n+1
l31 f32 usz ... uzp \ U3, n+1 )
Enl En? ZnB ‘e Unn ‘ un,nJrl

a qual é obtida através das férmulas da decomposicao LU, (férmulas (4.7))), levando em consideragao a
lei de formacao das mesmas, na seguinte ordem:
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a) 1a linha : uyj=aiy, j=1,2,...,n+1,
(isto significa que 1= linha é igual a 1» linha da matriz original) .

b) 1a coluna: Eﬂz%; 1=2,...,m;
(isto significa que a 1= coluna é igual ao elemento que ocupa a mesma posi¢do na matriz original dividido
por aiy pois uiy = ay).

C) 22 linha : u2j:a2j—l21u1j, j:2,...,n+1,

(isto significa que a 2= linha é igual a diferenga entre o elemento que ocupa a mesma posi¢do na matriz
original e o produto da 2= linha pela coluna j na segunda matriz , com j =2,...,n+1) .

aio — liju
Oy = %2 — iU .

s ;1 =3,...,m;

d) 22 coluna:

(isto significa, que a 2= coluna é igual a diferenca entre o elemento que ocupa a mesma posicdo na matriz
original e o produto da linha i pela 2= coluna, tudo dividido por wusgs, com i =3,...,n).

e) Segue-se calculando: 3= linha, 3= coluna,. . .,

lembrando que as linhas sao calculadas da diagonal (inclusive) em diante, e as colunas da diagonal (ex-
clusive) para baixo. Assim, o elemento uy; é a diferenga entre o elemento que ocupa a mesma posigao na
matriz original e a soma do produto ordenado da linha i pela coluna j (22 matriz), até a linha ¢ — 1. Para
o elemento ¢;; o procedimento é analogo (limitado pela coluna j — 1) e dividido pelo elemento diagonal
na coluna.

Observagoes:

1) Produto ordenado significando: 1¢ elemento da linha ¢ multiplicado pelo 1le elemento da coluna j,
2ex 2e,.. ..

2) Calculadas todas as linhas e colunas resolve-se o sistema Uz = b/, onde U estd indicada na 2= matriz
e b’ é a dltima coluna da 2= matriz.

3) Quem nao consegue visualizar a maneira pratica para montar a 2* matriz deve recorrer as formulas
(4.7), para resolver o sistema pelo método de Gauss-Compacto.

4) Dado vérios sistemas associados a uma mesma matriz, podemos resolvé-los de uma sé vez pelo método
da Gauss-Compacto. Tais sistemas sao chamados de sistemas matriciais.

Exemplo 4.5 - Usando o Método de Gauss-Compacto resolver o sistema matricial:

5 2 -1 T | Y1 0 | 6
3 1 4 To | Y2 = -7 | 7
11 3 z3 | oys -5 | 4

52 1] 0| 6 5 2 1 | o] 6
31 4| =7 | 7| ~|35 —1/5 17/5 | -7 | 17/5 | ;
113 | =5 | 4 1/5 -3 13 | —26 | 13
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onde, obtivemos os elementos da seguinte maneira:

12 linha: (igual a 1* linha da matriz original). Assim:
uir =95, w2 =2, uiz=1, 4 =0, u5=6.

1= coluna: ( igual ao elemento que ocupa a mesma posigdo na matriz original dividido por a;; desde

que u1; = a11). Assim:
b= S gy = L
21 = 5y b1 = o
2a linha: (igual a diferenga entre o elemento que ocupa a mesma posi¢do na matriz original e o
produto da linha 2 pela coluna j , limitado pela linha 1, na 2* matriz, Assim:

Usp = 1—%><2 o g = _%,
Uz = 47%x1 = upy = %7
Ug4 = —7—%><() = uy = -7,
ugs = 7—%><6 = gy = %

2a coluna: (igual a diferenga entre o elemento que ocupa a mesma posi¢do na matriz original e o
produto da linha 3 pela coluna 2, limitado pela coluna 1, dividido pelo elemento da diagonal principal
na 2% matriz). Assim:

1—- % X 2
l3g = — 1 = fl3 = -3.

5
3= linha: (igual a diferenga entre o elemento que ocupa a mesma posi¢do na matriz original e o
produto da linha 3 pela coluna j, limitado pela linha 2, na 2% matriz). Assim:

us = 3-fx1—(-3)x L = ugy = 13,
usgs = 5 Ex0-(=3)x(-7) = um = -26,
uzs = 4—%x6—(—3)x% = wug = 13.
Assim, resolvendo os sistemas:
5 2 1 1 0 0
a) -1/5 17/5 2 = —7 | ; obtemos x = 1 ,
O 13 T3 —26 -2
5 2 1 n 6 1
b) -1/5 17/5 Y2 = 17/5 | ; obtemos y = 0 .
O 13 Y3 13 1
Portanto a solucao do sistema matricial:
5 2 1 | wn 0] 6 0 [ 1
1 1 3 I3 ‘ Y3 ) 4 -2 1
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Exercicios

4.12 - Aplicando-se o método de Gauss-Compacto a um sistema Ax = b, foi obtido o esquemas:

.2 1 | 5 32 1 -1 | 5
6 1 0 3 | 10 2 ... =2 51 0
. =3 =5 7] 2|7 1 53 —8/3 | -3
9 0 -2 -1 ] 6 L2 ... —63/8 |

a) Preencha os espacos pontilhados com valores adequados.
b) Se x = (x1, 22, x3, x4)' , calcule x3 e x4.

4.13 - Usando o método de Gauss-Compacto resolver os sequintes sistemas:

10 r + o — Irs = 10
(D) 1 + 1029 + r3 = 12
2x1 — ro 4+ 10zx3 = 11
4 X1 — 6 X9 — r3 = =7
(II) 2 r1 — 3 r9 + r3 = )
I —+ 2 T2 —+ I3 = 4
4.14 - Resolver o sistema matricial:
2 -1 3 T | Y1 | 21 —4 | 2 | 4
4 1 2 o | Y2 | Z9 = -7 | 6 | 6 s
1 0 10 T3 | Y3 | 23 —11 | 2 | 20

usando o método de Gauss-Compacto.

4.5 Método de Cholesky

No caso em que a matriz do sistema linear é simétrica podemos simplificar os cdlculos da decomposigao
LU significativamente, levando em conta a simetria. Esta é a estratégia do método de Cholesky, o
qual se baseia no seguinte corolario.

Corolario 4.1 - Se A € simétrica, positiva definida, entdo A pode ser decomposta unicamente no produto
GGt, onde G é matriz triangular inferior com elementos diagonais positivos.

Prova: A prova é imediata a partir do exercicio [4.8

Observe que essa decomposicao € possivel se a matriz A além de simétrica for também positiva definida
(veja definicao [4.4)).
Esquema Pratico para a Decomposicao GG

Do mesmo modo que na da decomposi¢ao LU para obtermos a matriz GG, aplicamos a defini¢ao de produto
e igualdade de matrizes. Seja entao:

gi1 O gir G921 G931 ... Gnl
g21  g22 922 932 ... Gn2

GGt = g31 932 933 933 .. Ggn3 e

gn1 Gn2 Gn3 --- YGnn O Inn
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aip a2 a3 ... Qi
a21 Ga22  A23 ce. Q2p
A = a3 as2 ass ... Q3p
Gnl Gp2 An3 cee Gpn

Desde que existe uma lei de formagao para os elementos diagonais e outra para os nao diagonais de
G, veremos em separado como obter tais férmulas.

a) Elementos diagonais de G .

Os elementos diagonais a;; de A sdo iguais ao produto da linha ¢ de G pela coluna i de G*. Veja que
este produto é equivalente a multiplicarmos a linha i de G por ela mesma. Portanto:

2
a1 = 911>
_ 2 2
a2 = g1t 93,
_ 2 2 2
Ann = Gn19n2 + ...+ 9nn -

Logo, os elementos diagonais de G sao dados por:

g11 = 4/a11,

. 1/2 (4.9)
i—1 92 .

gii — (au‘ - Zk:lgik) , 1=2,3,...,n.

b) Elementos nao diagonais de G.

b.1) 1= coluna : Os elementos da 1= coluna de G, sdo obtidos igualando-se os elementos da 1a
coluna de A com o produto de cada linha de G pela 1= coluna de G®. Observe que este produto pode
ser obtido multiplicando-se cada elemento da 1= coluna de G (abaixo da diagonal) pela 1= linha de G .
Assim:

a1 = 8£21 J11
asr = 831 J11,
ap1 = Bnil J11 -
a1 .
= g1 = , 1=2,3,...,n.
g11

b.2) 22 coluna: Os elementos da 22 coluna de G, sdo obtidos igualando-se os elementos da 2a
coluna de A (abaixo da diagonal principal) com o produto de cada linha de G pela 2= coluna de G*.
Observe que este produto pode ser obtido multiplicando-se cada linha de G' (abaixo da diagonal) pela 22
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linha de G. Assim:

az2 = gs1 g21 + 832 g22,
@42 = G41 921 + 8a2 g22 ,
n2 = gn1 921 + 8n2 Y22,
Qo — O
= g = LR2TIA9N 34 n
922
Se continuarmos calculando 32, 4* colunas de G, etc ..., teremos a férmula geral:
gn = g, i=23,...n
(4.10)
i—1 . .
gj = (@ij — Y=y Gik gjk) / gi5 » 2<j<i.

Utilizadas numa ordem conveniente as férmulas (4.9) e (4.10) determinam os elementos da matriz G.
Uma ordem conveniente pode ser:

9115 921, 9315---5 Gnls 9225, 932,---5 Gn25---s9nn-

Isto corresponde a calcularmos os elementos da matriz G por coluna.

Observacgoes:

i) Se A satisfaz as condigdes do método de Cholesky, a aplicagdo do método requer menos calculos que
a decomposicao LU.

i) O fato de A ser positiva definida garante que na decomposigao teremos somente rafzes quadradas
de nimeros positivos.

iii) O método de Cholesky pode também ser aplicado a matrizes simétricas que ndo sejam positivas
definidas desde que trabalhemos com aritmética complexa. Entretanto, sé usaremos o método de
Cholesky se pudermos trabalhar com aritmética real.

iv) Vimos no caso da decomposicao LU, que det(A) = ujiusy...uUn,, uma vez que os elementos
diagonais de L eram unitérios. No caso do Método de Cholesky temos que: A = GG! e portanto:

det(A) = (d@t G)2 = (911 goo ... gnn)2

Aplicacao a Solugao de Sistemas Lineares

Vejamos agora como podemos aplicar a decomposicio GG! para obtermos a solucao de sistemas
lineares.

Seja o sistema Az = b de ordem n determinado, onde A satisfaz as condigoes do processo de Cholesky.
Uma vez calculado a matriz G a solugao de Ax = b fica reduzida, como no método da Decomposicao LU,
a solugao do par de sistemas triangulares:

Gy b,

Gtz = y.
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Exemplo 4.6 - Seja:

4 2 -4
A = 2 10 4
-4 4 9

a) Verificar se A satisfaz as condi¢des do método de Cholesky.

b) Decompor A em GG'.

¢) Calcular o determinante de A, usando a decomposi¢ao obtida .
d) Resolver o sistema Az =b, ondeb = (0, 6, 5).

Solugao:

a) A matriz A é simétrica. Devemos verificar se é positiva definida. Temos:

det(A;) =4 >0, det(A2) =36>0, det(As) =det(A) = 36 > 0.

Logo, A satifaz as condigdes da decomposicao GG".

b) Usando as férmulas (4.9) e (4.10]), obtemos:

gn = Van = gu=V4 = gn=2,
a 2
g1 = 2o g21=75 = ga=1,
g11 2
a —4
g5 = —E = gg = — = gy =2,
911 2
1/2 1/2
g2 = (azn—g3) 2 g22 = (10 —1?) 2o g22 =3,
— 4 —(=2)(1
gsz = a32 — g31921 = ggp = ( )() - 932_27
g22 3
1/2 1/2
g3z = (a33—g§1 —9:%2) 2o 933 = (9—(—2)2—22) 2o g3z = 1.
Obtemos entao:
4 2 —4 2 O 2 1 =2
2 10 4 = 1 3 2
4 4 9 2 2 1 O 1

c) det(A) = (g1 g2z 933)2 =(2x3x1)? = 36.
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d) Para obter a solugao do sistema Az = b, devemos resolver dois sistemas triangulares: Gy = b e

Gtz =y.
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d.1) Assim de Gy = b, isto é, de:

2 O Y1 0
1 3 Yo = 6 )
-2 2 1 Y3 5

obtemos:
2y = 0= y1 =0,

y1 + 3y2 = 6 = yo = 2

2y + 2y +y3 =5 = y3 = 1.
Logo a solugao do sistema Gy =b ¢ y = (0, 2, 1)t

d.2) De Gt z = y, isto ¢, de:

2 1 =2 T1 0
3 2 Z9 = 2 5
O 1 T3 1
segue que:
Trs = 17

3xy + 223 = 2 = 29 = 0,
221 + o =223 =0 = 21 = 1.
Logo a solugao do sistema G'z =y ¢ z(1, 0, 1)
Assim, a solugao de Ax = b, isto é, de:

4 2 -4 T 0 1
2 10 4 T2 =
-4 4 9 T3 5 1

D
3N
8
I
e}

Exercicios

4.15 - Aplicando-se o processo de Cholesky a matriz A, obteve-se:

2 .. ...
_ 8 10 -8 _ +
4 = 3 10 14 -5 = GG,
-8 ... 29
onde:
1 O
2 ...
G = 2 1
0o -4 ... 2

Preecher os espacos pontilhados com valores adequados.

134
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4.16 - Considere as matrizes:
1 1 0 3 1 0
A= 1 2 1 ; B= 1 3 2
0 -1 3 0 2 1

Escolha adequadamente e resolva um dos sistemas Ax = b, Bx = b, pelo processo de Cholesky, onde
b= (2, 1, 5).

4.17 - Mostre que: Se o sistema de equacdes algébricas Ax = b , onde A é matriz ndo singular, €
transformado no sistema equivalente Bx = ¢, com B = A'A; ¢ = A'b, onde At é a transposta de A,
entao o ultimo sistema pode sempre ser resolvido pelo processo de Cholesky (isto é, a matriz B satisfaz
as condigdes para a aplicagio do método). Aplicar a técnica acima para determinar pelo processo de
Cholesky, a solugao do sistema:

1 01 T 2
1 10 | = | 2
110 T3 2

4.6 Método de Eliminacao de Gauss com Pivotamento Parcial

Além dos problemas ja citados nesse capitulo para os métodos baseados na decomposicao LU, existe
um outro problema mais sério que estd relacionado com a propagacao dos erros de truncamento do
computador. Assim, para ilustrar tal situacdo, consideremos um exemplo hipotético, (sistema linear de
ordem 2, com uma méquina que trabalha apenas com 3 digitos significativos). Tal exemplo servird para
ilustrar o que acontece com um sistema de grande porte num computador qualquer, visto que os mesmos
operam com um numero fixo e finito de algarismos significativos.

Exemplo 4.7 - Através do método de Eliminac¢do de Gauss, resolver o sistema linear:

0.0001 z; + 1.00z, = 1.00
1.00 z; 4+ 1.00 z2 2.00

usando em todas as operacoes trés digitos significativos.
Solugao: E fécil verificar que a solugao desse sistema, é:
v - 1.00010
B 0.99990 / -
Agora, resolvendo o sistema dado, pelo método de Eliminagao de Gauss, com 3 digitos significativos
em todas as operagoes, obtemos:

0.000100 1.00 | 1.00 — ( 0.000100 1.00 | 1.00
1.00 1.00 | 2.00 - —10000 | -—10000 ) °’
. 0
T = 1 .

Portanto, obtemos uma solugao muito diferente da solucao exata do sistema.
A propagacao de erros ocorre principalmente quando multiplicamos um nimero muito grande por
outro que ja contém erro de arredondamento. Por exemplo, suponha que um dado nimero z tenha um

cuja solugao é:
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erro de arredondamento ; este niimero pode entdo ser escrito na forma: Z = z+e&. Se agora multiplicamos
esse numero por p, entao obtemos pzZ = pz + pe e assim o erro no resultado serd pe. Assim, se p for um
nimero grande esse erro podera ser muito maior que o original. Dizemos nesse caso que o erro em z foi
amplificado.

No método de Eliminagdo de Gauss varios produtos com os multiplicadores sdo efetuados. Anélises
de propagacao de erros de arredondamento para o algoritmo de Gauss indicam a conveniéncia de serem
todos os multiplicadores (as constantes aE,’z) / a,gz) do ke passo) menores que 1 em mddulo; ou seja o pivo
deve ser o elemento de maior valor absoluto da coluna, da diagonal (inclusive) para baixo.

Podemos entao em cada passo, escolher na coluna correspondente o elemento de maior valor absoluto,
da diagonal (inclusive) para baixo, e fazer uma permutagao nas equagdes do sistema, de modo que esse
elemento venha a ocupar a posicao de pivo. A este procedimento chamamos Método de Eliminacao
de Gauss com Pivotamento Parcial.

Exemplo 4.8 - Resolver o sistema do exemplo anterior pelo método de Eliminacdo de Gauss com pivo-
tamento parcial.

Solugao: Devemos colocar na posicao do pivo o elemento de maior valor absoluto da primeira coluna.
Fazendo isso e aplicando o método de Eliminacao de Gauss, obtemos:

1.00 1.00 | 2.00 (100 1.00 | 2.00
0.000100 1.00 | 1.00 - 1.00 | 1.00 )~

L (100
— 100 )"

e portanto bem mais préxima da solucao exata.

cuja solugao é:

A matriz de Hilbert é famosa por produzir um exemplo de sistema linear que se nao utilizarmos
pivotamento a solug@o obtida pode estar completamente errada. Os elementos de tal matriz sao dados

por:
1 . )
hij = P i1=1,2,....,n; j=12,....,n. (4.11)

Assim a matriz de Hilbert de ordem 4 é dada por:

1 1/2 1/3 1/4
1/2 1/3 1/4 1/5
1/3 1/4 1/5 1/6
1/4 1/5 1/6 1)7

Exercicio

4.18 - Considere um sistema linear de ordem 12 que tem a matriz de Hilbert como matriz dos coefici-
entes e que a solugcao exata seja o vetor que possui todas as componentes iguais a 1. Resolva o sistema
usando:

a) o método de Eliminagdo de Gauss.

b) o método de Eliminagdo de Gauss com pivotamento parcial.
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Quem resolveu o exercicio (e quem néo resolveu deve fazé-lo), pode observar que a solugéo obtida
em b) é melhor que em a). No entanto, se no exercicio considerarmos um sistema de ordem 17,
veremos que mesmo o método com pivotamento nao produz uma solugao satisfatoria. O problema é que
a matriz de Hilbert é uma matriz muito mal condicionada. O problema de condicionamento de matrizes
sera visto mais adiante.

4.7 Refinamento da Solugao

Como ja dissemos anteriormente, os métodos exatos deveriam fornecer, com um nimero finito de
operagoes, a solugao exata do sistema linear. Entretanto, devido aos erros de arredondamento obtemos,
em geral, solugbes aproximadas. Veremos aqui como refinar uma solugao obtida por processo numérico.

Consideremos o seguinte sistema linear de ordem n:

n
E A5 Tj = b17 i:1,2,...,n. (412)
j=1

Sejam x1,Z3,...,T,, a solugdo exata de (4.12) e sejam Z1,Za,...,T,, uma aproximagdo da solugao,

por exemplo, obtida pelo método de Eliminacao de Gauss. Observe que estamos considerando este
método para poder descrever o processo de refinamento, mas o mesmo é valido para os demais métodos
apresentados neste capitulo.
Entao, devemos ter:
x; = Z;+yj; j=12,...,n, (4.13)

ondey;, j = 1,2,...,n, sdo as corregdes que devem ser adicionadas aos valores Z; (obtidos pelo método
de Eliminacao de Gauss), para fornecerem os valores corretos x;. Substituindo (4.13)) em (4.12) obtemos:

n
Zaij(fjerj) = b; i=1,2,...,n,
j=1
n n
:Zaijyj = bi—zflz‘j@j; i=1,2,...,n.
j=1 j=1
Seja
n
ro=bi— Y g i=1,2,....mn, (4.14)
j=1

os residuos. Obtemos entao que:

Day; =i i=1,2...n (4.15)
j=1

Observagoes:

i) De (4.15), notamos que as corregdes sao obtidas resolvendo-se um sistema linear andlogo ao (4.12)),

com mesma matriz dos coeficientes e com o termo independente b;, 7 = 1,2,...,n, substituido pelos
residuos r;, ¢ = 1,2,...,n. Assim na solucédo de (4.15)), devemos refazer apenas os célculos referentes

ao novo termo independente. Portanto devemos, ao resolver (4.12)), armazenar os multiplicadores
. k k ..
(ou seja as constantes az(-k) / a,(ck)), nas posicoes supostamente zeradas.
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ii) A solugao de pode também estar afetada de erro, visto que as correcoes nada mais sao do que a
solucao de sistema linear. Assim, encontrado y;, substituimos seus valores em e encontramos
uma melhor solugdo aproximada Z & qual poderemos novamente aplicar o processo de refinamento.
Obtemos com isso um processo iterativo, o qual deve ser aplicado até que uma precisao €, pré-fixada,
seja atingida.

iii) Para sabermos se a precisao foi atingida devemos calcular o vetor residuo. Se o mesmo for o vetor
nulo entao teremos encontrado a solugao exata. Se o vetor residuo for diferente do vetor nulo entao
paramos o processo quando:

| D —r®)

[+ o

<e (4.16)

onde || . ||oo estéd definida no Capitulo 1.

iv) No célculo dos residuos, ou seja, no célculo de havera perda de algarismos significativos, por
serem os valores de b; e Z;.lzl ai; T; aproximadamente iguais. Assim devemos calcular os residuos
com precisao maior do que a utilizada nos demais calculos. Logo, se estivermos trabalhando em
ponto flutuante devemos calcular os residuos em precisao dupla.

v) O processo de refinamento é utilizado, em geral, em sistemas de grande porte, onde o acimulo de
erros de arredondamento é maior.

O exemplo a seguir, mostra o processo de refinamento num caso hipotético, (sistema linear de ordem
2, com uma maquina que trabalha apenas com dois digitos significativos). Novamente tal exemplo servira
para ilustrar o que acontece com um sistema de grande porte num computador qualquer.
Exemplo 4.9 - Considere o sistema linear:

16. 5.0 1 21.
3.0 25 ) 5.5

Trabalhando com arredondamento para dois digitos significativos em todas as operacdes;
a) resolva o sistema pelo método de Eliminagdo de Gauss,

b) faga uma iteragdo para refinar a solu¢ao obtida em a).

Solugao: Aplicando o método de Eliminacao de Gauss ao sistema dado, obtemos:
16. 50 | 21\ _ 16. 50 | 21
3.0 25 | 5.5 019] 16 | 15 )°
(1)

~ 2 . - a
Observe que nao calculamos o elemento aél), mas armazenamos nesta posi¢cao o multiplicador 2—1) =

(1
ayq
% = 0.1875 = 0.19, o qual devera ser usado no calculo do novo termo independente. Assim, resolvendo
o sistema:
16. 5.0 1 21.
0 1.6 To 1.5 ’
obtemos:
1.5
T2 16 0.9375 =0.9

oL 2L-50x094 2147 163 _16.
v 16. - 16. 16. 16.
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Portanto, a solugao aproximada é: Z = (1.0,0.94)t. Agora, desde que r = b — AZ, obtemos:

(21 (16 50 1.0
"= 55 30 1.6 094 ) -
Fazendo os cédlculos, (lembrando que devemos utilizar precisao dupla), obtemos:

. 21.00 — 16.00 — 4.700 . 0.3000
B 5.500 — 3.000 — 2.350 - 0.1500

L _ (030
a 0.15
Devemos apenas refazer os calculos em relagao ao novo termo independente, isto é:
~/0.30 0.30
"= o1 0.15 — 0.30 x 0.19

L 0.30 (030
"= L 015-0057 ) = \ 0.093

Assim, resolvendo o sistema:

16. 5.0 m\ [ 030
0 16 v ) =\ 0.093

obtemos: y = (0.00063, 0.058)¢. Fazendo,

Assim, consideramos :

rT=2I+vYy

_( L0\, (000063 _ (100063 _ (10
=\ 0.94 0.058 = 0.998 =10 )

Calculando novamente o residuo obtemos que o mesmo é o vetor nulo. Assim z = (1.0,1.0)" é a
solugao exata do sistema dado.

segue que:

Exercicio

4.19 -Considere o sistema linear:

xr1 + 31’2 + 4(E3 = =5
3r1 + 2x9 + xr3 = 8
2r1 + 4w + 313 = 4

a) Resolva-o pelo método de Eliminacdo de Gauss, trabalhando com arredondamento para dois
digitos significativos em todas as operagoes.

b) Refine a solugao obtida em a).

4.20 - Considere o sistema linear:

2%1 —+ 31’2 —+ 4%3 = 72
3r1 + 229 — x3 = 4
S5v1 — 4x9 + 3x3 = 8

a) Resolva-o pelo método de Eliminag¢io de Gauss com pivotamento parcial, trabalhando com
arredondamento para dois digitos significativos em todas as operagoes.

b) Refine a solugao obtida em a).
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4.8 Mal Condicionamento

Como vimos, para resolver sistemas lineares dois aspectos devem ser considerados:
a) se a solucao existe ou nao.
b) achar um modo eficiente para resolver as equagoes.
Mas existe ainda um aspecto a ser considerado:
c) se a solugao das equagoes é muito sensivel a pequenas mudangas nos coeficientes.

Este fenémeno é chamado Mal Condicionamento, e esta relacionado ao fato de que a matriz dos
coeficientes nas equacgoes lineares estd proxrima de ser singular.

Na secao anterior dissemos que se o vetor residuo for préximo do vetor nulo entao a solugao obtida
estd razoavelmente precisa, e isto é verdade para sistemas bem condicionados. Entretanto em alguns
casos, como mostrado no exemplo a seguir, isto esta longe de ser verdadeiro.

Exemplo 4.10 - Considere o sistema linear:
1.2969 0.8648 1 B 0.8642
0.2161 0.1441 To o 0.1440 ’

e suponha dada a solugdo aproximada:
0.9911
—0.4870

8l
Il

Calcule o vetor residuo.

Solugao: Calculando o vetor residuo correspondente a Z, através de (4.14]), obtemos:

B 10-8
"=\ -108

e portanto parece razoavel supor que o erro em T é muito pequeno. Entretanto, pode ser verificado por
substituigao que a solugao exata é x = (2, 2)¢. No caso deste exemplo é ficil reconhecer o extremo mal
condicionamento do sistema. De fato, o elemento

(2) 0.2161

= 0.1441 — 0.864 = 0.1441 — 0.144 23 ~ 107%.
G5y 0 0.8648 x 12969 0 0 0999923 0

Assim uma pequena mudanga no elemento 0.1441 resultard numa grande mudanga em ag) e portanto

em xo, ou seja, mudando 0.1441 para 0.1442 teremos a%) = 0.0001000077 com solucao

_/ =0.00015399
= 066646092 ) -

Portanto, a menos que os coeficientes em A e b sejam dados com uma precisiao melhor do que 1078 é
perigoso falar sobre uma solugao do sistema dado.

Observe que com este exemplo, nao queremos dizer que todas as solugoes aproximadas de equagoes mal
condicionadas fornecem residuos pequenos, mas apenas que algumas solugoes aproximadas de equagoes
mal condicionadas fornecem residuos bem pequenos.

Para a andlise da pertubacao, é conveniente sermos capazes de associar a qualquer vetor ou matriz
um escalar nao negativo que em algum sentido mede suas grandezas. Tais medidas que satisfazem alguns
axiomas sdo chamadas normas. ( Revise normas de vetores e normas de matrizes, Capitulo 1).
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Analise da Pertubacao

Vamos investigar, agora, a condi¢do de um sistema linear ndo singular Az = b. Desde que A é néo
singular, a solucdo do sistema é dada por: = A~'b.Vamos supor aqui que os dados estdo sujeitos a
certas pertubagoes e vamos analisar o efeito dessas pertubagdes na solucao. Seja x a solugao exata do
sistema Ax = b.

1° caso: Consideremos uma pertubagao do vetor b da forma b+ b, e seja A conhecida exatamente.
Portanto a solucao x também serd pertubada, isto é, teremos = + dx, e assim de:

Az + 6z) = b+ b . (4.17)

obtemos:
(x+0x) = A b+ 0b) . (4.18)

A questao que queremos resolver é como relacionar dz com db, ou seja, sabendo o tamanho da

pertubacdo em db como estimar a pertubacao em dx? O procedimento a seguir responde essa pergunta.
De (4.17)), obtemos:

Ax+ Adx = b+6b = Adx = b,

desde que Ax = b. Agora desde que A é nao singular, segue que:
dx = A7L6b .
Aplicando norma, em ambos os membros, e usando normas consistentes, obtemos:
oz |l < | Al ab | - (4.19)
Do mesmo modo, de Ax = b, obtemos:
fol <[ Alll=] . (4.20)

Multiplicando, membro a membro, (4.19) por (4.20]), obtemos:

Loz || IB] < ANA™ ) 8b 1], (4.21)
o | 5z | | 6b |
X _
<PANAT )R
E 1ol

Assim a pertubacdo relativa em x estd relacionada com a pertubagao relativa em b pela constante
multiplicativa || A ||| A~ ||.
Definindo, o niimero de condigao de A, como:

cond(A) = [ A A7,

obtemos:

[ 6 |
I |l

160 |

1ol

ond(A)
Observagoes:
a) Temos que cond(A) > 1. De fato:

cond(A) = |[AAT |2 [|AA | =|[I]|=1.
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| 6 |

| 0b ||
[

b) Tor pode ser interpretada como uma medida do erro relativo em b. O erro em
do valor do nimero de condigao que é maior ou igual a 1.

dependerd

c) Se cond(A) é grande, entdo pequenas pertubagoes relativas em b produzirdo grandes pertubagoes
relativas em x, e o problema de resolver Ax = b é mal condicionado.

d) cond(A) serd considerado grande quando valer por volta de 10* ou mais.

2° caso: Consideremos agora uma pertubagdo da matriz A da forma A 4+ §A e seja b conhecido
exatamente. Portanto a solucao x também serd também pertubada, isto é, teremos x + dx, e assim de:

(A+5A)(z+dz) = b, (4.22)

obtemos:
(x+dz) = (A+5A)" 1. (4.23)

Mas, x = A~'b. Portanto:
dx = —AT'D+(A+64)7 = Sz = [(A+6A) P —A1b.
Seja B = A+ 0A. Temos que:
B'—A! = A'AB' -~ A7'BB™! = A Y(A-B)B!.
Logo:
bxr = [ATYA-B)B™'b = [A7TH(A - (A+5A)(A+5A) )b

= dr = —A'SAA+6A).

De ([4.23)), segue que: LA |
ox = —A " 0A(x + dx) .

Aplicando norma, em ambos os membros, e usando normas consistentes, obtemos:

loz | < [TAT I 6A ||l @+ oz |

L6z » 154
Moel g ag oA
Tetoey = 1A MHAT

L6z 164
— < cond(A)"——— .
Tatoc] SAVY

Novamente, se cond(A) é grande, entdo pequenas pertubagoes em A, produzirao grandes pertubacgoes
relativas em x e o problema de resolver Ax = b é mal condicionado.

Exemplo 4.11 - Analisar o sistema linear:

1.2969 0.8648 1 _ 0.8642
0.2161 0.1441 T2 - 0.1440 ’
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Solugao: Temos que :

1 s 0.1441 —0.8648
AT =10 (—0.2161 1.2069 | -

(O célculo da matriz inversa se encontra na préxima segio).
Usando norma linha, obtemos:
| Alleo = 21617, || A7 [|o = 1.5130 x 10%

e portanto
cond(A) = || Alloo]l A7 || = 327065210 ~ 3.3 x 10% ,

mostrando que o sistema é extremamente mal condicionado.

Se for de interesse estudar métodos que sejam particularmente iteis no caso da matriz A ser mal con-
dicionada, citamos aqui o método de Kaczmarz, que pode ser encontrado por exemplo em [ Carnahan,
1969].

Exercicios
4.21 - Prove que se uma norma de matrizes é subordinada a uma norma do IR™ elas sao consistentes.

4.22 - Sejam A e B matrizes de ordem n. Prove que:

|A-B)

B~ —A1]
< cond(A)
B

————<c¢
I B=1 |
4.23 - Analisar o sistema linear Az = b, onde:
100 99
4 = ( 99 98 > '
4.24 - Analisar o sistema linear Ax = b, de ordem 17, onde os elementos de A sao dados por ,
isto €, A € a matriz de Hilbert.

4.9 Calculo da Matriz Inversa

Sejam A uma matriz nao singular ( det(A) # 0), A=' = [by : by : ... : b,] a matriz inversa de A,
onde b; é a coluna j da matriz A~! e e; a coluna j da matriz identidade. De AA™! =1 ;isto é, de :

A[blbeE fbn] _ [elzezz seny
resulta:
Abj = €j; j:1,2,...,n.
Assim podemos calcular as colunas j, j = 1,2,...,n, da matriz A~!, resolvendo os sistemas lineares
acima.

Portanto, podemos inverter uma matriz utilizando qualquer um dos métodos dados nesse Capitulo.

Observagoes:
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1) Usando decomposi¢ao LU obtemos as colunas de A~!, fazendo:
LUbi:ei, i:l,?,...,n,
isto é, resolvendo os sistemas:

Ly = e

Ub;, =y

144

2) Usando o método de Cholesky (somente para matrizes simétricas e positivas definidas), obtemos as

colunas de A~!, fazendo:
Gthi = €, i:1,2,...,n,

isto é, resolvendo os sistemas:

Gy = ¢
i=1,2,....n.
G' by =y

3) Usando o método de Eliminacdo de Gauss, obtemos as colunas de A~!, resolvendo os sistemas:

AbL = €5 5 i:1,2,...,n.

Observe que podemos colocar todas as colunas da identidade ao lado da matriz A e fazer a decom-

posicao de uma sé vez.

4) Podemos calcular a inversa de uma matriz, pelo método de Gauss-Compacto usando o mesmo

esquema da resolucao de sistemas matriciais, isto é, fazendo:

ail ai2 e Qip T11 T12 P A ) 1 0O ... 0
a21 as2 ce. Q2n 21 T22 oo Top o 0 1 0
Ap1 Ap2 .. Gpp Tpi Tp2 .- Ton 0 0o ... 1

Portanto, as colunas da matriz X sdo as colunas da matriz inversa de A, desde que AA™! = 1.

Exemplo 4.12 - Considere a matriz:

A:

N W
|
NN O
S = W

Calcule A1 utilizando o Método de Gauss-Compacto.

Solugao: Devemos resolver o sistema matricial:

3 0 3 11 X12 13 1 0 0
2 =2 1 21 X222 XT23 = 0 1 0
1 2 0 r31 X322 I33 0 0 1
Temos:
3 03 1] 100 3 0 3] 1 00
2 2 1] 010 ] ~1]23 -2 -1 | -2/3 10
1 20 1] 001 /3 -1 -2 | -1 1 1
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Resolvendo o sistema:

3 0 3 11 1
-2 -1 T21 = 72/3 5
O —2 T3 -1
obtemos: 11 = —%, To1 = 112, T31 = %, (que é a 12 coluna de A_l). Do mesmo modo:
3 0 3 12 0
-2 -1 X292 = 1 s
O -2 Z32 1
fornece x5 = %, Tog = _Zl[v T3y = —%, (que é a 2» coluna de A™1), e de:
3 0 3 T13 0
-2 -1 Z23 = 0 5
O -2 T33 1
segue que: riz = %, Tog = lef, T33 = f%, (que é a 3= coluna de A~1). Assim:

~1/6 1/2  1/2
At = [ 112 —1/4 1/4
/2 —1/2 —1/2
Exercicios

4.25 - Usando decomposi¢cao LU, inverter a matriz:

2 1 0
A = 1 1 1
1 0 1
4.26 - Dada a matriz:
2 1 -1
A = 1 10 ,
-1 2 4

calcular A=Y, utilizando o processo de Cholesky.

4.27 - Seja
2 4 6
A = 1 -3 -1
2 1 1

Usando o método de Eliminacdio de Gauss, calcule A™'.

4.28 - Usando o método de Gauss-Compacto, calcule A~ onde:
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4.10 Exercicios Complementares

4.29 - Quais das matrizes:

2 2 1 3 2 1 2 1 3
A=|332)|; B=|221]|; c=(4 3 8 |,
3 2 1 3 3 2 6 7 17

podem ser decompostas na forma LU ¢ Decompor as que forem possiveis.
4.30 - Mostre que se A é uma matriz real, simétrica, positiva definida, entao necessariamente temos:
a) a; >0,i=1,2,...,n .
b) a?, < ai; ak, para todo i # k .
c) o maior elemento de A em mddulo estd sob a diagonal.

4.31 - Considere o sistema Ax = b; onde

1 a 3 T —2
A= a 1 4], z= To ;o b= -3
5 2 1 T3 4

Para que valores de o
i) A matriz A é decomponivel no produto LU ¢ Justifique.
ii) O sistema pode ser resolvido por Cholesky . Justifique.
iii) Considere a = 1, e resolva o sistema pelo método de Eliminacdo de Gauss .

4.32 - Resolva o sistema abaizo pelo método de Cholesky, completando adequadamente os espacos
pontilhados.

2 X1 + ... X2 - r3 = 3
I + 10 T2 + ... I3 = 6
.x + 219 + 43 = —6

4.33 - Para que valores de o e 3 a matriz:

4 o 1
g4 1|,
1 1 1
se decompde no produto GG'.
4.34 - Considere os sistemas:

r1 + 2z - r3 = 4
(I) 227 + 1329 + r3 = 35
—x1 + To + 4 r3 = 5
T + 2 Zo + T3 = 6
(II) 2 I + 4 T2 —+ I3 = ].4
2x7 + 220 + x3 = 6

Faca uma escolha adequada para resolver um deles pelo método de Gauss-Compacto e o outro pelo
meétodo de Cholesky. Justifique sua resposta.
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4.35 - Resolva o sequinte sistema, por Eliminacao de Gauss, usando aritmética complexa.

{(2+3z‘):z: + 2=y = 2+i
4+6i)z + (3—-6i))y = —2—05¢

4.36 - No ezercicio anterior escreva T = X, +1ix;; Yy = Y, +1y;. Multiplique as partes real e imagindria
de cada equacdo separadamente. Mostre que o resultado € um sistema de 4 equacdes a 4 incdgnitas, cuja
solugdo sao as partes real e imagindria do exercicio anterior.

4.37 - Se a decomposicao LU de uma matriz simétrica A € dada por:

1 1 2 3 4
21 O 3 4 8 12
L = 3 21 » U = O 9 18 ’
4 3 2 1 16
verifique que a matriz G da decomposicao Cholesky € dada por:
1
|22 ©
G = 3 4 3
4 6 6 4
4.38 - Resolver o sistema matricial:
101 x| om 41 2
1 1 0 To | Y2 = 2 | -2
1 10 x3 | ys 9 | 7

pelo método de Gauss-Compacto.
4.39 - Calcular us, us, ug, us resolvendo a equacao de diferencas:
Upt2 + 4un+1 +up=n, (*)

com as condi¢oes de contorno u; = 0 e ug = 1, usando um método a sua escolha.(Escreva (%) para
n=1234).

4.40 - Aplicando-se o método de Cholesky a uma matriz foi obtido:

1 2 -1 ... 0
A = 13 = GG' onde G = 2 ..
1 4 -1 ... V2
a) Preencha os espagos pontilhados com valores adequados.

b) Usando a decomposi¢io GG®, calcule a inversa de A.

4.41 - Seja o sistema Ax = b, dado por:

10 7 8 1 -3
7T 5 6 T = -1
8 6 10 T3 7

a) Determine a inversa da matriz dos coeficientes pelo método de Eliminacao de Gauss.
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b) Resolva o sistema dado, utilizando a matriz inversa obtida em a).
¢) Determine a solugao do sistema usando o método de Gauss-Compacto.

4.42 Relacione os sistemas lineares:

3z + 2x3 = 5
(1) 1 + 4w + w3 = 6
2 To + 5 r3 = 7
—2 r + 2 i) = -1
(II) 1, + 3z — xr3 =
— To + 2x3 = 1
T, 4+ 2z + r3 = 4
(IID 221 + 6 a2 ~ 8
T + 43 5

com 0s métodos:
A) Eliminacdo de Gauss,
B) Cholesky,
C) Gauss-Compacto,

para a sua resolu¢ao.

4.43 - Considere o seguinte conjunto esparso de equagoes:

2 -1 1 2
-1 2 -1 O o ~1
-1 2 -1 T3 - 7
-1 2 -1 Ty B 5

®) -1 2 -1 5 4

-1 2 T 3

Mostre que usando o método de Eliminacao de Gauss o sistema triangular resultante permanece

esparso. Um sistema como este é chamado TRIDIAGONAL. Tuis sistemas aparecem frequentemente
na solucao de equagodes diferenciais parciais.

4.44 - Considere o sistema:

2 5 3 1 8
5 2 1 T2 = 7
1 3 6 T3 13

Trabalhando com arredondamento para dois digitos significativos em todas as operacdes:
a) Resolva o sistema acima pelo método de Eliminagdo de Gauss com pivotamento parcial.

b) Faga uma iteragao para refinar a solugdo obtida em a) e entdo calcule o vetor residuo. O que
vocé pode concluir?
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4.45 - Dado o sistema Ax = b, considere uma pertubacdo da matriz A da forma A 4+ A e seja b
conhecido exatamente. Prove que: se

1
A< — || B!
| AT < T 1B
com B = A+ A, entao:
1) _
loz < 7= llz+dz |, 6= sA [l B Hl<1.

4.46 - Considere um sistema linear cuja matriz dos coeficientes é dada por:

€ —
A = -1
1

—
— =

onde € << 1.
a) Calcule o nimero de condi¢io de A.

b) Com base no resultado do item a) a aplica¢ao do método de Eliminagdo de Gauss daria bom
resultado ou seria necessdrio usar Eliminagdo de Gauss com pivotamento parcial?

c) Considere ¢ = 1074, e resolva o sistema linear Az = b, onde b = (2, 0, 1), pelo método
escolhido no item b).

4.47 - No Capitulo 3, vimos que o processo iterativo:

Tpr1 =xp (2—axp), a#0,

pode ser usado para obter %.
A formula acima vale também para refinar a inversa A~' de uma matriz A ndo singular, isto é: dada

uma aprozimacdo inicial Xo de A~Y, podemos refinar esta aprozimacdo usando:

Xk+1:Xk(QI—Azk),k:O,l,... (**)

3.00 1.00
2.00 2.00 ’

Trabalhando com arredondamento para trés digitos significativos em todas as operagoes;

Considere a matriz:

a) obtenha uma aprozimacao para A~Y, usando o método de Eliminagdo de Gauss,

b) refine a inversa obtida em a) usando (**), até obter o residuo Ry = I — A X} com norma
< 0.1,

c) usando a inversa obtida em b) calcule a solugdo aproximada do sistema Ax = b, onde
b= (-14.0, 12.0)t.

4.48 - Seja A uma matriz nao singular de ordem n, e sejam u e v vetores n-dimensionais.
a) Mostre que, se (A —uv')™! existe, entdo:

1

(A—wh) ' =4 +ad w4t coma = T ity -
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b) Dé condig¢oes para a existéncia da inversa (A —uv?)~1 .

c) Se A1 € conhecida, e B é uma matriz que coincide com A, exceto em uma linha, podemos
escolher u e v para obter B=! (se emistir), aplicando a férmula dada no item a). Sabendo que:

12 —4 7 0 -2 -1
A= -4 1 —2 |, At=| -2 1 4|,
7T -2 4 -1 4 4

e que B coincide com A exceto que em vez de 12 temos 5, calcule B~1.

4.11 Problemas Aplicados e Projetos

4.1 - Considere o circuito a sequir com resisténcias e baterias tal como indicado; escolhemos arbitrari-
amente as correntes e os valores da malha:

2Q 20

L VWV VW

10V @ %49 @ 329

ANV ANV
20 20
(i)
<
AN {}
682 4V
Figura 4.4

Aplicando a Lei de Kirchoff que diz que a soma algébrica da diferencas de potencial em qualquer circuito
fechado € zero, obtemos para as correntes iy,1i2,13, 0 sequinte sistema linear:

2i1+4(i1—i2)+2(i1—i3)—10 = 0
2i272i2+2(i27i3)+4(i272‘1) 0
6iy + 2 (is—i1) + 2(is—is) — 4 = 0

Deseja-se determinar o valor de i = (i1, i2, i3)" que satisfaga o sistema acima.
a) E possivel resolver o sistema pelo método da decomposicao LU ? Justifique.
b) E possivel resolver o sistema pelo método de Cholesky? Justifique.

¢) Resolva o sistema pelo método de Eliminagio de Gauss.
4.2 - Representemos por Ti,T2,T3 € T4 0 numero de quatro produtos que podem ser produzidos no
decorrer de uma semana. Para a producdo de cada unidade precisa-se de trés tipos diferentes de matéria

prima A, B e C conforme indicado na Tabela 4.1.

Tabela 4.1
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matéria
prima | A B C
Produto
(1) i 7
(2) 2 0 1
(3) y 2 3
(4) 3 1 2

Por exemplo: para produzir uma unidade de (1) precisa-se de 1 unidade de A, 2 de B e 4 de C. Se
existem disponiveis 30,20 e 40 unidades respectivamente de A, B e C, quantas unidades de cada produto
podemos produzir?

Obs: Escreva x1,x2 € 3 em funcao de x4 e lembre-se que as solucdes devem ser inteiras e nao
negativas.

4.3 - Um cachorro estd perdido em um labirinto quadrado de corredores (Figura 4.5). Em cada in-
tersecdo escolhe uma direcao ao acaso e seque até a interse¢ao sequinte onde escolhe movamente ao
acaso nova dire¢ao e assim por diante. Qual a probabilidade do cachorro, estando na interse¢ao i, sair
eventualmente pelo lado sul?

1 2 3

4 5 6

7 8 9
Figura 4.5

Esclarecimentos: Suponhamos que hd exatamente as 9 interse¢ées mostradas na figura. Seja Py
a probabilidade do cachorro, que estd na intersecao 1, sair pelo lado sul. Seja Ps, Ps, ..., Py definidas
de modo similar. Supondo que em cada intersecao a que chegue o cachorro, hd tanta possibilidade que
escolha uma direcao como outra, e que, tendo chegado a uma saida, tenha terminado sua caminhada, a
teoria das probabilidades oferece as sequintes equagoes para P;:

PP = (0+0+P+Py)/4
P, = (04+P +P+P5)/4
Py = (PA+0+Ps+Pp)/4
Ps = (Po+Pi+FPs+Ps)/4
Ps = (Ps+Ps+0+P)/4
P, = (P+0+P+1)/4
P = (B+P+P+1)/4
Py = (Ps+Ps+0+1)/4

Para saber a resposta resolva o sistema linear obtido.
4.4 - O problema de se determinar um polinémio:

P.(x) = ag + a1z + agz® + - -+ apa™ |
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de grau no mdximo n, tal que :

onde k; sao constantes, pode ser resolvido através da obtencdo da solugao de um sistema linear. Determine
um polinomio de grau 3, que satisfaca a condi¢cdo acima, considerando a = —1,b=1 e:

a) ko:%a k1:%7 kQZg, k3:%)
b) ko =2, k=2, k2:%7 k3:%7

resolvendo o sistema linear resultante por método numérico a sua escolha.

4.5 - Cargas horizontal e vertical X eY e um momento M sdao aplicados a uma estrutura em balango
de comprimento L, como mostrado na Figura 4.6.

Figura 4.6

Na extremidade livre, o alongamento éx, a deflexdao oy e o giro ¢ (igual ao dngulo com a horizontal) sao
relacionados com as cargas, da seguinte maneira:

L
# 0 0
& X ox
L3 12
0 SET  2ET Y - |y |,
12 L
0 T E T T M ¢

onde:
e FE € 0 mddulo de Young
e A € a area de secgcao transversal
e [ ¢ 0o momento de inércia
A matriz do sistema acima € positiva definida e € chamada matriz de flexibilidade da estrutura.

a) Obter a inversa da matriz de flexibilidade correspondente aos sequintes dados:
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o B =200 -t,
o A = 400 cm?
e L =30m

o I = 50000 cm*

b) Usando o resultado obtido em a) calcular as cargas X eY e o momento M correspondentes
a:
o dx = 0.0035 cm
e Jy =38.0cm
e ¢ =0.018

4.6 - Considere o circuito em escada, mostrado na Figura 4.7, composto de resistores concentrados e
fontes de tensdo ideais, uma independente e outra controlada.

3 o, 3 4
W O~ WA

|
10 ) I,

100V ¢ 67)

=SSO

J

Figura 4.7

O sistema de equagides que se obtém ao solucionar o circuito pelo método dos lagos € o sequinte:

4 (I + I+ I)+10 I; = 100
4 (h+L+1)+3 (Ia+1,)+10 I, =100 -2 I,
4 (I + 1+ 1) +3 (Ia+ 1) +9 [, =100 — 2 I,

a) FEscreva o sistema acima na forma Az = b.

b) Determine A~1.

c) Usando o resultado obtido em b) determine o valor de I,.

4.7 - Suponha que tenhamos o circuito dado na Figura 4.8.

A 20 (1) 10 (2
100V O \/\/\/Q\/\/\/ LJ

329 %19
0oV O AN

B 59@29@

Figura 4.8
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A corrente que flui do nd p para o né q de uma rede elétrica € dada por:

Ipg = Vpr Y
Pq

onde I em Ampéres, R em Ohms e V, e V, sdo voltagens nos nds p e q, respectivamente, e Ry, € a
resisténcia no arco pq (Lei de Ohm).

A soma das correntes que chegam a cada nd € nula (Lei de Kirchoff); assim, as equagdes que relaci-
onam as voltagens podem ser obtidas. Por exemplo: no né 1, tem-se a equacdo :

Tar+ 1o + 14 =0,

ou seja,

100-vy  Vo—-Vi  Vy—-Vi
2 + 1 + 2 =0

ou ainda
-4V + 2V + V4 = —100.

Obtenha as demais equagoes do sistema linear e resolva-o.

4.8 - Uma transportadora possui 5 tipos de caminhdes que representaremos por (1), (2), (3), (4), (5),
0S8 quais sao equipados para transportar 5 tipos diferentes de mdquinas A, B, C, D, E sequndo a Tabela
4.2, onde supomos que A, B, C, D, E ¢ a quantidade de mdquinas que cada caminhdo pode transportar
levando carga plena.

Tabela 4.2
Madaquinas | A B o D E
Caminhdes

1) 1 1 1 0 2
(2) 0 1 2 1 1
(3) 2 1 1 2 0
(4) 3 2 1 2 1
(5) 2 1 2 3 1

Assim, o caminhdo (1) pode transportar 1 mdquina A, 1 mdquina B, 1 mdquina C, nenhuma mdquina
D, 2 mdquina E, etc. Quantos caminhées de cada tipo devemos enviar para transportar exatamente:

e 27 mdquinas do tipo A
e 28 mdquinas do tipo B
e 31 mdquinas do tipo C
e 31 mdquinas do tipo D
e 22 mdquinas do tipo E

Supondo que cada caminhdo vai com carga plena, resolva o sistema linear obtido.

Sugestdo: Represente por x1,xa,x3,T4 € x5 0 numero de caminhdes respectivamente dos tipos (1),

(2), (3), (4) € (5)-
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4.9 - Elabore um algoritmo que tendo como dados n, a matriz A(nxn) onde A = (a;;) € tal que a;; =0
para |i — j| > 1, e b é um vetor (n x 1), determina a solugdo do sistema linear Ax = b pelo método de
Eliminacao de Gauss adaptado para sistemas tridiagonais.

a) Teste seu algoritmo para resolver o sistema dado por:

para vdrios valores de n, e compare sua solu¢cdo com a solu¢cdo matemdtica:

( k

n+1

U1 4 Q. — R
Ye—1 1 2Yk — Yr+1 CFSEk

Yy =4

k

n+1_

8

'

k=1,2,..

7n7

Considere n = 10 e n = 20 e tome em ambos 0s casos Yo = Yp+1 = 0.

b) Teste seu algoritmo para resolver o sistema Ax = b, onde:

4 -2
-1 2 -1 O
-1 2 -1
-1 2 -1
-1 2 -1
A= -1 2 -1 e
-1 2 -1
-1 2 -1

O -1 2 -1

-2 4
b= (2, -1, 7, 5, 4, 3, 2, —4, 7, 8).
4.10 - Representemos por x;, i = 1,2,...,n o nimero das unidades de n produtos que podem ser

produzidos no decorrer de uma semana. Para produgdo de cada unidade precisa-se de m tipos diferentes
de matéria prima My, M, ..., My,. Tais relacoes sdo dadas através de uma matriz A onde a;; indica
quantas unidades da matéria prima M; sao necessdrias para produzir uma unidade do produto x;.
Suponha que existam D1, Do, ..., D,, unidades respectivamente de matérias primas My, M, . ..
Nosso problema € determinar quantas unidades de cada produto podemos produzir.
Lembre-se que tais quantidades devem ser inteiras e nao negativas.

Considere os dados da Tabela 4.3.

M,

Tabela 4.1

M, M, M M, M;s My
1 1 2 i 2 Vi 5
To 2 0 1 2 2 2
3 4 2 3 1 5 3
Ty 3 1 2 3 2 2
Ts5 1 2 0 3 1 2
6 1 0 1 0 y; 3
T7 ] 3 2 2 3 2
D 60 70 70 50 70 60




Capitulo 5

Solucao de Sistemas Lineares:
Métodos Iterativos

5.1 Introducgao

Ao lado dos métodos exatos para resolver sistemas lineares, existem os métodos iterativos os quais
passamos a discutir agora. Em certos casos, tais métodos sao melhores do que os exatos, por exemplo,
quando a matriz dos coeficientes é uma matriz esparsa (muitos elementos iguais a zero). Eles ainda
sd0 mais econémicos no sentido que utilizam menos meméria do computador. Além disso, possuem a
vantagem de se auto corrigir se um erro é cometido, e eles podem ser usados para reduzir os erros de
arredondamento na solugdo obtida por métodos exatos, como discutido no Capitulo 4. Podem também
sob certas condicgoes ser aplicado para resolver um conjunto de equagoes nao lineares.

5.2 Processos Estacionarios.

Um método é iterativo quando fornece uma sequéncia de aproximantes da solucdo, cada uma das
quais obtida das anteriores pela repeticao do mesmo tipo de processo.

Um método iterativo é estacionario se cada aproximante é obtido do anterior sempre pelo mesmo
processo.

Quando os processos variam de passo para passo mas se repetem ciclicamente de s em s passos dizemos
que o processo é s-ciclico. Agrupando-se os s passos de cada ciclo num tnico passo composto, obtemos
um método estacionario.

No caso de métodos iterativos precisamos sempre saber se a sequéncia que estamos obtendo esté
convergindo ou nao para a solugao desejada. Além disso, precisamos sempre ter em mente o significado
de convergéncia. ( Revise: norma de vetor e norma de matriz , Capitulo 1).

Definicdo 5.1 - Dados uma sequéncia de vetores ©*) € E e uma norma sobre E, onde E é um espago
vetorial, dizemos que a sequéncia {x*)} converge para x € E se || ¥ —x || — 0, quando k — oo.

Consideremos entdo um sistema linear Az = b determinado, (det(A) # 0), onde A é uma matriz
quadrada de ordem n, x e b sdo vetores n x 1.

Como no caso de equagdes nao lineares (Capitulo 3), para determinar a solu¢dao de um sistema linear
por métodos iterativos, precisamos transformar o sistema dado em um outro sistema onde possa ser
definido um processo iterativo; e mais, que a solucdo obtida para o sistema transformado seja também
solucao do sistema original, isto é, os sistemas lineares devem ser equivalentes.

156
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Suponha entao, que o sistema Ax = b tenha sido transformado num sistema equivalente da forma:
r =Bz +g. (5.1)

( por exemplo: B=1T—A e g =1b), de maneira que a solugao Z de seja, também, solucao de
Ax =b.

Seja (%) uma aproximacao inicial para a solucio z de . Obtemos as aproximacoes sucessivas
para a solucao desejada T, usando o processo iterativo estacionario definido por:

k)

™ = Btk 4 g (5.2)

Se a sequéncia {z(F)} converge para Z entdo Z coincide com a solucdo = de Az = b.
De fato, passando-se ao limite ambos os membros de (5.2)), obtém-se:

x=Bzx + g.

Pela hipétese de equivaléncia T é também solucao de Ax = b.
O préximo teorema fornece a condicio necessaria e suficiente para a convergéncia da sequéncia z(*).

Teorema 5.1 - A condi¢cdo necesséaria e suficiente para a convergéncia do processo iterativo definido
por é que maz|\;| <1, onde \; sdo os auto-valores da matriz B.

Prova: A prova deste teorema pode ser encontrada em .....

Em geral é dificil verificar as condi¢oes do teorema [5.1] Entretanto, podemos obter uma condi¢do
suficiente que a matriz B deve satisfazer para assegurar a convergéncia do processo iterativo definido
por (5.2)). Enunciamos formalmente tal condicdo no préximo corolério.

Coroldrio 5.1 - (Critério Geral de convergéncia)- O processo iterativo definido por é conver-
gente se para qualquer norma de matrizes, || B ||< 1.

Prova: A convergéncia da sequéncia z(®) para a solucéo x de Az = b é estudada introduzindo-se o vetor
erro:

eF) = 4 — 2(F)

Subtraindo-se ([5.2) membro a membro de (5.1)), obtemos:
z — 2P = B (xfz(k*1)> ,

e portanto:
e®) = B ek (5.3)

De podemos escrever:
1) = Beh=2) o k) = B2 ((k=2)
e assim por aplicacOes sucessivas, segue que:
e®) = BF O
onde €(© ¢ o erro inicial. Tomando normas consistentes, (definicao m ), na expressao acima, segue que:

1B e | < BJ* [ e ]
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Portanto:
b | <l BI* e

Desta desigualdade vemos que se || B ||< 1 teremos:
le® | =la-a® | —o0,

isto é, se || B ||< 1 para alguma norma, entdo temos garantida a convergéncia do processo iterativo
definido por (5.2).
A matriz B de (5.2)) é chamada matriz de iteragao do processo iterativo.

Exemplo 5.1 - Seja

0.5 —0.2 0.5
B = 0.1 0.6 0.4
-0.3 0.1 0.0

Verificar se um sistema Ax = b que tenha a matriz B acima, como matriz de itera¢do, convergird
para a solugao.

Solugao: Calculando || B ||c obtemos || B ||oo= 1.2 e nada podemos concluir. Calculando || B ||; obte-
mos || B ||1= 0.9 < 1 e podemos agora afirmar que o processo iterativo com essa matriz é convergente.

Processo de Parada

Para aplicar qualquer método iterativo escolhemos z(®) como uma aproximacao inicial para a solucao
de Az = b. Com essa aproximacao inicial e um método numérico, do tipo , refinamos a solugao até
obté-la com uma determinada precisdo (ntimero de casas decimais corretas) .

Para obtermos a solucao com uma determinada precisao € devemos, durante o processo iterativo,
efetuar o seguinte teste: Se

[ p(k+1) _ (k) llso
| 2+

< € (errorelativo) ,

onde € é uma precisdo pré-fixada; z* e zFT!

é a solugao procurada, isto é, tomamos x = x
Veremos agora alguns métodos particulares.

sdo duas aproximacbes consecutivas para Z, entdo z*t!

k+1

5.2.1 Meétodo de Jacobi-Richardson

Considere o sistema linear Ax = b de ordem n, determinado, isto é:

a111 +  ai2x2 + ... 4+ Q1pTp = b1
a21T1 + agexs + ... 4+ agpx, = be (5 4)
an1T1 + an2x2 + ...+ AppTn = bn

A matriz A do sistema (5.4]) pode ser decomposta na forma:
A=L+D+R,

onde L é uma matriz triangular inferior formada pela parte inferior da matriz A, D é a diagonal de A e
R é uma matriz triangular superior formada pela parte superior da matriz A, isto é:

o o i>i g fegiisi o [y i<
P oisy W T Lo iAs TTTL0 iz
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Supondo det(D) # 0, podemos transformar o sistema original em:

(L+ D+ Rz =b
=Dz = —(L+R)z+b
=z = -D'(L+R)z+D7'b.

que estd na forma (5.1) com B=—-D"YL+ R) e g= D™1b.
O processo iterativo definido por:

e = D YL+ R) 2™ + D71 b,

é chamado de Método de Jacobi-Richardson.
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(5.5)

Comparando (5.5) com (5.2) vemos que a matriz de iteracao do método de Jacobi-Richardson é :

—D YL+ R).

Por hipétese a;; # 0, pois estamos supondo det(D) # 0. Podemos entao, antes de decompor a matriz
A em L+ D+ R, dividir cada equagao pelo correspondente elemento da diagonal principal, resultando

assim:

A* = L*"+I1+R",

onde A* é a matriz obtida de A apds a divisdo, I é a matriz identidade.
Assim, o processo iterativo pode ser escrito como:

£L’<k+1) _ _(L* +R*) x(k:) +b*7

onde os elementos de L*, R* e b* sao, respectivamente, dados por:

Qs Qs
* = VR 3 1 * = ¥R
ij = @ij Q5 Z > j ; r;‘j = ij [
0 ) 1<j 0 )
b.
* 1
by =—,1=1,2,...,n
Qi

Vemos por (5.6) que as componentes de z*T! podem ser calculadas sucessivamente sem necessidade
de se calcular D™1, e a matriz de iteragdo do método de Jacobi-Richardson é dada por: — (L* + R*).

Dado o sistema (5.4]), o método de Jacobi-Richardson consiste na determinagio de uma sequéncia de

aproximantes da iteracao k:

xgk) , xgk) s ey mglk) , k=1,2,3,...,
a partir de valores iniciais:
R A
através do processo iterativo definido por (5.6)), isto é:
Y = e — el — = a4
xgﬁ_l) = — aglxgk) — aﬁsxgk) T a;nxﬁf) + b
k+1 v (K v (K w (K N
xé+) = —a31x§) — a32xé) — .= a?mx%) + b3
k « (K . (K « k
m5L+1) _ —%ﬂg) _ %2335) - _ %,nflm()

Observe que o método de iteracao linear para uma tnica equacao, que foi discutido no Capitulo 3,
e o0 método de Jacobi-Richardson sao exatamente o mesmo, com a diferenga que este ultimo é aplicado
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a um sistema de equacoes. E facil ver que no método de Jacobi-Richardson as equagbes s@o mudadas
simultaneamente usando-se o valor mais recente do vetor x, e por causa disso esse método é também
conhecido por Método dos Deslocamentos Simultaneos.

Critérios de Convergéncia

Fazendo B = —(L* + R*) no critério geral de convergéncia, (Lema[5.1)) e escolhendo sucessivamente as
normas || - |loo € || - ||1 obtemos critérios suficientes de convergéncia para o método de Jacobi-Richardson.

Assim o método de Jacobi-Richardson converge se:

a) o critério das linhas for satisfeito, isto é, se:

max Z la;;] < 1, (5.7)

j=1
J#i
b) o critério das colunas for satisfeito, isto é, se:
n
max Z laj;l < 1, (5.8)
1

1<5<n

i=1
i#]
Observe que basta apenas um dos critérios ser satisfeito para garantirmos a convergéncia.

Definigao 5.2 - Uma matriz A € estritamente diagonalmente dominante se:

aiil < lag|, t=1,2,...,n. 5.9
J

j=1

J#i

Observagao:

Com a definicao fica facil ver que se a matriz dos coeficientes for estritamente diagonalmente
dominante entdo o critério das linhas é satisfeito. De fato, se ([5.9)) é satisfeita para todo i, entdo se
dividimos cada equacao pelo correspondente elemento da diagonal principal segue que:

n Qi s n n

1] . * 3 *

— l,i=1,...,.n=> - l,i=1,....,n= i 1.

Z o < 1,1 R ) Z laj;| < 1,i ey 11;1%)("2: laj;| <
Jj=1 j=1 j=1
J#i J#i J#i

Portanto obtemos mais um critério de convergéncia, isto é, podemos verificar se o método de jacobi-
Richardson converge testando se a matriz dos coeficientes é estritamente diagonalmente dominante.

Exemplo 5.2 - Resolver o sistema:

107 + 229 + x3 = 7
T + b5ry + T3 = -8
2r1  + 3z + 10z3 6

pelo método de Jacobi-Richardson com x(®) = (0.7, -1.6,0.6)" e e < 1072.
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Solugao: Em primeiro lugar devemos testar se temos garantia de convergéncia. Temos que a matriz dos
coeficientes é estritamente diagonalmente dominante, pois satisfaz (5.9). De fato:

lae| + laws| = [2]+[1] < [10] = |au],
lagi| + [azs] = [1]+[1] < [5] = |ag2|,
las1] + las2| = [2]+[3] < [10] = |ass] .

Portanto podemos garantir que o processo de Jacobi-Richardson aplicado ao sistema dado sera con-
vergente.
Dividindo entao cada equagao pelo correspondente elemento da diagonal principal obtemos:

T + 02z9 + 0.1xz3 = 0.7
0271 + a2 + 0223 = —16
0.2{E1 —+ 031‘2 —+ T3 = 06

Apesar de nao ser necessério, pois ja sabemos que o processo de Jacobi-Richardson serd convergente,
por se tratar de exemplo, verificaremos também o critério das linhas e o critério das colunas. Assim, para
verificar o critério das linhas, calculamos:

lata| + lais] = 10.2]+]0.1] = 0.3,
|a5,| + lags| = [0.1]+10.1] = 0.2,
a3,] + lagal = 02+ 0.3) = 05,
3
:>11£1?§Xn Z laj;[ = 05 < 1,
j=1
i
e portanto o critério das linhas é vélido, o que jé era de se esperar, (ver observacdo ap6s definigao .
Para verificar o critério das colunas, calculamos:
lag, [+ [az,| = [0.2[+1]0.2] = 0.4,
lata| + [azs| = 10.2[410.3] = 0.5,
[0.1] +10.2] = 0.3,

* *
|lats| + [a3s]
3
= max g laj;] = 05 < 1,
1<j<n
=1
i#£]
portanto o critério das colunas também é valido.

Portanto qualquer um dos critérios de convergéncia assegura a convergéncia do método de Jacobi-
Richardson. Temos que as iteragoes sao definidas por:

G = 02200 — 012P + 07
25 = 022 — 02:F — 16
2 = 022" — 0327 4+ 06

e a partir de 2(0) = (0.7,-1.6,0.6)t, obtemos para (1) os seguintes valores:

2V = —022” 012 + 0.7 = —0.2(=1.6) — 0.1(0.6) + 0.7 = 0.96
2 = —0.22” — 022" — 1.6 = —0.2(0.7) — 0.2(0.6) — 1.6 = —1.86
2 = —0.22(” — 032" +0.6 = —0.2(0.6) — 0.3(~1.6) + 0.6 = 0.94

Continuando as iteragoes obtemos a tabela:
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2 3 4

1| 0.7  0.96
z2 | -1.6 -1.86

zs | 0.6 094

0.978 0.9994  0.9979

-1.98  -1.9888 -1.9996

0.966  0.9984  0.9968

Agora, desde que:

2@ _ 3

e portanto
[EREEENS

0.0108

—0.0015

= 0.0108 | ,

0.0016

[El

1.9996

segue que a solucao do sistema, com € < 1072, é:

Exercicios

~ 0.0054 < 1072,

0.9979
—1.9996
0.9978

5.1 - Usando o método de Jacobi-Richardson, obter a solu¢ao do sistema:

107 +
X1 +
2I1 —
com 8 casas decimais corretas.
5.2 - Dado o sistema:

10z, —+
2371 +
Tr1  +

a) Verificar a possiblidade de aplicagdo do método de Jacobi-Richardson.

b) Se possivel resolvé-lo pelo método do item a), obtendo o resultado com e < 1072,

5.2.2 Método de Gauss-Seidel.

xTo — X3 = 10
10%2 + I3 = 12
i) + 101‘3 = 11
To - x3 = 10
10z + 8xz3 = 20
T2 + 10x3 = 30
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Suponhamos, como foi feito para o método de Jacobi-Richardson, que o sistema linear Ax = b seja

escrito na forma:

(L*+I+R")x=0"

Transformamos entao esse sistema como se segue:

*4 Do =—R'z+b*
o=—(L"+ D) 'Ra+ (L + I)~Lb* .

que estd na forma (5.1) com B = —(L* + I)"'R* e g = (L* + 1)~ 'b*.
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O processo iterativo definido por:
e D = —(L* + )R 2™ 4 (L* + )7, (5.10)

é chamado de Método de Gauss-Seidel.
Comparando (5.10) com (5.2) vemos que a matriz de iteragdo do método de Gauss-Seidel é: —(L* +
I)~'R*.
Observe que pré-multiplicando (5.10) por (L* + I) , segue que:
(L* + I)x(lﬁ»l) — —R*.I‘(k) + b
ou
D = gt Rt 4o (5.11)

Por vemos que as componentes de z(*T1) podem ser calculadas sucessivamente sem necessidade
de se calcular (L* + 1)~

Dado o sistema , o método de Gauss-Seidel consiste na determinacao de uma sequéncia de
aproximantes da iteracao k:

92 k=123,
a partir de valores iniciais:
0 0
A0 L0 o
através do processo iterativo definido por (5.11)), isto é:
k+1 w  (k o (K w (k .
Jing) = —alzxg) — alga:é) - .= alnxgl) + b
k+1 o (k1 v (K « (K .
wéJr) = —a21m§+) — a23xé) - .= aan;) + b3
xékﬂ) = — a§1x§k+1) — a§2x(2k+1) - ... = a;nx%k) + b3
D — azlxgk"'l) - azgx;k—i_l) - .. = a;vn_lxékjll) + b

Esse método difere do processo de Jacobi-Richardson por utilizar para o célculo de uma componente
de z+t1) o valor mais recente das demais componentes. Por esse motivo o método da Gauss-Seidel
também é conhecido por Método dos Deslocamentos Sucessivos.

Critérios de Convergéncia

Fazendo B = —(L*+1)~'R* no critério geral de convergéncia, (Lema, vamos agora obter critérios
de convergéncia para o método de Gauss-Seidel.

Inicialmente lembremos, (veja defini¢ao [L.13)), que se k satisfizer a desiguladade || Bz ||[< k || = ||
teremos || B ||< k. Impondo k < 1 teremos uma condigdo suficiente para garantir a convergéncia do
método de Gauss-Seidel. Vejamos entao como obter tal condigao. Para tanto, seja y = Bz, isto é:

y = —(L*+1)"" Rz
= (L*+I)y = — R'x
= y=—-L'y — R'z.

Assim o vetor y é obtido do vetor x a partir das equagoes:

Y1 =—ajy T2 — aj3 T3 — ... — aj, Tn
* *
Y2 = — G531 Y1 — A3 T3 — ... — Gy, Tn
— * * *
Yys = 70‘,31 Y1 — (132 Y2 — ... — a3n In (512)

_ * * *
Yn = —Qp1 Y1 — Apa Y2 — ... — Qpp_1 Yn—-1



CAPITULO 5. SOLUCAO DE SISTEMAS LINEARES: METODOS ITERATIVOS

e queremos calcular || Bz ||s. Mas,

1Bl = 9o+ com [ yloo = max Iy -

Agora, a partir de (5.12), podemos escrever:

|y1|

Portanto:

Portanto:

|Z/2|

n n n
1> aiia | < ) aiyl eyl < }:IGE|H?X|$H
= = =

n
Z lai;l l@llo= Bi 2]l onde i =) lajl.
j=2

Jj=2

il < 61 2o -

n n
= laq o + ) a3yl < lagllyl + Y lag| |l

Jj=3 j=3
< lanlbr |7 e + Z jaz;| max ||
J=3
< anl B lzlle + Z las;| | @ [l

Jj=3

n
= |lanilbr + Y lagl | llellso = B2 llellso

=3

n
onde By = | a3 [0 + Z |as;]
j=3

ly2l < B2 [l2lso -

Assim, para y;, podemos escrever:

|yi|

IN

IN

‘Z azg y] + Z (l-le < Z |azg| |yj‘ + Z |a1j| |xj|

Jj=i+1 j=i1+1
Z lai;| B I llo + Z jaij | max ;|
Jj=t1+1
i—1 n
Dolapl 85+ Y lapl] Nl = B e
j=1 j=i+1

n

i1
onde §; = Z lai;| B; + Z |aj;|
j=1

j=i+1

164
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Portanto:
lyil < Bi ||#]]oo -

Temos entao:

1Bzl = lvlle= max lul < max 6 ol
< .
= | B lloo < lréliagxn B; .

Assim se §; < 1 teremos || B ||oo< 1 e portanto estard satisfeita uma condigao suficiente de con-
vergéncia.
Portanto o método de Gauss-Seidel converge se:

a) o critério de Sassenfeld for satisfeito, isto é, se:

max <1
1<i<n Bi

onde os (3; sao calculados por recorréncia através de:

Z laj;| B; + Z [ (5.13)

Jj=i+1

b) o critério das linhas for satisfeito, isto é, se ([5.7)) for verificado.

Para provar que o critério das linhas é védlido também para o método de Gauss-Seidel, basta verificar
que a condigao (5.7) implica 8; < 1,7 = 1,2,...,n. De fato, (provando por indu¢ao), para i = 1,
temos:

n
ﬂl = Z|a>{]| < 1r£za<xn Z |a1]| < L
Jj=2
J#z

Suponhamos ; < 1 para j =1,2,...,i — 1. Segue entdo:

61' = Z |CL”‘ 6] + Z |az]|

j=i+1
< Z laj;| < max Z laj;| < 1.
J#l J:ﬁlz

Portanto max 3; < 1 e o critério de Sassenfeld é verificado.

¢) a matriz dos coeficientes for estritamente diagonalmente dominante, isto é, se (5.9) for vélido.
A prova aqui é idéntica a realizada no método de Jacobi-Richardson.

Observagoes:

1. Dado um sistema linear Ax = b pode acontecer que o método de Jacobi-Richardson aplicado a ele
resulte convergente enquanto que o de Gauss-Seidel resulte divergente e vice-versa.

2. Se || B || néo for apreciavelmente menor que 1 a convergéncia pode ser bastante lenta.
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3. Uma permutacao conveniente das linhas ou colunas de A antes de dividir cada equagao pelo coefi-
ciente da diagonal principal pode reduzir o valor de || B ||.

4. A convergéncia para os métodos: Jacobi-Richardson e Gauss-Seidel nao depende do vetor inicial
(0)
z\%).

Evidentemente quanto melhor a aproximacgao inicial menor serd o ntimero de iteragoes necessarias
para atingir uma determinada precisao. Como nao conhecemos a priori a solugao, normalmente,
tomamos o vetor nulo como sendo o vetor inicial. Observe que para o método de Jacobi-Richardson,
se tomarmos o vetor nulo teremos z(!) = b*. Tomamos entdao z(®) = @ (vetor nulo), para o método
de Gauss-Seidel e 2(9) = b*, para o método de Jacobi-Richardson.

Exemplo 5.3 - Resolver o sistema:

5(E1 + ) + T3 = 5
3v1 + 4z + w3 = 6
3z17. + 32 + 6x3 = 0

pelo método de Gauss-Seidel com e < 1072,

Solugao: A matriz dos coeficientes nao é estritamente diagonalmente dominante. Assim, por esse critério,
nada podemos afirmar sobre a convergéncia do processo de Gauss-Seidel.
Dividindo cada equacao pelo correspondente elemento da diagonal principal obtemos:

1 + 022 + 02zxz3 = 1
0.75z17 + ro + 025x3 = 1.5
0.5z7 + 0.529 + z3 = 0

Vimos anteriormente que se matriz dos coeficientes nao for estritamente diagonalmente dominante
entdo o critério das linhas também n&o serd satisfeito. Mas, por se tratar de exemplo, calculemos ([5.7).
Assim:

|lals| + lais] = [0.2[+[0.2] = 0.4,

a5, | + lazs] = [0.75]+10.25] = 1,
|az,| + lazs| = 10.5]+10.5] = 1,
3
o2 bl =
i

e portanto por esse critério nao podemos garantir convergéncia.
Aplicando o critério de Sassenfeld, temos:

B 0.2] + 0.2 = 04,
B = [0.75/(0.4) + |0.25 = 0.3 + 0.25 = 0.55,
Bs 10.5/(0.4) + |0.5[(0.55) = 0.2 + 0.275 = 0.475 ,

= max fG; = 055<1,
1<i<n

logo temos o critério de Sassenfeld satisfeito e portanto podemos garantir que o processo de Gauss-Seidel
converge .
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Temos que as iteragoes sao definidas por:

2 = 0228 — 022 41
2 = 075 MY 02520 4+ 15
2 = o5 2D — o5
e a partir de (0 = (0,0,0)*, obtemos para (M) os seguintes valores:
2V = —022” —02:” +1=-02(0)-020)+1=1
2V = —0.752( — 0252 + 1.5 = —0.75(1) — 0.25(0) + 1.5 = 0.75
2V = —052( — 0528 = —0.5(1) — 0.5(0.75) = —0.875
Continuando as iteragoes obtemos a tabela:
k|0 1 2 3 4
1|0 1 1.025 1.0075 1.0016

zo | 0 0.75 0.95 0.9913 0.9987

z3 | 0 -0875 -0.9875 -0.9994 - 1.0002

Agora, desde que:
—0.0057
@ — () = 0.0074 |
0.00075

e portanto

@ 2@ 0.0074
2™ — 2P o _ ~ 0.0074 < 1072,

| 2@ oo 1.0016
segue que a solucdo do sistema, com e < 1072, é:
1.0016
r = 0.9987
—1.0002
Exercicios
5.3 - Dado o sistema:
dry + 2x9 + 623 = 1
dr; — x + 3wz = 2
—T1 + 51’2 + 3563 = 3

Mostrar que reoordenando as equagoes e incognitas podemos fazer com que o critério de Sassenfeld
seja satisfeito, mas nao o das linhas.

5.4 - Considere o sistema:

S5r1 + 2z 4+ x3 = 7
—x1 + 4z + 23 = 3
2v17 — 3zo 4+ 1023 = -1

a) Verificar a possiblidade de aplica¢ao do método de Gauss-Seidel, usando o critério de Sassen-
feld.

b) Se possivel, resolvé-lo pelo método do item a), obtendo o resultado com € < 1072,
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5.3 Processos de Relaxacao

Veremos nessa se¢ao alguns métodos iterativos para resolver sistemas lineares conhecidos como pro-
cessos de relaxacao. Para desenvolver tais métodos precisamos de alguns conceitos, os quais passamos
a considerar agora.

1) Para uma funcao y = f(z), o ponto xg tal que f'(xo) = 0 é denominado ponto estaciondrio de
f. Para saber o tipo de ponto calculamos a derivada segunda de f. Assim se:
a) f”(xo > 0 entdo z( é ponto de minimo,
b) f"(x0) < 0 entdo zo é ponto de maximo,

c) f"(xp) =0 entdo xy é ponto de inflexdo.

2) Para uma funcao de n varidveis y = f(x1,xs,...,z,), denominamos gradiente de f, em simbolo,
grad f, :
grad f = (fmlvfacgw . afacn) )

onde f,, sdo as derivadas parciais de f em relagdo a x;. Assim o ponto P = (z1,...,z,)" tal que
grad f(P) =0 é denominado ponto estaciondrio de f.

Portanto ponto estacionario é o ponto onde todas as derivadas parciais se anulam.

Para saber o tipo de ponto, devemos calcular as derivadas parciais de 2= ordem. Seja A uma matriz

2
cujos elementos (a;;) = 657f Portanto:

midxj
*f >f O f
0x7 0x10zy °°° 0Ox,0z,
*f >’f . *f
A(P) = Oz9011 ox3 090z,
0% f 0% f O%f
0x,0r1 O0r,0xy o0x?

Assim, se:
a) A(P) : positiva definida entdo P é ponto de minimo,
b) A(P) : negativa definida entdo P é ponto de maximo,
c) A(P) : indefinida entdo P é ponto de cela.

A defini¢do de matriz positiva definida encontra-se no Capitulo 4 (Definigao |4.4)).
Estamos agora em condigoes de descrever o processo de relaxacao.

Seja o sistema linear :
Az +b=0, (5.14)

onde A, n x n, é positiva definida; x e b sdo vetores n x 1. Portanto, o sistema (5.14) tem uma tnica
solucao.
Se v é uma aproximagao da solugao entao:

r=Av+b,
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é o residuo.
O objetivo do processo de relaxacao é fazer com que o residuo se anule. Para ver como é possivel
conseguir isso, consideremos, junto com o sistema de equagoes (5.14), a fungao quadratica:

Flv) = %(Av,v) +(bo) | (5.15)

onde A = (a;;); v = (v1,v2,...,0,) 0= (b1,ba,...,b,)", sendo que (Av,v) > 0, com igualdade valida se
e somente se v = 6 (vetor nulo).
Portanto, calculando os produtos escalares da expressao (5.15]), obtemos:

F(U) = % zn: a;5VV5 + zn:bi’l)i ,
i=1

ij=1

Observe agora que:

n n o n
E aijvivj = E E CLij'Uﬂ)j
i=1 j=1

1,7=1
2
= a11v] + a12v1v2 + ...+ a1,V1V,

2
+  a21V201 + A22V5 + ...+ A2p V2V,

2
+  An1UpU1 + A2V V2 + ..o+ apnty,

Zbivi = bvi+...+byu, .
=1

Portanto: N
0 Zw-:l a;jV;V;
B DL E
K3

Jj=1

desde que A é simétrica, e
0 Z?:l bivi b,
=l 22—y,

ov;
Logo, podemos escrever que:
OF (v) 1 "
a’Ui = 5 -2 Zaijvj +bz
Jj=1
= Zaijv]er“zfl, N
j=1
Agora:
OF (v) OF(v) OF (v)
d F(v) = e .
grad F(v) ( vy’ 2up Ovy,
Portanto:

grad F(v) = 0 & <8F(v)) =0,¢=12,...,n
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n
@Zaijvj—i—bi =0,2=1,...,n.
Jj=1

Assim, temos que: Av+b =0 = grad F(v). Mas, desde que Av + b = r, podemos concluir que
grad F(v) =r. Assim, nosso objetivo é obter grad F(v) = 0, pois assim teremos r = 0.

Teorema 5.2 - O problema de determinar a solucdo do sistema , onde A € positiva definida, €
equivalente ao problema de determinar o ponto de minimo de .

Prova: Evidentemente P = (z1,%2,...,T,)" é ponto estaciondrio da F se e somente se (z1,s2,...,Ty)
é solugao de (5.14]), pois se P é ponto estaciondrio da F' entdao grad F = 0 = r = 0 = P é solugao de
Ax + b= 0. Resta provar que F' tem um sé ponto estaciondrio e que este ponto é de minimo.

Temos que v é ponto estacionédrio da F se e somente se grad F(v) = 0, isto é, se e somente se:

Zaij0j+bi = O7 i:172’_”7n'

j=1

Além disso, o ponto estacionario é unico, pois, o sistema admite uma tnica solugao. Como:

O*F(v) " O*F(v) " O*F(v) o
811% - 11 » 6'017}2 - 12 5+ -0y a’l)i’l)j - 1]
temos que:
82F (v)
A = (a5)=——2.
(a’J) 81)1‘1}]‘

Agora, por hipétese, A é positiva definida. Assim v é ponto de minimo.

O exemplo a seguir ilustra o teorema anterior.

Exemplo 5.4 - Seja o sistema linear Az +b =0, dado por:
100 xr1 + T — 1 = 0
x1 4+ 100z — 100 = 0

Calcule a fungao quadrdtica dada por e mostre que o ponto de minimo desta func¢do € solugao
do sistema dado.

Solugao: E f4cil verificar que a solugao do sistema dado é:

(")

Formemos a funcao quadrética, F'(v). Temos que:
Av — 100 1 V1 100v1 + vg
o 1 100 V2 U1 + 1001}2 ’

(Av,v) = 1000} + 2v1v9 + 10003 |

Assim:
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(b,v) = —v; —100v; .
Logo:
1
F(v) = 5(1001;% + 20109 4+ 1000v3) — v; — 100vy .
Além disso:
O’°F o’F
ov? 0v10vy 100 1
= = A s
9’°F o’F 1 100

802801 871)%

que é uma matriz positiva definida.

Portanto F'(v) tem ponto de minimo em (0,1), que é a solucdo do sistema. O valor do minimo ¢
Frin = —50. Assim, apesar da forma quadratica ser positiva definida, o minimo pode ser negativo.

Observe que os métodos de relaxacao sao usados apenas para sistemas cuja matriz dos coeficientes
sdo positivas definidas. Se A é néo singular, mas néo é positiva definida ndo podemos aplicar o raciocinio
apresentado. Os métodos de relaxagdo nestes casos nao convergem.

5.3.1 Principios Basicos do Processo de Relaxacao

Sejam v a solugao inicial e r = Av 4+ b o residuo. Escolhemos uma direcao p e variamos v nessa
diregao, com o objetivo de diminuir F'(v), para ir atingindo seu ponto do minimo que é a solugao do
sistema; ou seja, tentamos anular o residuo na diregao p.

Assim, variando v na diregao p, isto é, tomando:
vV =v+tp,

procuramos determinar o parametro ¢ de modo que a funcdo F diminua. Logo devemos procurar o
minimo de F na diregdo p. Temos entao que:

F(') = %(AU,,’U/) + (b,v")

(A(v+tp),v+tp) + (b,v + tp)

N =

[(Av, v) + 2t(Av,p) + t2(Ap, p)

DN =

+  2(b,v) + 2t(b, p)]

2
= Fv)+ 5(Ap,p) +t(Av+b,p) .

desde que % [(Av,v) + 2t(b,v)] = F(v). Portanto:

F) = () + 5 (App) + 1(p)
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que é fungao do parametro t.

O parametro t é selecionado de tal forma que F' é minimo dentro do conjunto acima examinado.A
condigao necessaria para que isso ocorra é:

OF (v’
8(t ) - t(Ap,p) + (r,p) =0
(r,p)
=t = — ,
(Ap.p)

. L . . 0?F(v') . . . . .
que é um ponto estacionario da F'. Além disso o = (Ap,p) > 0 pois A é positiva definida e assim
t ¢ minimo na diregao p.

Portanto: (r.p)
P
Observagoes:

1) Diferentes escolhas da diregdo p nos dao diferentes métodos de relaxagio.
2) O ponto v/, que é tomado na diregéo p de relaxacdo com t = t,;,, é chamado ponto do minimo.

3) Analisando a equacao ([5.16)) com r = Av + b, notamos que a diregdo p de relaxagdo ndo deve ser
escolhida ortogonal ao vetor residuo r. Se assim fosse, o ponto v’ teria sempre t,,;;, = 0 e nao
haveria melhoria na aproximacgao da solugao.

Teorema 5.3 - Para o ponto de minimo v' com t = t,,;, o novo residuo r' = Av' + b € ortogonal a
direcao p da relaxzacgdo.

Prova: Temos que:

ro= AV +b = Alv+itp)+b
= Av+b+tAp
=7 = r+tAp.

Portanto:
(r',p) = (r+tAp,p) = (r,p) +t(Ap,p) .

Para t = t,,:n, segue que:

! — _ (T,p) _
(’I",p) - (Tap) (Ap,m(Ap,p) =0.

Logo ' e p sdo ortogonais, demonstrando o teorema. Observe que o novo residuo nao tem compo-
nentes na diregao p, ou seja, o novo residuo, 7/, se anula na direcao p.
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5.3.2 Método dos Gradientes

Dado o sistema ([5.14]), com A positiva definida, construimos a fun¢ao quadrética F'(v). Vimos que a
solucdo do sistema dado coincide com o ponto de mimimo de F'(v) e que gradF(v) = Av+b=r. Aqui,
definiremos a direcao p de relaxagao por:

k

pF=—r D para k=1,2,... (5.17)

Esta diregao é dirigida para o ponto do minimo.

Todo processo iterativo onde a diregao p de relaxagao é a do residuo em sentido oposto é chamado
Método dos Gradientes.

Temos que:
_ _(np) _ (@YW

tmin - -
(Ap,p) (Ap() | p(k)y

(7"(1‘:71)7 fr(kil))
(Ar(kil), ,,,.(k*l)) ’

usando ((5.17]).

Vimos que ao usar t,,;,, 0 novo residuo é ortogonal a diregao de relaxagao. Portanto neste processo
residuos consecutivos sao ortogonais, isto é:

(r®) =y =0 | k=1,2,...

Assim, no método dos gradientes, temos que:

o) = kD) g (k)
= o® = k=D gy k-1 (5.18)
€ )
rB) = A +b
= AW* Y — i ) 4b
= AvF D bt ArtD
=R = k=) gy g D) (5.19)

Resumindo: dados v(9) e ¢, onde € é uma precisio pré-fixada, para aplicar o método dos gradientes,

devemos calcular:
a) r® = Av® 1 p
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b) parak =1,2,...

o (r(k—1)7r(k—1))
b2) v — yD g e
b.3) 1 = pl=D ¢ o Apk-D

vk+1) _ (k) |

b.4) Se || 1™ ||< €, ouse | V0D | < €, Fim,

caso contrario b) .

Exemplo 5.5 - Usando o método dos gradientes obter a solugao do sistema:

10 1 0 1 11 0
1 10 1 T2 — 11 = 0 ,
0 1 10 T3 1 0

com precisdo de 1071,
Solugao: Seja v(® = (0,0,0)!, entdo:

—11
r® = Av® 1 p = —11 ,
-1

Para k = 1, obtemos:
(r®@, @) = 121 + 121 +1 = 243 ,

10 1 0 —11 —121
Ar@ = 1 10 1 —11 | = | —-122 |,
0 1 10 —1 —21

(Ar(® Oy = 1331 + 1342 + 21 = 2694 .

Assim: "
timin = —— = 0.0902 .
min = a0 0.090
Agora,
v(l) = ,U(O) — tm'Ln 7"(0)
0 —11 0.9922
= 0 — 0.0902 —11 = 0.9922 ,
0 -1 0.0902
'r(l) — T(O) — tmzn AT(O)
—11 —121 —0.0858
= —11 — 0.0902 —122 = 0.0044

-1 —21 0.8942

174
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De maneira andloga, para k = 2, obtemos:

(W, Wy = 0.8070 ,

—0.5360
Ar®h = | 0.8524
8.9284

)

(ArM 7)) = 8.0336 .

Assim:
tmin = 0.1005 .
Portanto,
1.0008
v@ = 0.9918 | ,
0.0003

Agora, desde que:
| v+ — )| 0.0899

= ~ 0.09 < 107%,
| o®+D) || o 1.0008

temos que v(? é solucio do sistema dado, com € < 1071,

Exercicios

5.5 - Deseja-se resolver um sistema Az +b =0, onde a € real e :

A =

S Q
Q = Q
Q2 9

pelo método dos gradientes.

a) Quais os valores possiveis para a?
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b) Sendo b= (1, 2, 3)! e considerando a = 0.4, obtenha a solucio do sistema com duas casas

decimais corretas usando o método dos gradientes.

5.6 - Usando o método dos gradientes, obtenha a solu¢do do sistema:

(0s) (2)(0)=6)

com erro relativo inferior a 1073,
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5.3.3 Meétodo dos Gradientes Conjugados

Um outro método de relaxacao é o chamado Método dos Gradientes Conjugados.

Definicao 5.3 - Dada a aplicacdo linear A; positiva definida, © e y sao direcoes conjugadas se
(Az,y) = (z,Ay)=0.

O primeiro passo no método dos gradientes conjugados é igual ao primeiro passo do método dos
gradientes; isto é, dado v(?), calculamos r(® = Av(®) 4 b e fazemos:

s = O
U(l) = U(O) — tr(o) ,

onde
(7,(0) , p(l)) (T(O)’ T(O))

FE 0= 0,0y T (40,0

Portanto: © 0
L0 _ o _ )

L) o)
YRR (5.20)

Consideremos a passagem do passo k — 1 para o passo k, (k> 1) .

Tomamos a direcio de liberacao p*) de tal modo que p*) e p*~1) sejam direcdes conjugadas, isto é,

p®) deve ser tal que:
(Ap™,pt=1) = (), Ap*=1) = 0.

Além disso, p®) é tomado como combinacao linear de r*—1 ¢ p(=1) ¢ desde que o coeficiente de

=1 6 nao nulo podemos toma-lo igual —1.

Portanto:
p(k) = —’r‘(k_l) + ak_lp(k_l), k= 2, 3, . (521)

onde ay_1 é um coeficiente a ser determinado.

Temos que, para k=2,3,...:
(p™, Ap-1) =0
= (=D gy pt=D | Ap=1)) = o
= (—r®= AptE=D) oy (pY, ApET) =0

Da expressao acima podemos determinar ay_1, isto é:

s (rE=1) | Ap(=1))
(p=1), Ap(k—1)

k=23,.... (5.22)

Uma vez, identificada a direcao p(¥), procuramos o ponto de minimo. Assim, de v*) = p(k=1) 4 ¢p(k),

obtemos que:
o = oD ogp® (5.23)
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onde
(=0, )
B == A ® Ry
(Ap™, p™)
ede r® = Av®) 4 b, segue que:
r(k) = A('U(kfl) + qkp(k)) + b
= Av*=Y 4 b+ g Ap*)
Portanto:
k) = p(k=1) qkAp(k) ] (5.24)
Observagoes:

i) O método dos gradientes conjugados é essencialmente definido pelas férmulas (5.20)), (5.21)), (5.22)),
(5.23), (5.24), desde que um vetor aproximacao v(?) tenha sido escolhido.

ii) Os denominadores que aparecem nas férmulas de ap_1 e ¢ sdo sempre maiores que zero, para
direcoes néo nulas p®*), pelo fato de A ser positiva definida.

iii) O residuo em cada passo, do método dos gradientes conjugados, possui as seguintes propriedades:
1) é ortogonal ao residuo do passo anterior, isto é:
(r® =Dy = |
2) é ortogonal & diregéo de relaxagio do passo, isto é:
r®p") =0,
3) é ortogonal & diregao de relaxagdo do passo anterior, isto é:
(r®, Dy =0.

Com estas propriedades, podemos obter simplificagoes para as féormulas de gx e de ai_1. De fato, da
férmula de g, obtemos que:
(r(k_l), ',"(k_l))
dk = 5 (B
(Apth), pk))
desde que:

—(r*F=D pR)y = —(pED D) gy D)
- (T(k—1)7r(k—1)) . akil(r(k—njp(/ﬁ—n)

= (r* Y =Dy (usando a propriedade 2) |

e da férmula de a_1, segue que:
(r(k_l)7 T(k_l))

A1 = 4(7,(14;—2)7,’,(]@—2)) )
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desde que, de (5.24)), temos:

Ap(k—l) —

Assim:

(r= D, apt—ty - =

4D, AptY)

L (r(k=1) _ p(k-2)

qk—1

-1) _ L -1y (-2
(r , (r r )

e ey - L ey -2y
k-1 drk-1

1
——(r*=D =1y " (usando a propriedade 1) ,
dk—1

1

(), ) - D, )
qk—1 qr—1
1

——(p(k_l),r(k_z)) , (usando a propriedade 2)
qk—1

_qL(_r(H) Fap_op®=2) pk=2))
k—1

W2 (k-2) -2y L -2) L Ge-2))
qr—1 qk—1
1

——(r*=2 +(+=2)) ‘usandoapropriedade?2 .
Gk—1
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Resumindo, para aplicarmos o método dos gradientes conjugados devemos efetuar os seguintes passos:

Dado v(® e ¢, calcular:

a) r© = AvO 1 p

p = — 0

B (T(0)7r(0))
N OO

v(l) = ,U(O) +q1p(1)

T(l) — r(o) + qlAp(l)
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b) para k > 2
(k=1) p(k—1)
r ,T
bl) a1 = W
bz) p(k) = _r(k71)+ak71p(k71)
b3) q — G it
. kK =

(Ap™), p®)
b4) V(k) = V(kfl) _|_ qkp(k)

Lyt - v |

i SO i < €, Fim

c) Se

caso contrario b) .
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Teorema 5.4 - No método dos gradientes conjugados, as direcdes de relaxacao formam um sistema de

direcoes conjugadas e os residuos formam um sistema ortogonal, isto €, para i # j, 1,5 =1,2,..
que:

(A4p®,pW) = 0,

(r® 9y = 0,

Prova: A prova deste teorema pode ser encontrada em Rutishauser, Stiefel, Schwarz.

., vale

Do fato de (r(?), 7)) = 0, conclufmos que o método dos gradientes conjugados converge, teoricamente,

em n passos, onde n é a ordem do sistema; isto porque os vetores r(¥) pertencem a um espaco vetorial n-
dimensional, e assim o sistema ortogonal pode conter no méximo n vetores nao nulos. Com isso podemos
enunciar o seguinte:

Teorema 5.5 - O método dos gradientes conjugados fornece a solugao do sistema em mo mdximo n
passos, onde n € a ordem do sistema.

sistema em n passos.

Observe que em geral, na pratica, devido aos erros de arredondamento, nao obteremos a solucao do

Exemplo 5.6 - Usando o método dos gradientes conjugados, obter a solucdo do sistema do exemplo
anterior, com duas casas decimais corretas .

Solugao: Como o 1° passo do método dos gradientes conjugados é igual ao 1° passo do método dos
gradientes, do exemplo anterior, temos:

~11
@ =(0,0,00F O = -11
~1
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pM = O g =t = 0.09024 |
0.9922 —0.0858
oM = [ 09922 | , rM = 0.0044
0.0902 0.8942
Para k = 2, temos:
(W @)y 08070
o = OO T o1y C 0.0033 ,
p® = (4 p0
0.0858 11
= —0.0044 | + 0.0033| 11
—0.8942 1
0.1221
=p? = 0.0319 | ,
—0.8909
10 1 0 0.1221 1.2529
Ap? = 1 10 1 0.0319 | = | —0.4498 | .,
0 1 10 —0.8909 —8.8771

(Ap® p)) = 0.1530 — 0.0143 + 7.9086 = 8.0473 ,

(M (M) 0.8070
= - = 0.1003
2= @ p®) T 8.0473 ’
G R D )
0.9922 0.1221 1.0044
= 0.9922 | + 0.1003 0.0319 | = [ 0.9954
0.0902 —0.8909 0.0008
Para k = 3, segue que:
0.0399
r® = O 4 Ap® = | —0.0407 | ,
0.0038

(2 () 0.0033
— - = 0.0041
= 0 My T 08070 ’

P = @ 4 gyp®

—0.0394
- 0.0408 | ,
—0.0001

180
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—0.3532
Ap®) = 0.3685 |
0.0398

(Ap® p)) = 0.0139 4 0.0150 — 0.0000 = 0.0289 ,

(@@ 00033 1149
B = To® 00 T ooy 42
(Ap™,p™) - 0.0289

v® = @ gep®

0.9999
= 1.0001
0.0008

Agora, desde que:
| v+ — ) || 0.0047

_ ~ —2
” U(k+1) ”oo ~ 1.0001 0.0047 < 10 ,

temos que v3 é solucdo do sistema dado, com € < 1072,

Exercicios

5.7 - Mostre que no método dos gradientes conjugados o residuo em cada passo € ortogonal ao residuo
anterior, a direcao de relaxacao do passo e a direcao de relaxacdo do passo anterior.

5.8 - Usando o método dos gradientes conjugados resolver os sistemas dados nos exercicios 5.5 e 5.6.

5.4 Exercicios Complementares

5.9 - Supomos que o sistema:

r1 — QX2 =
—axry + To — QX3 = Co
- axre + r3 = cC3

seja resolvido iterativamente pelas formulas:

x&kﬂ) = amék) +c
o4 — a(e + o) + o
xékH) = ozxék) +c3

Para que valores de o a convergéncia do método definido acima € garantida? Justifique.
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5.10 - Considere o sistema Ax = b; onde:

10 -1 4 1 5
A= 1 10 9 ;o x=| a2 |3 b= 2
2 -3 -10 x3 9

Entre os métodos iterativos que vocé conhece qual vocé aplicaria? Por que? Resolva - o pelo método
escolhido.

5.11 - Considere o sistema Ax = b; onde:

50 —1 4 T 45
A= 1 50 9 ox=| =z |; b= 42
2 -3 =50 T3 49

Aplique a este sistema o mesmo método aplicado no exercicio anterior. Como se comparam as taxas
de convergéncia? Por que?

5.12 - Considere os sistemas:

dxr1 + 2xo + z3 = 0 5v1 + 4z + xr3 = 2
(I)S 227 + 4o + x3 = 2 ; (I 3z1 + 4dae + z3 = 2
207 4+ 2z + 4dxz3 = 1 3rv1 + 3z + 6xz3 = -9

Aplicando os critérios que vocé conhece qual dos métodos iterativos serd sequramente convergente?
Justifique.

5.13 - Considere o sistema:

—x1 4+ 2x9 — a3 = 1
21}1 — T2 = 1
- To + 2173 — T4 = 1

— I3 + Ty = ].

Reordene as equacdes convenientemente e aplique o método de Gauss - Seidel com garantia de con-
vergéncia.

5.14 - Certos sistemas de equacdes lineares podem ser convenientemente tratados pelo método iterativo
de Gauss - Seidel. Depois de wma simples generalizagdo, o método pode ser também usado para alguns
sistemas nao lineares. Determinar desse modo uma solugao do sistema:

r — 01y*> + 0.0522 = 0.7
y + 0322 — 0lzz = 05
z + 04y®> 4+ 0lzz = 1.2

com erro relativo inferior a 1072,

5.15 - O sistema :
ar+by+c=0
de+ey+ f=0

pode ser resolvido minimizando a fun¢do:

F=(ax+by+c)?+(de+ey+f)>.
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Comegamos com uma solugao aprozimada (xy,yr) e construimos a sequinte, primeiro mantendo y =
yr e variando x. O ponto de minimo é chamado xi41. A sequir, mantendo x = xp41 e variando y. O
ponto de minimo é chamado yiy1. O processo é repetido iterativamente.

Aplicar o método descrito acima ao sistema:

5 + 2y — 11 = 0
r — 3y — 9 =0

5.16 - Um processo iterativo para resolver sistemas de equagoes do tipo Az — b =0 € assim definido:
e somar Ix a ambos os membros, obtendo (I + A)x —b=1=x ,
o realizar iteracoes a partir de (%) fazendo:
b+ = I+ A)x(k) —b.

a) Dé uma condicdo suficiente que assequre a convergéncia deste processo iterativo.

b) Aplique este processo para determinar a solu¢io do sequinte sistemas:

1

711.%1 + 011’2
0

0.3£K1 - 031’2

5.17 - Considere cada um dos sequintes sistemas de 3 equagdes:

3r1 — 3x2 + Txz = 18 1 + 222 + bxrg = 20
(I) r1 + 6z — r3 = 10 ; (II) 1 + 3z + x3 = 10
10zy — 2x9 + Txz = 27 4z, + To + 2x3 = 12

a) Sem rearranjar as equacdes, tente achar as solugdes iterativamente, usando os métodos de Jacobi
e de Gauss - Seidel, comeg¢ando com z(®) = (1.01,2.01,3.01)%.

b) Rearranje as equagdes de tal modo que satisfacam os critérios de convergéncia e repita o que
foi feito no item a).

¢) Verifique suas solugdes nas equagoes originais.

5.18 - Considere o sistema:

-1 2 -1 0 B 1
2 -1 0 0 w || 2
0 -1 2 -1 zs | T |9
0 0 -1 2 4 11

a) E possivel aplicar a este sistema os métodos iterativos que vocé conhece com garantia de
convergéncia?

b) Reordene as equagdes convenientemente de tal forma que seja possivel aplicar o método de
Gauss-Seidel com garantia de convergéncia.

5.19 - Dado o sistema linear:

a 2 =2 T 1
1 « 1 To = 2
2 2 I3 3

para que valores de o haverd convergéncia se desejarmos utilizar o método de Jacobi?
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5.20 - Considere o sistema linear do exercicio anterior com o =1 e z(© = (1, 2, 3)!. A aplicacio
do método de Jacobi fornece a tabela:

k|0 1 2 3
T 3 -1 -1
|2 -2 2 2

I3 3 -3 1 1

Existe alguma contradi¢ao com o exercicio anterior? Vocé saberia explicar porque o método de Jacobi
CONVETGIU.

5.21 - Considere o sistema linear Ax = b, onde:

20 3 1
A= a 20 1
1 a 6

Para que valores de a o critério das linhas é verificado?

5.22 - Supondo que o sistema linear Az = b, onde A é a matriz do exercicio anterior, esteja sendo
resolvido pelo método de Jacobi-Richardson, para quais valores de a, pode-se afirmar que:

1
2™ =2 oo 5 | 27V =2 oo

onde x%) e =1 sdo aprozimacées para a solucio e T € a solucio exata.
5.23 - O sistema linear Ax = b:
1 —a T (b
o (L) (n) - () eem

pode, sob certas condicdes, ser resolvido pelo sequinte método iterativo:

(IT) 1 0 l’gk+1) _( 1-w wa xgk) " wby
—wa 1 xékH) N 0 1—w xgk) why )

a) Mostre que se w =1 o método iterativo (II) é o método de Gauss-Seidel.

b) Considere em (I), a = by = by = 0.5. Usando o processo iterativo (II), comw = 1, determine
a solugdo deste sistema com precisio de < 1072, Tome como vetor inicial (©) = (0.9,0.9).

5.24 - Dado os sistemas:

921 — X2 = T 3lzy + 2920 = 33
(I){ —x1 + 920 = 17 ° (H){ 2921 + 3laxy = 27

a) Construa as fungoes quadrdticas cujos minimos sao as solugoes dos sistemas.
b) Determine o nimero de condi¢do para cada sistema.
c) Com base no nimero de condigao de cada sistema o que vocé pode concluir?

d) Resolva o sistema (IT) pelo método dos gradientes conjugados. Qual é a aproximagio ao fim
de dois estdgios?
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5.25 - Dado o sistema de equacgdes:

2 -1 0 0 1 3
-1 4 -1 0 o B 5
0 -1 4 -1 5 | -15
0 0 -1 2 T4 7

cuja solucio é x = (2, 1, =3, 2)¢,

a) resolva-o pelo método dos gradientes conjugados, efetuando os cdlculos com 4 algarismos sig-
nificativos;

b) mostre a ortogonalidade dos vetores residuos (como verificagao dos cdlculos efetuados).

5.5 Problemas Aplicados e Projetos

5.1 - Uma maneira de se obter a solucao da equacdo de Laplace:

%u  0%u
7522 T2 =0
or dy

em uma regido retangular consiste em se fazer uma discretizacdo que transforma a equacdo em um

problema aproximado consistindo em uma equacdo de diferencas cuja solug¢ao, em um caso particular,
erige a solucao do seguinte sistema linear:

4 -1 0 -1 0 0 1 100
-1 4 -1 0 -1 0 s 0
0 -1 4 0 0 -1 3 B 0
-1 0 0 4 -1 0 T4 - 100
0 -1 0 -1 4 -1 s 0
0 0 -1 0 -1 4 zg 0

Se desejamos a solugao com quatro algarismos significativos corretos, qual dos métodos iterativos que
vocé conhece poderia ser aplicado com garantia de convergéncia? Resolva o sistema pelo método escolhido.

5.2 - Considere o circuito da figura a sequir, com resisténcias e baterias tal como indicado; escolhemos
arbitrariamente as orientacoes das correntes.

26V iy 1092 in 50
DI SO
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Aplicando a lei de Kirchoff, que diz que a soma algébrica das diferencas de potencial em qualquer
circuito fechado € zero, achamos para as correntes iy,1i2,13:

6i1 + 10(é1 —i9) +4(i1 —i3) —26 =0
5i9 + big + 5(ia —i3) + 10(i2 —i1) =0
113 + 4(ig —41) + 5(i3 —i9)—7=0

a) E possivel aplicar ao sistema acima o método de Gauss - Seidel com convergéncia assegurada?
Justifique.

b) Se possivel, obtenha a solu¢do com erro relativo < 1072,

5.3 - Suponha uma barra de metal homogéneo, como na figura a seguir, onde AB =CD =4: AC =
BD =3.

y'
Y
1° D
C
0° R 0°
A 0° B T

A temperatura ao longo de AB, AC, BD é mantida constante e igual a 0°C, enquanto que ao longo
de CD ela € igual a 1°C. A distribui¢cdo do calor na barra R obedece a sequinte equagao:

Ou P

— =0 5.25
Oz + Oy? ’ (5.25)
com as condicoes de contorno:
u(z,y) = 1 para O0<ax <4,
u(z,0) = 0 para 0<z<4,
u(0,y) = 1 para 0<y<3,
u(z,y) = 0 para 0<y<3.

A solugcdo numérica desse problema pode ser obtida considerando-se uma divisao do retangulo ABCD
em retangulos menores a partir de uma divisio de AB em intervalos iguais de amplitude h e de uma
divisao de CD em intervalos iguais de amplitude k,como é mostrado na figura a seguir:
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C D
¢
u1 U2 u3 o temp. 1°
¢ o temp. 0°
U4 us Up
A B

Nessa figura estamos considerando h = k = 1. A temperatura u nos pontos internos pode ser obtida

numericamente simulando as derivadas seqgundas de , pelas diferencas de sequnda ordem A2u de
modo que para h =k, obtemos:

u(x - h7y) 7 QU(IL’,y) + u(x + h7y) U(SC, Yy — h) — QU(Za y) + U(SC, Y+ h)
h? + h?

para cada par (x,y) em R. Assim, por exemplo, para o ponto uy = u(1,2) da figura anterior vale:

=0,

w(0,2) — 2uy +ug  ug — 2ug +u(l,3)
12 + 12

= 0.

Considerando todos os pontos da figura anterior obtemos um sistema de 6 equagoes lineares nas
incognitas:uy, us, . .., ug. Resolva-o por método numérico a sua escolha, com garantia de convergéncia.

5.4 - Considere a malha quadrada da figura a sequir, cujos bordos AC e BD sao mantidos d temperatura
de 20°C, o bordo AB, a 40°C, e CD a 10°C, com o uso de isolantes térmicos em A, B,C, D.

0 A 40°C B
1
2
20°C 20°C
3
4
5
C 10°C D

Para determinar as temperaturas de pontos interiores da malha, pode-se supor que a temperatura em
cada ponto € igual a média aritmética dos quatro pontos contiguos. Por exemplo:

_ Too + 131 + T3 + Tyo

T32 4
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As 16 relagoes deste tipo permitirdo formar um sistema de 16 equagdes a 16 incognitas Ti;. Resolva-o

por método numérico com garantia de convergéncia.

5.5 - Suponha que uma membrana com dimensoes 80 cm X 80 ¢m tenha cada um dos seus lados man-
tidos a uma temperatura constante. Usando a teoria de equagdes diferenciais parciais pode-se formular
uma equacdo que determina o valor da temperatura no interior dessa membrana. Essa equacdo diferen-
cial pode ser simplificada colocando-se uma malha com 9 pontos sobre essa membrana e calculando-se a

temperatura nos pontos da malha, como mostra a figura:

100°C

50°C
Ul u2 us
OOC U4 us Ue
ur us Ug

50°C

onde uy,us, ..., ug sao 0s valores da temperatura em cada ponto da malha.
O sistema de equagoes resultante € dado por:

—4 1 1

1 -4 1 1

1 —4
1 —4 1
1 1 —4
1 1
1
1

Encontre a solugcao do sistema por método numérico a sua escolha, com garantia de convergéncia.

5.6 - Suponha que tenhamos um circuito que consiste de fontes de tensdo independantes e resistores

concentrados como mostra a figura:

1
1

1
—4
1

1

Uy
U2
us
Ugq

1 Ug
ur
1 us
Ug

Ry -V, Rs

VW U \A%Y
* 7 SRa(i Ry (i -
ip ") 2 (72) ) B
.

AN ANV AN
. R7 RS R6 -
Vi - - O Ve

NV O ANV

Rs VT R

Us =

—50
—50
—150
0

0
—100
—50
-50
—150
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A andlise completa de tal circuito requer a determinacdo dos valores das correntes da malha iy,
indicados na figura, para os valores especificados das fontes de tensdo e dos resistores. € mecessdrio,
entao, formular um sistema de equagoes simultaneas com as quantidades iy, como incognitas. Cada uma
das equagoes de tal sistema € determinada pela aplicacao da lei de Kirchoff em torno das malhas.

Por exemplo, para a malha definida pela corrente i1, temos:

Ryiy + Rz(il — ig) + R7(i1 — i4) =V.
Fazendo um cdlculo semelhante para as outras malhas obtemos um sistema de 6 equacdes nas incognitas
i1,12,13, 14, 5, i6-
Resolver este problema para os sequintes dados:

R = (10,13,7,12,20,5,6,10,8,9,20) ,

V = (29,32,37,24,24,34)" |
onde R em Ohms e V em Volts.

5.7 - Numa trelica estaticamente determinada com juntas articuladas, como dada na figura a sequir:

JJOOO - ;LE)OO

i R Fr P
F3 .
45° 300( 45°
N [N
Fy Fs 500 Fy

a tensdo, (F; ), em cada componente pode ser obtida da seguinte equag¢do matricial:

0.70q1 0 0 -1 —-0860 0 0 O 0 0
0.7071 0 1 0 0.5 0 0 O 0 —1000
0 1 0 O 0 -1 0 0 0 0
0 0 -1 0 0 0 0 O 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0.7071 F = 500
0 0 0 0 0 0 0 0 =07071 0
0 0 0 0 0.8660 1 0 -1 0 0
0 0 0 0 -0.5 0 -1 0 0 —500

0 0 0 0 0 0 0 1 0.7071 0

Observe que as equagoes sao obtidas fazendo-se a soma de todas as for¢as horizontais ou verticais em
cada junta igual a zero. Além disso a matriz dos coeficientes € bastante esparsa, e assim um candidato
natural é o método de Gauss-Seidel.

a) As equagdes podem ser rearranjadas de modo a se obter uma matriz estritamente diagonal-
mente dominante?
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b) FE o sistema convergente se iniciarmos com um vetor com todas as componentes iguais a
zero?

c) Resolva o sistema pelo método de Gauss-Seidel, partindo do vetor nulo e obtendo a solugdo
com precisGo de 10~%.

5.8 - O circuito mostrado a sequir € frequentemente usado em medidas elétricas e € conhecido com uma
”Ponte de Wheatstone”.

As equacoes que governam o sistema sao obtidas a partir da lei de Kirchoff. Para a malha fechada
através da bateria e ao longo de ABD, temos:

LR +1,Ry— E=0 (1)
Para a a malha fechada ABCA:
IR+ IsRs — bRy =0 (2)

Para a malha fechada BCDB:
IsRs + IsRs — 4R, =0 (3)

Para o no A:
Ie=L+1, (4

Para o no B:
L=L+1 (5

Para o no C:
Izs=I+15 (6)

onde R; representam as resisténcias; I; as correntes e E a voltagem aplicada.

Determinar as correntes no problema proposto quando: E = 20 Volts, Ry = 10 Ohms e Ry = R3 =
R4 = R5 =100 Ohms.



Capitulo 6

Programacao Matematica

Com o objetivo de facilitar o aprendizado do estudante, pretendemos aqui relembrar alguns conceitos
bésicos, que irao facilitar a compreensao dos métodos numéricos apresentados nos préximos capitulos. E
claro que esperamos que o aluno para fazer um curso sobre métodos numéricos ja possua conhecimento de
alguns conceitos, principalmente, da dlgebra linear e do cédlculo diferencial e integral. Como é impossivel
relembrar todos os conceitos dessas duas areas, salientamos que, a maioria dos conceitos aqui apresentados
sao de algebra linear, e uma andlise mais profunda pode ser encontrado em livros dessa area.

6.1 Espaco Vetorial
Pretendemos aqui definir importantes nocées de dependéncia linear, base, dimensao e mudanca de

base em um espaco vetorial.
Este Capitulo é do Marcos Arenales
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Capitulo 7

Determinacao Numeérica de
Auto-Valores e Auto-Vetores

7.1 Introducao

Auto-valores e auto-vetores estao presentes em diferentes ramos da matemadtica incluindo formas
quadraticas, sistemas diferenciais; problemas de otimizacao nao linear, e podem ser usados para resolver
problemas de diversos campos, como economia, teoria da informacao, andlise estrutural, eletronica, teoria
de controle e muitos outros.

Nosso objetivo nesse capitulo é apresentar métodos numéricos para a determinacao dos auto-valores
e correspondentes auto-vetores de uma matriz A de ordem n. Sugerimos ao leitor rever a segdo sobre
auto-valores e auto-vetores dada no Capitulo 1. A menos que a matriz seja de ordem baixa ou que tenha
muitos elementos iguais a zero, a expansao direta do determinante para a determinacao do polinémio
caracteristico, ver exemplo é ineficiente. Assim os métodos numéricos que estudaremos sao obtidos
sem fazer uso do cédlculo do determinante. Tais métodos podem ser divididos em trés grupos:

i) métodos que determinam o polinémio caracteristico,
ii) métodos que determinam alguns auto-valores,
iii) métodos que determinam todos os auto-valores.

Nos dois ultimos casos determinamos os auto-valores sem conhecer a expressao do polinémio carac-
teristico.

Em relagdo aos métodos do grupo i), uma vez determinado o polinémio caracteristico de A, para
calcular os auto-valores devemos utilizar métodos numéricos para determinagao de zeros de polinémio,
(ver Capitulo 3). Nessa classe encontram-se, entre outros, os métodos de Leverrier e Leverrier-Faddeev.

Os métodos do grupo ii), chamados iterativos, sdo usados se ndo estamos interessados em todos os
auto-valores de A. Incluem-se nessa classe os métodos das poténcias, poténcia inversa.

Em relagao aos métodos do grupo iii), podemos dividi-los em duas classes:

a) métodos numéricos para matrizes simétricas,
b) métodos numéricos para matrizes nao simétricas.

Na classe a), inclui-se entre outros, o método de Jacobi, o qual reduz uma dada matriz simétrica numa
forma especial, cujos auto-valores sdo facilmente determinados. Entre os métodos da classe b) podemos
citar os métodos de Rutishauser (método LR) e o de Francis (método QR) os quais transformam a

192
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matriz dada numa matriz triangular superior. Todos os métodos do grupo iii) fazem uso de uma série de
transformagoes de similaridade e assim sao algumas vezes referenciados como métodos de transformagoes
ou métodos diretos.

Maiores detalhes sobre essas técnicas, bem como sobre a teoria desses métodos podem ser encontradas
em [Wilkinson,1965].

Descreveremos e exemplificaremos cada um dos métodos numéricos mencionados acima, iniciando com
aqueles que determinam o polinémio caracteristico. Antes porém precisamos do seguinte resultado.

Teorema 7.1 - (Teorema de Newton ) - Seja o polinémio:

P(z) = apz™ + az" P+ 4 apiz + ap

cujas raizes sGo: Ti,To,...,T, . Seja ainda:
n
S = g xf , 1<k<n,
i=1
entao:
k—1
E a;Sg—1 + kap =0, k=1,2....n.
i=0

Prova: A prova deste teorema pode ser encontrada em [Jennings,19..].

Através desse teorema vemos que existe uma relagio entre os coeficientes de um polinémio e as somas
das poténcias das suas raizes. Assim, conhecidas as somas das poténcias das raizes do polindmio podemos
determinar os coeficientes do mesmo.

Exemplo 7.1 - Sejam s; = 6, sy = 14, s3 = 36 as somas das poténcias das raizes de um polinémio
P(z). Determinar P(z).

Solucgdo: Pelo teorema [7.1] temos:

k=1 = aps1 + a1 = 0 = a1 = —aps1
k=2 = agsy + a181 + 2a0 = 0 = 2a9 = —apSs — a151
k=3 = aps3 + a182 + assy + 3a3 = 0 =

= 3a3 = —apS3 — a1S2 — G281

Tomando o coeficiente do termo de maior grau do polinémio igual a 1, isto é, fazendo ag = 1, obtemos
por substituicao nas expressoes anteriores que:

a; = 76, as = 11, as =6.
Portanto, o polinémio procurado é:
P(z) = 2®> —62% + 112 — 6 .

Logo, o conhecimento dos sg,k = 1,...,n, proporciona a determinacao dos ax,k = 1,2,...,n. Ob-
serve que nesse exemplo as raizes do polinomio sao: z; =1, x5 =2 e x3 = 3.

Para os métodos numeéricos descritos a seguir usaremos a seguinte notagao para o polindomio carac-
teristico de uma matriz A, de ordem n:

P) = (1" [A"=p A" = poA™ = = paa A =] (7.1)
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7.2 Método de Leverrier

O Método de Leverrier fornece o polinomio caracteristico de uma matriz A de ordem n.

Seja A uma matriz quadrada de ordem n. Se A1, Ao, ..., A\, s@0 os auto-valores da matriz A, isto é,
se A1, Az, ... A, sdo os zeros do polindémio ([7.1)) e se

n
sk:ZAf,lngn,
i=1
entao, pelo Teorema [7.1] temos:
kpy, = sk —p1 Sk—1—-..—pPrk—151 , 1 <k < n. (7.2)
Portanto, se conhecermos os si,1 < k < n, poderemos determinar os coeficientes p1,pa,...,p, de
P(N).
Vejamos entao como determinar as somas parciais s;. Fazendo expansao direta do determinante de
A — M, o coeficiente de A"~ 1 em P(\) é (—1)""Y(a11 + a2 + ... + ann). Por outro lado esse mesmo

coeficiente em ([7.1)) é (—1)""1p;. Logo devemos ter:
pP1 = aix +ax+...+anp .

A soma dos elementos da diagonal principal de uma matriz A é conhecida como trago de A, cuja
notagao é tr(A). Além disso, de (7.2)), s; = p1, e assim:

s1 = tr (4),

isto é, a soma dos auto-valores da matriz A é igual ao traco de A.
Entdo, desde que os auto-valores de A* sdo a ke poténcia dos auto-valores de A, (ver exercicio ,
temos:
sp = tr(A¥) .

Assim os ndmeros si, 82, ..., S, sao obtidos através do célculo das poténcias de A, e (7.2) pode ser
usada para determinar os coeficientes do polinémio caracteristico. Determinando as raizes desse polinomio
por qualquer dos métodos numéricos estudados no Capitulo 3, obtemos os auto-valores de A.

Exemplo 7.2 - Seja:
1 1
A = 00 1
-1 1 0

Determinar seus auto-valores usando o Método de Leverrier.

Solugao: Temos:

2 00
59 = tr(A%), A? = A-A = -1 1 0 , = S8 = 3,
-1 -1 2
2 2 =2
s3 = tr(A%), A3 = A?. A = -1 -1 2 , = 83 = —3.
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Usando ([7.2]), obtemos:

pr = st =>p =1,

2pe = S2—p1$S1 = p2 = 2,

3ps = S3—pi1s2—p2s1 = p3 = —2.
De (7.1)), segue que:

PA) = (=1)>(X =p1 A% = paX — p3)

= (-1 (N =A2+21-2)
= A+222-2x+2.
Para determinar os auto-valores de A basta determinar os zeros de P()\). E fécil verificar que A = 1
é uma raiz de P()). Usando o algoritmo de Briot-Ruffini-Horner, (Capitulo 3), obtemos:
-1 1 2 =2

1 -1 0 2
-1 0 2 0

Assim, P(\) = (A — 1)(=)2 4 2). Logo os auto-valores de A sdo: A\; =1, Ao = —v/2 e A3 = /2.

Exercicios

7.1 - Usando o método de Leverrier, determinar o polinomio caracteristico e os auto-valores do operador
T: IR? — 1IR3, definido por:

T(x,y,2) = e+vy, y—2z, 2y+4z).

7.2 -Seja:
1 -3 3
A = 3 -5 3
6 —6 4

Determinar seu polinémio caracteristico e seus auto-valores pelo processo de Leverrier.

7.3 Meétodo de Leverrier-Faddeev

Uma modificagao do método de Leverrier, devida a Faddeev, simplifica os cdlculos dos coeficientes
do polinémio caracteristico e fornece, em alguns casos, os auto-vetores de A. Tal método é conhecido por
Método de Leverrier-Faddeev.

Para descrever tal método, definimos uma sequéncia de matrizes:

A, A, .. A,
do seguinte modo:
Ay = A, ¢ = trAy, By = A — ql;
Ay = ABi, =32, By = A -l
(7.3)
A3 = AB27Q5:%@7BJZA3_Q3-[7
Av = AByy, qu="20 B, = 4, — q.l.
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Propriedades da sequéncia: A;, As, ..., A,
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12) Os termos g obtidos na sequéncia ([7.3]), sdo os coeficientes do polindmio caracteristico (7.1]), isto é:

Qg =pr, k=1,2,...,n .

Prova: A prova serd feita por inducao.
a) Desde que A = A4, segue que: g1 = tr(A;) = tr(A) = p;.
b) Suponhamos que: ¢; = p;,i=1,2,...,k—1.
¢) Provemos que: g = pi. Por (7.3)), temos:

A4, = A,
Ay = ABi=A(A—ql)=A(A—ql) = A —qA,
A3 = ABQ:A(AQ—QQI):A(A2—Q1A—(]2])

= A —qA®— A,
Ay = ABp_1=A(Ar-1 — qe—11)

= AP — AR AR AL

Desde que ¢; = p;,i =1,2,...,k— 1, (hipétese de inducdo), obtemos:
Ap = AP —p AR —poART2 AL
Aplicando trago em ambos os membros da igualdade , segue que:
tr(Ax) = tr (Ak) — pitr (Akfl) — patr (Akfz) — . —pe—1tr(A) .

Agora, desde que s; = tr(A?), i =1,2,...,k, e, por qx = %, obtemos:
kqr = Sk —p1Sk—1 — P2Sk—2 — ... — Pk—252 — Pk—151 -
Comparando com 7 obtemos:
qdk = Pk

0 que completa a prova.

22) Se A é uma matriz de ordem n, entéo:

B, =6 (matriz nula) .
Prova: Pelo Teorema de Cayley-Hamilton, (Teorema |1.8]), temos:
A" — pr AV — L — a1 A —p I =0
Mas, por , e usando a lapropriedade, segue que:
B, = A, — p.I.
Fazendo k = n em e substituindo o valor de A,, na expressao anterior, obtemos:

B, = A" — plAn_l T el T pn—2A2 - pn—lA —pud = 0.
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32) Se A é uma matriz nao singular, de ordem n, entao:

1
Ail = Bn—l .
Pn
Prova: De B, = 0 e B, = A, — p,l, temos:
A, = pul.
Mas, por (73),
An = ABn—l .
Logo:
ABp 1 = pnd .

Se A é nao singular entdo existe A~!. Assim, pré-multiplicando ambos os membros da igualdade
anterior por A™!, segue que:

1
A™' = =B, .

n

Observagoes:

a) Com o método de Leverrier-Faddeev, obtemos o polinémio caracteristico de A. Para determinar seus
auto-valores basta determinar os zeros de P(\).

b) Se ao fazer os cdlculos B, resultar numa matriz diferente da matriz nula, vocé terd cometido erros
de calculo.

c¢) Como B, =60 e como B, = A,, — p,I entdo A, é uma matriz diagonal com todos os elementos nao
nulos iguais a p,.

d) Se A é singular entdo p, = 0. Nesse caso A = 0 é um auto-valor de A.

Calculo dos Auto-Vetores

Sejam A1, Ao, ..., A, auto-valores distintos de A. Mostraremos a seguir que cada coluna nao nula da
matriz:

Qr = N7 4+ M\7?Br +... +MBua + By, (7.6)

é um auto-vetor correspondente ao auto-valor Ag.

Observagoes:

1) Em (7.6, B;,i = 1,...,n — 1, s@o as matrizes calculadas para a determinagdo dos coeficientes do
polinémio caracteristico, isto é, sdo as matrizes obtidas em ([7.3]), e Ay é 0 k-ésimo auto-valor de A.

2) Pode-se provar que @) é matriz nao nula se os auto-valores de A sao distintos.

3) Pode ocorrer que mesmo com J\; iguais a matriz @ nao seja nula.

Provemos agora que cada coluna nao nula de Q3 é um auto-vetor correspondente ao auto-valor \j.
Temos:
Ml —A) Qe = MI—=A) (AN IT+N7°B1 + ... + \MBn_2+By1)
= NI+AN7TH(Br—A) + N2 (By— ABy) + ...
Mg (Bn—1 — ABn_2) — AB,_1
NI —pi AT T = poXP 2T — = ppa M —pp I =6,

_|_
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desde que )\ é auto valor de A e portanto é raiz do polinémio caracteristico. Assim, acabamos de mostrar
que:

AQr = M Qk

Portanto, construidas as matrizes B; e determinados todos os auto-valores da matriz A, para obter
os auto-vetores correspondentes ao auto-valor A, basta calcular a matriz Q) usando (7.6). Entretanto,
observe que se u é alguma coluna nao nula de @y, entao, podemos escrever que:

Au = Mu .

isto é, u é auto-vetor de A correspondente ao auto-valor \,. Assim, ao invés de determinarmos a matriz
@, € muito mais vantajoso calcularmos apenas uma coluna u de @y, da seguinte maneira: Fazemos,

ug = €

(7.7)

Mty + by, i=1,2,...,n—1,

Uq

onde e é uma coluna adotada da matriz identidade e b; é sua correspondente coluna da matriz B;, isto

é, se adotamos e como sendo a i-ésima coluna da matriz identidade entéo by, bs,...,b,_1 em ([7.7)) serdo,
respectivamente, a i-ésima coluna das matrizes Bi, Bo,...,B,_1. Logo, v = wu,_1 €é o auto-vetor

correspondente ao auto-valor A;. Note que em ([7.7)), ¢ varia de 1 até n — 1 pois B, = 6.
Observe que se calcularmos até u,_1 e este resultar no vetor nulo, devemos adotar outra coluna da
matriz identidade e refazer os célculos, pois por definicdo o auto-vetor é um vetor nao nulo.

Exemplo 7.3 - Considere a matriz dada no exemplo [7.3. Usando o método de Leverrier-Faddeev, de-
terminar:

a) seu polindmio caracteristico,
b) seus auto-valores e correspondentes auto-vetores,

c) sua inversa.
Solugao:

a) Para determinar o polindmio caracteristico devemos construir a sequéncia A, Ao, Az. Assim,
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usando ([7.3)), obtemos:

1 1 -1
A1 = A= 0 0 1 7p1:t’]"(A1):>p1:1,
-1 1 0
0 1 -1
By = Al_pl-[ = B = 0 -1 1 R
-1 1 -1
1 -1 1
A2 = ABl = A2 = -1 1 -1 s
0 -2 2
tT’(AQ) 4
= = — = 2
p2 5 = P2 5 = P2 )
-1 -1 1
By = A2 —pg[ = By = -1 -1 -1 s
0 -2 0
-2 0 0
A3 = AB; = Az = 0 —2 0 s
0 -2
tT(A3) —6
= S py=— = p3=-2
D3 3 D3 3 b3 ;
33:A37P3I:>B;3:9.
Usando ([7.1]), segue que:
PA) = (=1)>(X* —p1 A% = paA — p3)

= (-1 (N =A24+21-2)
A2 242,

199

Para determinar os auto-valores de A basta determinar os zeros de P()). J4 fizemos esses calculos no

exemplo e obtivemos: \; =1, Ay = —V2e A3 =2
b) Determinemos agora os auto-vetores correspondentes a esses auto-valores.

b.1) Para \; =1, seja e= (1, 0, 0)". Assim:

1
Uy = € = Uy = 0 ,
0
1 0 1
UL =Nug+b = up =1 0 + 0 = Uy = 0
0 —1 -1
1 -1 0
Uy = A\ug +by = ug =1 0 + -1 = Ug = -1
-1 0 -1

Logo u = (0, —1, —1)* é um auto-vetor correspondente ao auto-valor A\; = 1.
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Observe que se adotamos e = (0, 1, 0)* obtemos uy = (0, —1, —1)* que é auto-vetor de A correspon-
dente ao auto-valor A\; = 1; mas se adotamos e = (0, 0, 1)’ obtemos us = (0, 0, 0)! e assim com esse
vetor inicial ndo obtemos uma resposta valida.

b.2) Para Ay = —v/2, seja e = (1, 0, 0)!. Assim,

1
Uy = e = Uy = 0 ,
0
0 -2
U1 = g + by :>U1:—\/§ 0 + 0 = U = 0 s
0 -1 -1

7\@ -1 1
Uy = Xy + by = UQ:*\/§ 0 + -1 = Uz = -1
—1 0 V2

Logo u = (1, —1, v/2)! é um auto-vetor correspondente ao auto-valor Ay = —/2.

Novamente, observe que se adotamos e = (0, 1, 0)* obtemos ug = (=1 — V2, 142, —2— \/ﬁ)t7
enquanto que e = (0, 0, 1)* fornece uy = (14 /2, —1 — /2, 2+ v/2)’. Ambos sio auto-vetores de A
correspondentes ao auto-valor Ay = —v/2.

b.3) Para A3 = V2, seja e = (1, 0, 0). Assim:

1
Ug =€ = Uy = 0 ,
0
V2
U1:>\3UO+Z)1$U1:\/§ 0 + 0 = Uy = 0 s
0 -1 -1
V2 -1 1
UQZ)\3U1+62:>U2:\/§ 0 + -1 = Ug = -1

—1 0 -2
Logo u = (1, —1, —/2)* é um auto-vetor correspondente ao auto-valor Az = v/2.

Observe que se adotamos e = (0, 1, 0)! obtemos ug = (—1 + /2, 1 — /2, =2+ /2)!, enquanto que
e = (0, 0, 1)t fornece ug = (1 — V2, —14+2, 2 — \/i)t Novamente, ambos sdo auto-vetores de A
correspondentes ao auto-valor A3 = v/2.

Finalmente observe que para cada auto-valor Ag, a escolha do vetor inicial produz exatamente a co-
luna correspondente da matriz Q. Entretanto, como pode ser observado nesse exemplo, nao é necessario
calcular todas as colunas da matriz @, isto é , basta uma, pois as colunas nao nulas de @)} sao miltiplas
uma das outras.

c) Pela 32 propriedade, temos:
1
A_l - 732 )
b3
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e assim:
1 -1 -1 1 05 05 —0.5
A*1:—2 -1 -1 -1 = A7' = 05 05 0.5
- 0 -2 0 0 1 0
Exercicios
7.3 -Seja:
3 3 -3
A = -1 9 1
6 3 —6

Usando o método de Leverrier-Faddeev, determinar:
a) seu polinomio caracteristico,
b) seus auto-valores e correspondentes auto-vetores,
c) AL
7.4 - Seja T : IR> — IR?, definido por:
T(z,y) = (3z+ 5y, 3y) .

Usando o método de Leverrier-Faddeev, determinar seus auto-valores e correspondentes auto-vetores.

7.4 Método das Poténcias

O Método das Poténcias consiste em determinar o auto-valor de maior valor absoluto de uma
matriz A, e seu correspondente auto-vetor, sem determinar o polinémio caracteristico. O método é 1til
na pratica, desde que se tenha interesse em determinar apenas alguns auto-valores, de médulo grande,
e, que estes estejam bem separados, em moédulo, dos demais. Podem surgir complicagoes caso a matriz
A nao possua auto-vetores linearmente independentes. O método das poténcias baseia-se no seguinte
teorema.

Teorema 7.2 - Seja A uma matriz real de ordemn e sejam A1, Ao, . .., A\, Seus auto-valores e uy, Uz, ..., Un
seus correspondentes auto-vetores. Suponha que os auto-vetores sao linearmente independentes, e que:

A1l > A2 > oo > A
Seja a sequéncia yy, definida por:
Ypy1 = Ay, k=0,1,2,...,

onde yy € um vetor arbitrdrio, que permite a erpansdo:

n
Yo = E Cjuj
j=1
com c; escalares quaisquer e ¢y # 0, entdo:

m (yk+1)7' — )\1,
k—oo (yk)r

onde o indice r indica a T-€ésima componente. Além disso, quando k — oo, yi tende ao auto-vetor
correspondente a 1.
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Prova: Temos por hipétese que:
Yo = ciu1 + cous + ... + cpuy, . (7.8)
Agora, lembrando que Au; = \;u;, obtemos:

i = Ay
c1Auy + cgAus + ... + ¢, Auy,

= ciA\ur + caAaus + ...+ Cp A\ Un

= A - 7)\ c—)\u
cluy] + ¢ Ug + ...+ cp nl|
1 1U1 2/\1 2 )\1

v = Ay = Ay,

[ A An
= )\ clAu1+02—2Au2 + ...+ cp,—Au,
)\1 >\1

[ A Ar
= A |1y +CQ£A2U2 + ... + cnl)\nun]

L )\1 )\1
[ A\ An )
= )\f ciuy + co (ﬁ) Uy + ... + ¢, <)\?) un] ,
= A = A
Ye = Ye—1 = Yo
k k
A A
= /\lf cluy + co 22 s + oo 4+ e [ =) wnl .
A1 A1
Desde que, por hipétese, |A1| > |A2| > ... > |A,|, temos entdo para i = 1,...,n que ‘i—; <1, e
k
portanto quando k — oo, (f\‘—i) — 0.
Logo, o vetor:
fa(2) e (M)
c1u |l =) u en | — ) unl| ,
1ul 2 )\1 2 n )\1 n
converge para cjuj que € um multiplo do auto-vetor correspondente ao auto-valor \A;.
Assim, A1 é obtido de:
Ak+1
A1 = lim Wi+1), = im% ,r=12...n. (7.9)
koo (Yk), k—oo  (AFyo),

e isso conclui a prova.

Observe entao que, teoricamente, a partir de obtemos o auto-valor de maior valor absoluto de
uma matriz A. Na pratica, para obter A1, utilizamos o algoritmo dado a seguir.

A partir de um vetor yg, arbitrario, ndo nulo, construimos dois outros vetores yx+1 € zx+1, do seguinte
modo:

Zky1 = Ay
! a [ (asa), |
1 = Zl4+1 onde 41 = max Zl4+1
Yk+ Qrpt k+1, k+ 155 k+1)r1 >
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ou seja: dado um vetor yy qualquer, nao nulo, construimos a sequéncia:

21 = Ayo
1 1
y1 = —z1 = —Ayo
(651} a1
1 o
20 = Ay = —A%y
aq
1 1
Yo = —2z2 = A2y0
a9 a1
1
z3 = Ays = 7143210
1009
1 1
e = —au = ——AFy,
Qe a1y ... 0
1
Zpr1 = Ay = — ARy,
10y ... 0
Assim, para obtermos \;, calculamos:
Ak+1
lim LIHI)T = lim 7< - yo)r = A1 .
K=o (Yk), k—oo  (AFy),

Observe que podemos garantir que o valor resultante fornece A1 desde que obtemos a mesma expressao
dada por ([7.9)). Assim, pelo algoritmo, temos que:

(Z}C+1)r _
k—»nolo 7(yk)r = )\1 . (710)

Observagoes:

a) No limite, todas as componentes de M de (|7.10f), tendem a A\;. Entretanto, na pratica, uma
k)

das componentes converge mais rapidamente do que as outras. Assim, quando uma das compo-
nentes satisfizer a precisdo desejada teremos o auto-valor procurado. Além disso, a velocidade de

convergéncia depende de % Portanto, quanto maior for |A\1| quando comparado com |Az|, mais
1

rapida serd a convergéncia.

b) Para obtermos A\; com uma precisdo €, em cada passo calculamos aproximagdes para A; usando
(7.10). O teste do erro relativo para cada componente de A1, isto é:

k+1 k
AP
k+1 )
AL
é usado como critério de parada.

¢) Quando todas as componentes de (7.10]) forem iguais, entdo o vetor y dessa iteracdo é o auto-vetor
correspondente ao auto-valor A;.

d) Se algum vetor resultar no vetor nulo, o método falha. Tal acontecimento deve ocorrer se as hipéteses
nao foram satisfeitas.
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e) No Teorema é feita a hipdtese de ¢; # 0. Se ¢; = 0, entao a prova do Teorema indica que,
teoricamente, o vetor y; converge para us. Entretanto, na pratica, para matrizes de ordem n > 3,
que satisfagam as demais condigoes do citado teorema, o método funciona sempre, pois, mesmo que
o vetor Yy nao tenha componentes na direcao de ui, e desde que o método envolve a cada iteracao
uma divisdo, os erros de arredondamento da méaquina fardo com que y; passe a ter componente
nessa direcao, apds uma ou duas iteragoes.

Exemplo 7.4 - Usando o método das poténcias determinar o auto-valor de maior valor absoluto da
matriz:

3 01
A=1|22 2],
4 2 5
com precisdo de 1072,
Solugao: Tomemos yo = (1, 1, 1)*. Temos:
4
z1 = Ay=1| 6 ; ap = max|(21), | = max(|4], 6], [11]) =11 .
11
0.3636 2.0908
Yy = —21 = 0.5455 , RQ = Ayl = 3.8182
o 1 7.5454

Podemos entao calcular uma 1= aproximagcao para A1, usando ([7.10)). Logo:

5.7503
AV = @ 6005
(1), 7.5454

Agora desde que as = max{|2.0908]|, |3.8182|, |7.5454|} = 7.5454, obtemos:

1 0.2771 1.8313
Yo = —Z29= 0.5060 , 23 = Ay2 = 3.5662 s
@2 1 7.1204
Novamente, obtemos uma nova aproximagao para Ai, fazendo:
(23) 6.6088
AP = 28 70478
(¥2), 7.1204
Calculando entao o erro relativo, obtemos:
A2 M . 0.13
% ~ | 0.07 ,
A7 ] 0.13

o qual possui todas as componentes maiores que 1072, Assim, devemos fazer uma nova iteracio. Agora
desde que ag = 7.1204, segue que:

0.2572 1.8256
y3 = —z3= | 0.5008 , 24 = Ay = | 3.5160
a3 1 7.0304

. (2a) 7.0980

= AP = r — | 7.0208

(ys), 7.0304
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Novamente, calculando o erro relativo:

ABG) @ . 0.069
% ~ | o001 | .
A7) 0.013

vemos que a segunda componente é menor que 1072, Portanto,

0.2572
A~ 7.0208 com e < 1072 e uy ~ | 0.5008 | =ys3 .
1

Observagoes:

1) E claro que se desejamos A com precisdo maior basta continuar fazendo iteragoes.

2) Os auto-valores de A sdo: 1,2 e 7 com auto-vetores: (0.5, 1, —1)t, (=1, 0.5, 1)* e (0.25, 0.5, 1)¢,
respectivamente.

3) O método das poténcias deve ser aplicado se o objetivo é determinar o auto-valor de maior valor
absoluto de uma matriz. A desvantagem desse método é que ele fornece apenas um auto-valor de
cada vez. Se todos os auto-valores sao procurados devemos aplicar outros métodos que sao muito
mais eficientes.

4) Algumas vezes o maior auto-valor, em médulo, é o mais importante, mas se néo é, devemos modificar
o método. Em alguns problemas, o mais importante é a determinagao do auto-valor de menor valor
absoluto. Para isso dispomos da seguinte estratégia.

7.4.1 Método da Poténcia Inversa

O Método da Poténcia Inversa é usado para determinar o auto-valor de menor valor absoluto
e seu correspondente auto-vetor de uma matriz A. O método é 1til na pratica, desde que se tenha
interesse em determinar apenas o auto-valor, de menor médulo, e, que este esteja bem separado dos
demais. Novamente, o método pode nao funcionar caso a matriz A nao possua auto-vetores linearmente
independentes. O método da poténcia inversa é semelhante ao método das poténcias, com a diferenca
que agora assumimos:
Al > (A2l > o] = A > A,

e desejamos determinar A,,.

Sabemos que se A é auto-valor de A, entdao A~! é auto-valor de A~!. Além disso, se |\,| é o menor
auto-valor de A, entdo |\, | é o maior auto-valor de A~!. Assim, o método da poténcia inversa consiste
em calcular pelo método das poténcias o auto-valor de maior valor absoluto de A~!, pois assim teremos
o menor auto-valor, em mdédulo, de A. Portanto, dado gy, construimos dois outros vetores yx41 € Zk+1
da seguinte forma :

—1
21 = AT yk

1
;] = Zk+1, onde ap+1 = max |(zpi1
Yk+ apet k415 k+ 1§T§n|( k1), |

e portanto:
)\— 1 — (Zk"rl )7'
" (yk)r
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Note que na prética nio é necessario calcular A~!, pois de:
-1
2kr1 = ATy = Az = Uk,

e assim resolvemos o sistema usando a Decomposi¢ao LU( ver Capitulo 4). Este método é particular-
mente conveniente desde que as matrizes L e U sao independentes de k e portanto basta obté-las uma
Gnica vez.

Exemplo 7.5 - Deteminar o menor auto-valor, em mddulo, da matriz:

A =

O NN
— Ot =
S W O

usando o método da poténcia inversa.

Solugao: Os auto-valores de A sdo: A\ = 7.44437, Ao = 4.21809 e A3 = 1.33754. Portanto o maior
auto-valor de A=1 é Ay - L ~ (.7476, e é esse valor que desejamos encontrar.
Decompondo A em LU, obtemos:

1 0 0 21 0
L=(1 1 o, uv=1|(04 3
0 025 1 0 0 525

Assim, tomando yo = (1, 1, 1)® em Az; = yo ou seja fazendoLUz; = g, segue que:

0.5715 ) 1
zi=| —01429 | , a1 =05715, y1 = —z = | —0.2500
0.1905 a1 0.3333

Resolvendo agora LU z; = y;, obtemos:

0.7024 (22) 0.7024
= —04048 | = Nl= 2T =| 16192
0.1230 (y1)r 0.3690
Agora, as = 0.7024. Continuando o processo, obtemos:
1 1 0.7377
Yo = —29= —0.5763 ,ede LUz3 =yo = 23 = —0.4754
a2 0.1751 0.1084
(23) 0.7377
= M\ = LS 0.8249 | . Temos : ag = 0.7377, e assim :
(v2)r 0.6192
1 1 0.7454
Yys = —2z3= —0.6444 ede LUzy=ys = 24 = —0.4908
a3 0.1469 0.1063
(24) 0.7454
= )\gl = 0.7617 | . Finalmente, oy = 0.7454, e portanto :

(ys)r 0.7235
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) 1 0.7471
Yo = —2z4= —0.6584 ede LUzs=yy, = 2z5= —0.4942 ,
A4 0.1426 0.1061
(25) 0.7471
= Al = 22— | 07506
(ya)r 0.7443

Logo A3' =~ 0.7471 é o auto-valor de maior valor absoluto de A~'. Portanto %1 ~ 1.3385 é o

3
auto-valor de menor valor absoluto de A.

7.4.2 Método das Poténcias com Deslocamento
Suponha agora que A tem auto-valores \;, reais, com
AM>XA>A3> ... 1> A\ -

e considere a sequéncia de vetores definida por:

zer1 = (A—ql)yx
- de aysr = max | (z451), |
Ye+1 = Qrt Zk+1, Onde dpy1 = 12113%(” Zk4+1)p | s

onde I é a matriz identidade de ordem n e ¢ é um parametro qualquer. Isto é chamado Método das
Poténcias com Deslocamento, porque A — qI tem auto-valores \; — g, isto é, os auto-valores de A sdo
deslocados q unidades na reta real. Os auto-vetores de A — ¢l sdo os mesmos da matriz A.

Portanto o Teorema [7.2] pode ser aplicado & matriz A — ¢I, e pode ser mostrado que yj, converge para
o auto-vetor correspondente aquele que maximiza |A; — g|. Portanto se:

A A z

At An entao yr — uy e lim M—>)\1—q,
2 k—co  (Yk),

AL+ A

Mt An entao yp — u, € lim mﬂ)\nfq,
2 k—oo <yk)r

Assim, a escolha apropriada de ¢ pode ser usada para determinar os dois auto-valores extremos, corres-
pondendo ao maior e ao menor auto-valor de A. Observe que se ¢ = (A1 +A,)/2 entdo A\ —qg = —(\, —¢q),
e assim A — ¢I tem dois auto-valores de mesmo médulo, mas de sinais opostos. Neste caso, a sequéncia
de vetores oscilara entre dois limites os quais sao duas combinacoes de u; e us.

O auto-valor e o auto-vetor dominante sao usualmente calculados tomando um deslocamento zero,
isto é, o cédlculo para determinar A\; e u; sao realizados na matriz A, através do método das poténcias.
A matriz pode entdo ser deslocada de A1 para estimar o auto-valor A,,.

Exemplo 7.6 - Determinar o auto-valor de menor valor absoluto da matriz dada no exemplo[7.4), usando
o método das poténcias com deslocamento.
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Solugao: No exemplo[7.4] o auto-valor de maior valor absoluto foi estimado ~ 7. Assim, para determinar
o auto-valor de menor valor absoluto, vamos aplicar o método das poténcias na matriz:

-4 0 1
A-TI = 2 =5 2 = A"
4 2 =2
1
Iniciando com yo = 1 |, obtemos:
1
-3
21 = A'yo=| -1 ; ap =max|(z1),]=4.
4
1 —0.75 4.00
Yy = —21 = —0.25 , R = A*yl = 1.75
@1 1 ~5.50

Podemos, entdo, calcular uma primeira aproximagao para A\j. Assim:

(22) —5.33
A = r — | —7.00
(o), ~5.50
Continuando o processo, obteremos:
—0.52 3.03
Y19 = —0.94 , 220 — A*ylg = 5.71
1 —5.98
(220) —5.92
= A9 - r—| 595
(y19), —5.08

Assim, podemos concluir que o auto-valor dominante de A* é aproximadamente —5.98 com auto-vetor
aproximado u} = (—0.52, —0.94, 1)!. Portanto a matriz original possui o mesmo auto-vetor mas seu
auto-valor é —5.98+7.00 = 1.02. A lentidao na convergéncia neste caso se deve ao fato que os auto-valores

k
de A* sao: —6,—5 e 0 e assim a convergéncia é governada pelo fator: (%) . Compare com o exemplo

k k
e onde a razao de convergéncia é <%) e (%) , respectivamente.

Em geral, se yx — u1, entao na presenga do deslocamento q, a velocidade de convergéncia depende de:

(=)
A1—¢q ’

e assim uma escolha adequada de g pode acelerar a convergéncia. Por exemplo, se A é uma matriz de

E
ordem 3, com auto-valores: 5,7 e 10, sem deslocamento a convergéncia depende de (%) , mas com um

k
deslocamento de 6 dependerd de (Zli) , pois A — 61 tem auto-valores: —1,1 e 4.
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Portanto, na pratica nao é trivial encontrar o melhor valor de ¢, a menos que alguns dos auto-valores
sejam conhecidos a priori. O método das poténcias e Jou o método das poténcias com deslocamento
devem ser utilizados se apenas um ou dois dos auto-valores sao desejados. Se o objetivo é determinar
mais auto-valores entao o método da poténcia inversa com deslocamento pode ser usado, ou seja, como
no método da poténcia inversa, calculamos:

(A—ql)zpt1 = Y,

usando a decomposigio LU, e assim os auto valores de (A —qI)~! serdo ( 1_ i Novamente, o Teorema

Ai

pode ser aplicado a (A — qI)~! e deduzimos que y; converge para o auto-vetor correspondente ao

auto-valor que maximiza ‘)\71| Escolhas adequadas dos valores de ¢ nos permitem determinar todos
i

os auto-valores de A, e nao somente aqueles correspondentes aos auto-valores extremos. Assim, se o

auto-valor préximo a ¢q é A;, entao o valor de A; pode ser calculado a partir de:

< 1
A

Ty —a)
onde \; é o auto-valor de (A — qI)~1, obtido pelo método da poténcia inversa com deslocamento q.

Exemplo 7.7 - Determinar o sequndo maior auto-valor, em valor absoluto, da matriz dada no exemplo
(7.4}

Solugao: J4 determinamos dois auto-valores desta matriz: 7 e 1.02 (Exemplos e . Sabemos que
o trago de uma matriz é igual a soma dos seus auto-valores . Neste exemplo o trago de A é 10 e assim o
outro auto-valor é aproximadamente 1.98, o qual serd tomado como o valor de ¢ na iteragao inversa com
deslocamento. Assim, montamos a matriz:

1.02 0 1
A—-1.98] = 2 002 2 ,
4 2 3.02
e a decompomos no produto LU, onde:
1 1.02 0 1
L = 1.9608 1 , U = 0.02  0.0392
3.9216 100 1 —4.8216

Tomando como vetor inicial yg = (1, 1, 1), e resolvendo o sistema linear LU z; = yo, resulta :

19.9226 ) 1
o o= | —101707 | =4 = 2 = | —0.5105
—19.3211 19.9226 —0.9698
De LUzy = y;, obtemos:
50.2356 . 50.2356
2 = [ —25.0040 | =AM =2 = | 49.0500
—50.2403 h 51.8048
Agora,
) ~0.9999
-, = 0.4995
Y2 = 75024037
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Fazendo LU z3 = ys, obtemos:

—50.4088 . 50.4138
2y = 241885 | — 2@ =2 = [ 483180
50.4166 Y2 51.4166

Assim, A3 ~ 50.41. Portanto, o segundo maior auto-valor, em valor absoluto de A é:

1
Ay = 1.98 + T 1.9998 .

Observe que o sucesso do método das poténcias com deslocamento depende de nossa habilidade em
obter estimativas precisas para usar no deslocamento. Neste tltimo exemplo, uma estimativa para Ay foi
obtida usando a relacdo entre o traco da matriz e a soma dos auto-valores. Infelizmente, para matrizes de
ordem > 3, nao é facil obter valores apropriados para os deslocamentos. Como ji dissemos anteriormente,
se desejamos todos os auto-valores devemos usar outros métodos.

Exercicios

7.5 - Determinar o auto-valor de maior valor absoluto e seu correspondente auto-vetor, da matriz:

1 -1 3
A = -1 1 3
3 -3 9

, calculando apenas a primeira aprorimacao pelo método das poténcias. O qua vocé pode concluir?

7.6 - Usando o método das poténcias calcular, o auto-valor de maior valor absoluto e seu correspondente
auto-vetor, da matriz:

2 -1 0
A = -1 2 -1
0 -1 2

com precisdo de 1072,

7.7 - Usando o método da poténcia inversa, calcule o auto-valor de menor valor absoluto da matriz:
2 4 =2

A = 4 2 2

-2 2 5

com precisdo de 1072,

7.8 - Sabendo que o auto-valor de maior valor absoluto da matriz:

é aprozimadamente: —5.76849, e que seu correspondente auto-vetor é aproximadamente: (—0.1157, —0.1306, 1)¢,
calcule os demais auto-valores e correspondentes auto-vetores de A, usando:

a) o método das poténcias com deslocamento para obter o menor auto-valor, em valor absoluto,

b) o método da poténcia inversa com deslocamento para obter o auto-valor \s.
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7.5 Auto-Valores de Matrizes Simétricas

Nessa se¢ao restringiremos nossa atencao para matrizes simétricas de ordem n. Matrizes deste tipo
possuem auto-valores reais e os auto-vetores sao linearmente independentes. O método de Jacobi, que des-
creveremos mais adiante, é usado para determinar os auto-valores e auto-vetores, de matrizes simétricas,
através de uma série de transformacgoes similares:

Appr = U" AU, k=1,2,...

onde A; = A. Asmatrizes A;, As, ... convergem num nimero infinito de passos para uma matriz diagonal.
Os auto-valores e auto-vetores sao entao determinados em virtude do Lema ( o qual se aplica tanto
para matrizes simétricas como para matrizes nao simétricas).

Assim, apés m passos do método de Jacobi, obteremos:

Apr = UL U U AU, . U,

Portanto, se A,,+1 ~ D, segue que os elementos diagonais de A,,+1 sdo aproximagdes para os auto-
valores de A e as colunas de V = U U, . ..U, sdo aproximacoes para os auto-vetores.

Para descrevermos o método de Jacobi, ( para matrizes simétricas), precisamos de alguns conceitos,
0s quais passamos a considerar agora. Assim:

Rotacao de Jacobi

Seja A uma matriz simétrica. Uma rotacdo (p,q) de Jacobi é a operagao U AU com U dada por
(1.23). Observe que fazer uma rotagao de Jacobi é efetuar uma transformagao de semelhanga na matriz A.

Para um melhor entendimento, consideremos inicialmente, uma rotagio (2,4) de Jacobi, em uma
matriz A de ordem 4. Efetuando o produto U!A, obtemos:

1 0 0 0 a1l G2 a1z Q14
UA — 0 cosp 0 —sen e a21 @G22 G23 G24
0 0 1 0 as1 Q32 a3z A34
0 sengp 0 cos a41 Q42 Q43 Q44
aiy a12 a13 a14
_ A21C — A41S  G22C — Q425 (G23C — A43S  A24C — G448
B az aszz ass az4

a21S8 — a41C A22S + ay42C A23S — A43C Q248 — A44C

= A'= (aj;), onde cos p=ce sen p=s.

Fazendo agora o produto A'U, segue que:

! ! ! !
ay; G2 Qi3 Gjy 1 0 0
i ! ! !
AU — Gy, Qoy Qo3 Qoy 0 cosp 0 senyp
- / / / / O 0 1 O
gy G3p A3z (34
ah, aly dis d 0 —sen 0 cos
41 42 43 44 ® ¥
! ! Vi ! ! Vi
A A1p€ —a1eS  arg A1pS +ac
! ! A ! I A
_ Q1 G99C — G948 (g Gp8 + GgyC — A" = (a])
- ! — — 7,] .

/ / A i /
a3y G39C — G348 (33 (338 + A3yC
i / / A i /
Qg QyoC — AyyS Q3 QgoS + AgyC
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Assim, de um modo geral, para uma matriz de ordem n o produto U?A, fornece uma matriz A’, onde:

Ap; = Qpj COS O — g5 Sen @, 1<j<n,
Qg; = apj sen ¢ + ag; cos ¢, 1<j<n, (7.11)
a’;j:a%]? Z#paq7 1S]Sn

e o produto A'U fornece uma matriz A”, onde:

I = aj,cos o — aj, senp, i<i<n,

aj, = aj,sen ¢ + aj, cosy, i1<i<n, (7.12)
1 i !/ - . .

ij — G5 J#pq, 1<t<n.

Portanto, a matriz A” tem a seguinte forma:

O .. 0 ..p
AN: 9
P

isto é, na matriz A” apenas os elementos das linhas e colunas p e ¢ serao alterados, sendo que os
elementos app, Gpg, Ggp, Gqq Serdo transformados duas vezes. Portanto A” continua simétrica.

Vejamos agora as formulas que determinam a passagem de A — A”, denominada Rotagao de Jacobi
de um angulo ¢ para os elementos da interse¢do. Temos, utilizando (7.12) e (7.11)), que:

/

1) ap, = a, cosp — ap, sen @
= (app COS @ — agp SEN @) COS P —
—  (apg cos ¢ — aqq sen @) sen @ .
Portanto:
an, = apy €0S° © — 2apq SEN P COS P + Ggq SEN” O . (7.13)
2) ay, = agy, sen ¢ + ay, cos ¢
= (app sen ¢ + aqp cos @) sen ¢ +
+ (apg sen ¢ — aqq oS ) oS @ .
Logo:
Uy = Gpp sen® ¢ + 2a,, sen @ cos @ + agq cos® . (7.14)
3) ap, = ap, sen ¢ + a,, cos P
= (app cOs @ — agp Sen @) sen ¢ +
+  (apg cos ¢ — agq SEN ) COS @ .
Assim:
ap, = ay, = (apy — agq)sen @ cos © + apq (cos® ¢ — sen” @) (7.15)

Portanto, para fazer uma rotacao (p,q)de Jacobi, usamos as férmulas: (7.13)), (7.14), (7.15), (7.12))
com j #p,qe (T.10) com i # p,q.
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Exemplo 7.8 - Considere a matriz:

2 1 3 1
1 0 -1 0
A= 3 -1 3 0
1 0 0 1

Fazer uma rotagdo de ¢ = T em torno do elemento (p,q) = (1,3).

Solugao: Temos:

cos ¢ = cos90° = 0,
1.

sen o = sen 90° =

Agora, utilizando as formulas anteriores, obtemos:

de (7.7) = af;
de (7.8) = a3
de (7.9) = af;

Usando (7.12)) e (|7.11)), segue que:

1
ajo

1
a1q

1
a3z

1
a3y

Assim:

= aj 02—2a1380+a33 82:a33:3,

2 2
= a11 " +2a13sc+tazzc =a11 =2,

" 2 2

= ag; = (a11 —as3) sc+az (¢© —s°) = —ai3 = -3 .
li _ _ _1_ "

A1 = A12 C—A32 § = —a32 = 1 = ag; ,

li "

Q14 = Q14 c—a3q s = —azq = 0= ay, ,

/ "
G39 = Q12 S+ agz c=a12 =1 = ays ,

’ "
Q34 = Q14 S+ a3g c=ajs =1=ay;s .

3 1 =30
[ 10 10
A=l 31 21|
00 11
(

7.5.1 Método Cléassico de Jacobi

213

O Método Cléassico de Jacobi, ou simplesmente Método de Jacobi, como ja dissemos, é um
método numérico que serve para determinar auto-valores e auto-vetores de matrizes simétricas. Dada a
matriz A, efetuamos uma sequéncia de rotagoes:

A1:A;A2:U{’A1U1 - A3:U£A2U2 —

— A]H_l:U;éAk-UkiD,

onde U;, i = 1,2...k sao matrizes de rotagao, e D é uma matriz diagonal.

O processo para construgao da matriz Ay, consiste em escolhermos entre os elementos nao diagonais
de A o elemento de maior valor absoluto, isto é:

apqg = i%X(aij)~
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Fazer entao, uma rotacdo com a finalidade de zerar o elemento a,,. A seguir reaplicamos o processo
a matriz resultante tantas vezes quantas forem necessarias, de tal modo a reduzirmos a matriz A a uma
matriz diagonal D, cujos elementos sdo os auto-valores de A.

Assim, no primeiro passo devemos zerar o elemento a,,. Assumimos que a,q, # 0, (pois caso contrario
nada terfamos a fazer), e assim nosso objetivo é obter a;,’q = 0. De (7.15)), temos a expressao para aj,, e

Pq
impondo que o mesmo seja identicamente nulo, segue que:

(app — aqq) cOS ¢ sen ¢ + apq(cos® p — sen? ) =0 .
—_——— —_—— ——

%sen2go cos2p
Portanto:
Qpg €OS 2
App — @ = — 4————— = — 2 apq cotg 2
pp aq %sen 2 pg COLG 2 ¢
S ocotg2p = M9 m _
2 apq
Agora:
cota 2 _ cos2¢p _ cos®p — sen® o
92¥ = Sen2¢p T “2senpcosp
cos® ¢ — sen? o
_ cos? 1 = tg?
- 2 sen pcosp 2tg o
cos® ¢

Seja t = tg ; temos cotg 2 ¢ = ¢. Assim:

1—¢t2
- = 1-t> = 2o .
o 2 o

Portanto:

2 4 2Ap—1=0 ==t = 20 2”4¢2+4.

Obtemos entao: t = —¢ & /@2 + 1. Multiplicando o numerador e o denominador por: ¢ 4 \/¢2 + 1
segue que:

1
b= —
pENP?+1
Computacionalmente, adotamos:
L : 9#0;
. ¢ + Sinal(¢)\/d? + 1
1, o=0.

Observe que escolhemos o sinal positivo ou negativo de ¢ de modo a obter o denominador de maior
mddulo, pois assim teremos sempre [t| < 1. Agora, temos as seguintes férmulas para a secante de um
angulo ¢:

1
sec> p = 14+1tg% ¢, e, sec? p= 5— -
cos® @
Assim:
L = 1+tg? = cos? ¢ = !
cos2 o g¥ Sp_l—l—thgp.
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Logo, podemos escrever:

1 o

VittgZ e VIt
t

Vite'

c = cosp =

s = senyp = cosp-t =

Resumindo, o método de Jacobi, consiste em:

1) Determinar o elemento de maior médulo de A fora da diagonal. Esse elemento serd denotado por
Gpg-

2) Calcular:

a —a
2.1) ¢ = dag

Prq
1
; 0;
2.2) 1 — ¢ + Sinal(¢)\/¢% + 1 ?#
1, $=0.
2.3) cos p = \/ﬁ

_ t
2.4) sen ¢ = T
3) Usar as férmulas de rotagao de Jacobi, isto é: as férmulas: (7.13)), (7.14), (7.6 com j # p, ¢
e (7.5) com i # p,q.

O processo deve ser repetido até obtermos uma matriz diagonal.

Observe que em cada passo k, o item 3) acima pode ser substituido pelo produto U} Ay Us.

Calculo dos Auto-Vetores

Ao mesmo tempo que calculamos os auto-valores de uma matriz A pelo método de Jacobi podemos
obter seus auto-vetores. Vimos que a sequéncia de matrizes Ay é calculada por recorréncia através de:

A1 = UL AUy (K=1,2,...).
Como A; = A, obtemos:
Appr = UL UL, ... USUL AU, .. .U, U, = VEAV,

onde V =U1Us...Up_1Uy.

Com a hipétese que Ay ~ D obtemos que D = V*AV, onde V é matriz ortogonal, pois a matriz V é
produto de matrizes ortogonais. Assim D contém os auto-valores de A e V' contém seus corresponden-
tes auto-vetores (em colunas), isto é, a j-ésima coluna de V' é o auto-vetor correspondente ao auto-valor A;.

Observe que em cada passo do método de Jacobi, um par de elementos fora da diagonal torna-se zero.
Assim pode parecer, & primeira vista, que uma matriz diagonal é obtida apds um nimero finito de passos.
Entretanto, isso nao é verdade porque transformacoes ortogonais subsequentes destroem os zeros criados
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anteriormente. Apesar disso, é possivel mostrar que quando um zero é criado nas posicoes (p, q) e (¢,p),
a soma dos quadrados dos elementos nao diagonais da matriz Ay, S(Ay), decresce de Qaf,q. De fato, seja:

S(Ar) = Y (ay)* .

i#]

Vamos mostrar que S(A4;) — 0. Para tanto, em cada passo A — A” vamos comparar S(A4) com
S(A"). Assim:

S = Y @)+ Y lah)?

i,j=1

1,J7D,q i#p,q
+ (af)?1+ > lapy)® + (ag;)?] +2(a"pg)*
jsjfpl,q

onde as somas do lado direito da expressao acima representam, respectivamente: os elementos que nao
mudam, os elementos das linhas p e ¢, fora da diagonal; elementos das colunas p e ¢, fora da diagonal.
Agora, usando (?7), segue que:

(a)” + (aiy)* = (aipc — aigs)” + (aips — aige)® = (aip)” + (aig)” ,
e desde que o mesmo ¢ valido para (aj;)* + (alj;)?, obtemos:

S(A") = S(A) — 2apg)* + 2(ap,)* .

Observe que na expressio acima devemos subtrair 2(a,,)?, pois S(A) contém este elemento. Assim,
de um modo geral, no k-ésimo passo, teremos:

Sk = Sk—1—2(ak;")? +2(a),)?

= Sk_1-— 2(@;;1)2 ,
desde que (a’;q_ !
todos os elementos, fora da diagonal principal, por a

) é o maior elemento, em mdédulo, fora da diagonal principal e a’;q = 0. Substituindo

k—1 :
»q )» Obtemos:

Sp_1 < (n2 — n)(a];q_l)2

]i)*l)2 < Sk*l
Pq = n2_n-
Logo:

Sk—1
n? —n

2
= _ 1— .
Skl( n2—n>

A partir desta expressdo para Sy, podemos escrever que:

2 2 \?
Sk < 1_n2—n Sk—1 < 1_n2—n Sp—2 <.,

Sk

IN

Sk—1—2
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5 \K
Sk§<1n2_n) So

onde Sy, representa a soma dos quadrados dos elementos ndo diagonais da matriz dada. Agora desde

que (
Com isso, acabamos de mostrar que o método de Jacobi é convergente para qualquer matriz real simétrica.

e assim, concluimos que:

) < 1, segue que S — 0 quando k — oo, e isto signufica que A — D, quando k — oo.

Observe ainda que, na pratica, nao obtemos, em geral uma matriz diagonal, mas sim uma matriz
quase diagonal, ou seja, desde que: Sp_1 < (n? —n)(ak1)? < n?(af;')?, paramos o processo quando
n|a | < €, onde € é uma precisao pré-fixada. A seguir daremos alguns exemplos.

Exemplo 7.9 - Determinar os auto-valores e correspondentes auto-vetores de:
7 2
- (37)

Solugao: Como a matriz é 2 x 2 para diagonalizar A devemos zerar o elemento (1,2). Assim: (p,q) =
(1,2). Temos entdo que:

pelo método de Jacobi.

¢ = =0=t =1
2a12
Portanto: /3
1 2
= — = %= = 0.7071,
¢ Vitre 2

allll = 01162 — 2(11250 + a2252

—  7(0.5) — 2(2)(0.7071)(0.7071) + 7(0.5) = 5,
aly = a118® + 2a125c + agc?

7(0.5) 4 2(2)(0.7071)(0.7071) + 7(0.5) = 9,

onde utilizamos as férmulas: . e . Assim: A = ( g 8 > .

Logo os auto-valores de A sao: A\; = 5; A2 = 9 e desde que:

V = U — cosp  seny _ 0.7071 0.7071
-t T\ —senp cosp )\ —0.7071 0.7071 ) °

0s auto-vetores, correspondentes, sao:
_ 0.7071 _ 0.7071
= —o07071 2= L ogor )
Exemplo 7.10 - Determinar, usando o método de Jacobi, os auto-valores da matriz:

4 2 0
A = 2 5 3
0 3 6
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Solugao: O maior elemento, em modulo, fora da diagonal principal da matriz A; = A, é o elemento
a23 = A32 = 3. Assim:

aszz — ag2 6—5
= = = 0.1667 .
(b 2(123 6

Portanto, t = 0.8471, cosp = ¢ = 0.7630, seny = s = 0.6464. Como ja dissemos podemos ou aplicar

as férmulas: (7.13), (7.14), (7.6) com j # 2,3 e (7.5) com i # 2,3, ou simplesmente efetuar o produto
Ut A,Uq, para obter As, onde:

1 0 0 4 1.5260 1.2928
U =| 0 07630 0.6464 = A;= | 1.5260 2.4586 0
0 —0.6464 0.7630 1.2928 0 8.5414

O elemento de maior valor absoluto, na matriz Ay é a1o = as; = 1.5260. Assim:

¢ = —0.5050, t=—0.6153, ¢=0.8517, s= —0.5240 .
Obtemos, entao:
0.8517 —0.5240 0 4.9387 0 1.1011
Uy=1 0.5240 0.8517 O = As= 0 1.5197 —0.6774
0 0 1 1.1011 —0.6774 8.5414

Agora (p,q) = (1,3), ¢ =1.6360, t = 0.2814, ¢ = 0.9626, s = 0.2709, e com isso obtemos:

0.9626 0 0.2709 4.6611  0.1239 0
Us = 0 1 0 = As= | 01239 1.5197 —0.6520
—0.2709 0 0.9626 0 —0.6520 8.8536

Temos (p,q) = (2,3) e assim afetuando os célculos segue que: ¢ = —5.6266, t = —0.0882, ¢ =
0.9961, s = —0.0879. Portanto:

1 0 0 4.6228 0.1827 —0.0161
Us=1 0 09961 —0.0879 = As= 0.1827  1.4621 0
0 —0.0879 0.9961 —0.0161 0 8.9081

Observe que os elementos nao diagonais da sequéncia Ay — 0, a medida que k aumenta. Assim os ele-
mentos diagonais da sequéncia Ay convergem para os auto-valores de A que sdo: 1.45163, 4.63951, 8.90885.
Uma precisdo maior pode ser obtida continuando o processo. Além disso, se desejarmos uma aproximacao
para os auto-vetores, basta efetuar o produto U;UsUsUy.

7.5.2 Meétodo Ciclico de Jacobi

A procura do elemento de maior médulo, fora da diagonal principal, a cada passo do método de
Jacobi, é um processo caro que deve ser evitado. Uma alternativa é percorrer ciclicamente os elementos
fora da diagonal principal, por linha, por exemplo. Assim, sucessivamente, zeramos os elementos das
posicgoes:

(1,2) (1,3) (1,n)
(2,3) (2,n)
(n—1,n)

escolhendo em cada passo ¢ tal que a;,’q = 0. As férmulas usadas sao as mesmas do método de Jacobi.
A seguir voltamos a primeira linha, segunda linha, etc, isto é, repetimos o ciclo tantas vezes quantas
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forem necesséarias até obtermos uma matriz diagonal. Além disso, desde que os elementos nao diagonais,
a cada passo, decrescem podemos usar uma estratégia conhecida como Método Ciclico de Jacobi
com Dados de Entrada. Tal método consiste em omitir transformagoes sobre elementos cujo valor, em
moédulo, é menor que os valores fornecidos como dados de entrada. A vantagem deste método é que zeros
sdo criados apenas nas posicoes onde o valor é em moédulo maior que os valores fornecidos nos dados de
entrada, sem a necessidade de ir zerando todos os elementos. O préximo exemplo ilustra esse método.

Exemplo 7.11 - Determinar os auto-valores e correspondentes auto-vetores da matriz:

3 04 5
A=104 4 01],
5 01 -2

usando o método de Jacobi, tomando como dados de entrada para o primeiro e sequndo ciclos: 0.5 e 0.05,
respectivamente.

Solugao: Para o primeiro ciclo a transformagcdo sobre o elemento (1,2) serd omitida pois |0.4] < 0.5.
Portanto, desde que |5| > 0.5, um zero serd criado na posicao (1, 3). Assim, fazendo os célculos, obtemos:

0.8507 0 —0.5257 6.0902  0.3928 0
U, = 0 1 0 = Ay = 0.3928 4 —0.1252
0.5257 0 0.8507 0 —0.1252 —5.0902

A transformacao (2, 3) serd omitida porque | — 0.1252| < 0.5. Isto completa o primeiro ciclo. Para o
segundo ciclo um zero serd criado na posicao (1,2) porque |0.3928| > 0.05. Portanto:

0.9839 —-0.1788 0 6.1616 0 —0.0224
Us = 0.1788 0.9839 0 = Az = 0 3.9286 —0.1232
0 0 1 —0.0224 —-0.1232 —5.0902

A transformacao (1, 3) serd omitida pois | —0.0224| < 0.05. Finalmente um zero sera criado na posigao
(2,3). Assim:

1 0 0 6.1616  0.0003 —0.0224
Us = 0 0.9999 0.0137 = Ay = 0.0003  3.9303 0
0 —0.0137 0.9999 —0.0024 0 —5.0919

e portanto podemos dizer que os auto-valores de A sdo aproximadamente iguais a 6.1616, 3.9303 e —5.0919.
Agora, para obtermos os auto-vetores calculamos o produto U;UsUs. Fazendo isso, segue que:

0.8370 —0.1449 —0.5277
U,0,U3 = 0.1788 0.9838  0.0135
0.5172 —0.1056  0.8439

Portanto os auto-vetores aproximados de A, correspondentes aos auto-valores aproximados: 6.1616, 3.9303
e —5.0919, sao:

0.8370 —0.1449 —0.5277
0.1788 , 0.9838 , 0.0135
0.5172 —0.1056 0.8439

Os auto-valores de A sao: 6.16161,3.93029 e —5.09190.
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Observe que os teoremas de Gerschgorin (Teorema [1.10) fornecem ainda um limitante para os erros
cometidos nos auto-valores calculados pelo método de Jacobi. No exemplo[7.11]} os circulos de Gerschgorin
da matriz transformada A, sdo dados por:

ap = 6.1616, r = 0.0227,
as = 3.9303, 7 = 0.0003,
a3 = —50019, 73 = 0.0224 .

Estes circulos sao isolados e assim existe exatamente um auto-valor em cada circulo. Os auto-valores
podem portanto serem estimados por:

6.1616 = 0.0227 , 3.9303 £ 0.0003 , —5.0919 + 0.0224

De um modo geral, se os elementos nao diagonais de uma matriz n x n simétrica tém modulo nao
excedendo € entao, desde que os circulos de Gerschgorin sio isolados, os auto-valores diferem dos elementos
da diagonal principal por no maximo (n — 1)e.

Exercicios

7.9 - Determine os auto-valores e auto-vetores das sequintes matrizes:

10 —6 -4 2 4 -2
A= -6 11 2 |, B = 4 2 2 |,
—4 2 6 -2 2 5

usando:
a) o método de Jacobi,
b) o método ciclico de Jacobi,

c) o método ciclico de Jacobi, com dados de entrada igual a 10~¢ para o i-ésimo ciclo.

7.10 - Se:
cosp 0 senyp 5 0 1
U = 0 1 0 ;i A = 0 -3 0.1 ,
—seny 0  cosp 1 01 2
calcule UTAU, e deduza que se ¢ = —% entao os elementos (1,3) e (3,1) deste produto sao iguais a zero.

Escreva aproximagdes para os auto-valores e auto-vetores de A. Use o teorema de Gerschgorin para obter
um limite superior do erro nos auto-valores estimados.

7.6 Método de Rutishauser (ou Método LR)

O método de Rutishauser ou Método LR permite, sob certas condi¢oes, determinar todos os
auto-valores de uma matriz, sem determinar o polinémio caracteristico.

Seja A uma matriz quadrada de ordem n. O método consiste em construir uma sequéncia de matrizes
Aq, As, ... do seguinte modo: decompomos A = A; no produto L1 R; onde L; é triangular inferior com
1 na diagonal e Ry é triangular superior. (Decomposi¢ao LU, Capitulo 4). Entao, A; = L1R;. Agora,
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multiplicamos as duas matrizes na ordem inversa e formamos a matriz Ao = R;L;, e decompomos, a
seguir, a matriz As no produto de duas matrizes triangulares Ly e Ry e assim por diante. Entao temos:

Ai=A=L1Ry
A2 = RlLl = L2R2
Az = RyLo = L3R3

Ap = Ry—1Lx—1 = Ly Ry,

Observagoes:

1) Pode-se provar que: Se os auto-valores de A sdo distintos a sequéncia {Ag} converge para uma
matriz triangular superior R.

2) As matrizes A e R s@o matrizes similares. De fato, temos: Ay = L1R; = Ll_lAl = Ry, entao:
Ay =RiL, = LT'AL,
desde que A; = A. Portanto As é similar a A. De Ay = LyRy = L2_1A2 = R, entao:
A3 = RolLo = Ly 'AgLy = Ly 'L AL Ly
e portanto Az é similar a A. De um modo geral, obtemos:

Ay =Ry_1Ly—y = L', ...L7" ALy... Ly .

L-1 L

Portanto Ay é similar a A. Logo possuem o mesmo polindémio caracteristico. Portanto possuem os
mesmos auto-valores.

3) Os elementos diagonais da matriz Ay sdo os auto-valores procurados.

4) O processo termina quando o elemento de maior valor absoluto da matriz Ay, (abaixo da diagonal
principal), for menor que €, onde € é uma precisdo pré-fixada.

Exemplo 7.12 - Calcular os auto-valores de:

A:

— oW
o~ o
— o

pelo método de Rutishauser com precisdo de 1072.
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Solugao: Temos:

1 2 0 1
Al = A= 0 1 1 0 = LlUl )
05 0 1 0.5
25 0 1
A = L, = [ 0o 1 o0
0.25 0 0.5
1 25 0 1
= 0 ]_ 1 0 = L2U2 )
01 0 1 0.4
26 0 1
As = UsLy = 0 1
0.04 0 04
1 26 0 1
= 0 1 1 0 - L3U3 )
0.0154 0 1 0.3846

26154 0 1
Ay = Usls = 0 10
0.00592 0 0.3846

Como os elementos abaixo da diagonal principal de A4 sdo, em médulo menor que 1072 = A, ~ R.
Assim, os auto-valores de A sdo:

A1 >~ 2.6154 |
Ao=1,
A3~ 0.3846 , com €< 1072

Observe que os auto-valores de A sao: 2.618034, 1 e 0.381966.
O método de Rutishauser permite obter também os auto-vetores. Entretanto o calculo dos auto-

vetores, por este método, é um tanto trabalhoso e assim sera omitido. O leitor interessado pode encontrar
a descrigdo do método, por exemplo em [Fox, 19..].

Exercicios

7.11 - Usando o método LR, determine os auto-valores das matrizes:

3 01 5 1 0
A = 0 2 2 , B = -1 3 1 )
1 25 -2 1 10
com precisdo de 1072,
7.12 - Considere a matriz:

5 0 1
A=10 10
5 0 1

Usando o método LR, uma unica vez, isto €, até determinar As, € possivel estimar os auto-valores de
A?
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7.7 Método de Francis (ou Método QR)

O método de Francis ou Método QR determina todos os auto-valores de uma matriz, sem deter-
minar o polinébmio caracteristico.

Seja A uma matriz quadrada de ordem n. O método consiste em construir uma sequéncia de matrizes
Ay, As, ... do seguinte modo: decompomos A = A; no produto @Q;R; onde (1 é ortogonal e R; é
triangular superior. Entdo, A; = Q1R;. Agora, multiplicamos as duas matrizes na ordem inversa e
formamos a matriz A, = R1Q1, e decompomos, a seguir, a matriz A, no produto Q2 Rs e assim por
diante. Entao temos:

Ay = A= QiR
Ay = RiQ1 = Q2R
Ay = Rp1Qp-1 = QiRy .

Observacgoes:

a) Essa decomposicdo tem a vantagem, em relagdo ao método LR, de sempre existir. Além disso, se A;
é real entao Qs e R, sdo reais.

b) A sequéncia Ay converge para uma matriz triangular superior em cuja diagonal encontram-se os
auto-valores da matriz A.

c) A matriz Ay é similar a matriz A. De fato, temos: 41 = Q1R = Ql_lAl = Ry, entao:
Ay = Ri@Q1 = Q7'AQ:
Portanto, desde que A; = A, temos que: Az e A s@o similares. De um modo geral, obtemos:

A1 = RiQr= Q.'Q . Q7 A1 Q... Qr—1Qx
—_——
Q—l Q

Portanto Aj4q é similar a A. Logo possuem o mesmo polindmio caracteristico. Portanto possuem
os mesmos auto-valores.

d) Os elementos diagonais da matriz Ay sdo os auto-valores procurados.

e) O processo termina quando o elemento de maior valor absoluto da matriz Ay, (abaixo da diagonal
principal), for menor que €, onde € é uma precisao pré-fixada.

Em cada passo do método QR, devemos determinar matrizes Qi e Ry onde Q) é matriz ortogonal e
Ry, é matriz triangular superior. Essa decomposigao pode ser obtida utilizando transformagoes ortogonais
da forma ([1.23]). A seguir mostramos como isso pode ser feito.

Seja A uma matriz que desejamos decompor no produto QR. Para zerar o elemento as;, fazemos o
produto U1 A e com isso obtemos uma matriz AY); para zerar o elemento as; fazemos o produto U A
e assim obtemos uma matriz A, e assim sucessivamente, isto é, procedemos coluna por coluna até
zerarmos todos os elementos abaixo da diagonal principal. O produto das matrizes ULUL ... fornece a
matriz Q.
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Considere entao o produto U; A, onde Uy é dada por (1.23)). O elemento a;, ¢ dado por:
Qg = —SEN Pap, + cos Pagy, (7.16)

e queremos a;p = 0. Assim, o que desejamos é

—  appV'1—cos?p+ cospag, = 0

= appV1—coslp = agpcosp
2 2 2 2
= a,,(1—cos"p) = ay,cos™p
2 2 2 2
= (a,, tay,)cos*p = a,,
a
= Cosp = ed

/2 2
App + Agp
Por outro lado, igualando (7.18]) a zero, segue que:

Qgp COS a
senp = —E—L LN seny = -

a, /2 2
Pp
app + gp
Para melhor entendimento do método, considere uma matriz de ordem 3. Para reduzi-la a forma
triangular devemos zerar os elementos as1, as; e asz. Assim, fazendo ¢ = cosp e s = senyp, segue que:

1) para zerar o elemento as;, efetuamos o produto:

! i !
c s 0 a1 a2 a3 ay; Q19 ajs
! !
—s ¢ 0 as1 Q92 @93 = 0 ay aj ,
0 0 1 azr asz ass a1 azz ass
Uy
e desde que queremos as; = 0 devemos ter:

—S a11 + ¢ as; = 0, onde

s = g1 c = ayy
/2 2 /2 2
aiy +ag ay +ay
2) para zerar o elemento agy, efetuamos o produto:
/ / / " " 1/
c 0 s ayp Qi a3 a1 A1 Ai3
010 0 aby aby = 0 aby aby
" 1
-s 0 ¢ az1 azz asg 0 a3 ag
U,

e desde que queremos az; = 0, devemos ter:
— sal; +caz =0, onde

!
asy e _ a1

§ = ——2L c = —2L__ |
2 2 2 2
v aqq + ag; Vv aqq +ag
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3) para zerar o elemento ass, efetuamos o produto:

" 1 " " " 1

1 00 ap; Q2 Qi3 app  Qrp Qi3

A / _ " 12

0 c s 0 ay aj = 0 ah ay

" " 1

0 —-s ¢ 0 a3y ass 0 0 ass
Us

e desde que queremos af, = 0, devemos ter:
—sahy+caly, =0

1 li
a a
= 5§ = ——32___ e c = 22

Vag + ag3 Vagh +as3
Assim, obtemos:
U3U2U1A =R = A= UltUQtUé R, .
——
Q1

O produto R1Q; = RUIULUL é obtido por sucessivas pré-multiplicagoes de R com as matrizes
Ul, k=1,2,....

Exemplo 7.13 - Determinar os auto-valores da matriz:

A:

— O N
o = O
=

pelo método de Francis; com e < 1072,

Solugao: Como as; = 0, devemos zerar apenas o elemento az;. Assim U; = I e para obtermos Us,
fazemos:

asi 1 1
s = - s= = _ — (.4472,
N V22 +12 5
aill 2
c = —— = ¢c=— = (0.8944 .
Vai + a3 V5
Assim :

0.8944 0 0.4472
U, = 0 1 0
—0.4472 0 0.8944

Portanto:
2.2360 0 1.3416
UU1A = UsJA = U A = 0 1 0
0 0 0.4472
Ry

Desde que azo =0 = Us = 1. Assim: Us3UyU; = Us e U{l = Ué. Portanto:

0.8944 0 —0.4472 2.2360 0 1.3416
A =A= 0o 1 0 0 1 0 = Q1R .
0.4472 0  0.8944 0 0 04472

Us
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Agora:
2.5998 0 0.2000
Ay = Ri@Q = 0 1 0
0.2000 0 0.4000

Aplicando novamente o processo, temos que: U; = Us = I. Devemos entao determinar Us. Assim:

0.2000
= = 0.0767 ,
i /(2.5998)2 + (0.2000)2
2.5998
= = 0.9971 .
¢ /(2.5998)2 + (0.2000)2
Portanto:
0.9971 0 0.0767
Uy, = 0 1 0 ,
—0.0767 0 0.9971
e assim:
2.6076 0 0.2301
UpAy = 0 1 0 = Ry
0 0 0.3935
Logo:
0.9971 0 —0.0767 2.6076 0 0.2301
Ay = 0 1 0 o 1 0 = Q2 Ry
0.0767 0 0.9971 0 0 0.3835
U3
Finalmente,

2.6177 0 0.0294
A3 = Ry Qy = 0 1 0
0.0004 0 0.3824

Desde que o maior elemento, em valor absoluto, abaixo da diagonal principal é menor do que 1072,
temos que os valores aproximados dos auto-valores de A sao: 2.6177, 1 e 0.3824. Observe que os auto-
valores de A sao: 2.618034, 1 e 0.381966.

O método QR permite obter também os auto-vetores. Como no método LR o cédlculo dos auto-vetores
é trabalhoso por este método e assim serd omitido. O leitor interessado pode encontrar a descrigao do
método, por exemplo em [Fox, 19..].

Exercicios

7.13 - Usando o método QR, determinar todos os auto-valores das matrizes:

4 4 -3 12 3 1
A=[(0o8 1]|,B=|-9 -2 -3,
02 -1 4 6 2

com precisdo de 1072,
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7.14 - Usando o método QR, uma unica vez, na matriz:

11 3
A=1[20 1],
2 1 -1

é possivel estimar seus auto-valores? (Use aritmética exata).

7.8 Exercicios Complementares

7.15 - Para cada uma das matrizes:

A:(‘? ?,) A= (1) ;1 Zl)) :
0 2 -1
encontre um polinémio que tenha a matriz como raiz.
7.16 - Sabendo que uma matriz de ordem 8 tem como auto-valores A1 = —1, Ao =2, A3 = 3.
a) Qual é o polindmio caracteristico de A?
b) Quanto vale tr(A?)?
c) Quais sdo os auto-valores de A=1?
d) A matriz A é uma matriz singular? Por qué?
7.17 - Seja A uma matriz quadrada de ordem n e sejam A1, A2, -+, An Seus auto-valores. Quais sao

0s auto-valores de A — qI onde q é uma constante e I é a matriz identidade?

7.18 - Mostre que se v € auto-vetor de A e de B entao v € auto-vetor de aA + BB, onde o, 3 sao
escalares quaisquer.

7.19 - Mostre que uma matriz A e sua transposta At possuem o mesmo polinémio caracteristico.

7.20 - Considere a matriz:

1 3 -1
A= 0 0 2
-1 1 0

Verifique, através do método de Leverrier, que seu polinomio caracteristico € dado por:

PA) = X3+ 224310 -8.
7.21 - Seja a matriz:
1 0 2
A=10 3 1
2 1 2

a) Verifique pelo método de Leverrier-Faddeev que seu polindmio caracteristico é dado por:

PO = (—1)3(A —6X2+6XA+7) .



CAPITULO 7. DETERMINA CAO N UMERICA DE AUTO-VALORES E AUTO-VETORES 228

b) Determine por método numérico a sua escolha o Unico auto-valor real negativo de A com
precisdo de 1072,

c) Usando os resultados obtidos em a) e b) calcule o auto-vetor correspondente .
d) Usando a) obtenha a inversa de A.

7.22 - Usando o método das poténcias determine, com precisdo de 1073, o auto-valor de maior valor
absoluto, e seu correspondente auto-vetor, para cada uma das sequintes matrizes:

3 1 2 2 1 0
A= 1 3 2 , B= 1 2 1
1 2 3 01 2
7.23 - Considere a matriz:
1 -1 2
A= -1 1 2
2 -2 8

a) Pelo método das poténcias calcule o auto-valor de maior valor absoluto de A e seu correspon-
dente auto-vetor.

b) Obtenha o polindmio caracteristico de A pelo método de Leverrier-Faddeev.
¢ Determine os demais auto-valores de A.

d) Obtenha o auto-vetor correspondente ao auto-valor Ay pelo processo de Leverrier - Faddeev.
Suponha |A1] > [A2| > |As].
7.24 - Determinar o auto-valor de maior valor absoluto da matriz:
4 2 2
A= 2 5 1
2 1 6
usando o método das poténcias. Use como vetor inicial yo = (8/9, 8/9, 1)!. Dé seu valor aprozimado

apos trés iteracoes.

7.25 - Considere as matrizes:

1 -3 3
A<_i g) B=|3 -5 3
6 —6 4

Para cada uma delas:
a) calcule P(\) e suas raizes algebricamente.
b) calcule P(\) pelo método de Leverrier.
c) calcule os auto-valores e auto-vetores pelo método de Leverrier-Faddeev.
d) calcule os auto-valores pelo método de poténcias.
e) calcule os auto-valores pelo método LR.

£) calcule os auto-valores pelo método QR.
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7.26 - Matrizes do tipo:
o T1 X2
xy ® x|
r1 T2 X0

sao chamadas matrizes circulantes. Determine todos os auto-valores e correspondentes auto-vetores
da matriz circulante onde xy = 9,21 = 2 e x3 = 1, utilizando para isso método numérico a sua escolha.

7.27 - Localizar, usando o teorema de Gerschgorin, os auto-valores de:

1 0 2 3 1 0
A = 0 3 1 , B = 1 2 1
2 1 2 0 -1 0
7.28 - Considere a matriz:
2 -1 0
A= -1 2 -1
0 -1 2

Determine os auto-valores de A, usando:
a) o método cldssico de Jacobi,

b) o método ciclico de Jacobi,
c) o método ciclico de Jacobi, com dados de entrada igual a 5 x 10~% para o i-ésimo ciclo.

d) Use o teorema de Gerschgorin para obter um limite superior do erro nos auto-valores estima-

dos.

7.29 - Considere a matrizes:

10 -1 0 100 0 99
A= -1 20|, B= 0 20 o0
0 0 1 99 0 101

a) Caso haja convergéncia pelo método de Rutishauser, o que se deve esperar?

b) Determine os auto-valores usando o método de Rutishauser. Use com processo de parada
e = 1072, ou nidmero mdzimo de iteracdes = 3.

7.30 Considere a matriz:
4 1 1
A=1 2 4 1
0 1 4
Determine os auto-valores de A, com precisdo de 1072, usando:

a) o método LR,

b) o método QR.
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7.9 Problemas Aplicados e Projetos

7.1 - Considere o movimento horizontal do conjunto massa mola mostrado na Figura 7.5.

T x2
p——— e
k1 ko ks
m 000, — m 000,
O (@) (@) (@)
Figura 7.3

As deflexdes horizontais 1 e xo sdo medidas relativamente a posi¢ao de equilibrio estdtico. As molas
possuem rigidez k1,ko e k3, que sdo as forcas requeridas para estender ou comprimir cada mola de uma
unidade de comprimento.

As equacdes de movimento sao:

dQCCl
mlﬁ = —klxl + kg(l‘g — l‘l)
d’x
o2 = ky(r — 2) + ks

a) Sex = (z1,22)" € o vetor deflexdo entio podemos reescrever as equagdes acima na forma:

d?z

prea Az
b) Mostre que a substituicdo:

x = ve!

onde v é um vetor do R? , €™t = coswt + isenwt com i = /—1 , leva ao problema de auto-valores
: Av = v onde A = —w?. Os possiveis valores que w pode assumir sio as frequéncias naturais de
vibracdo do sistema.

c) Seky =ky=ks= 1kg/s2 e m; = mo = lkg determine os auto-valores e auto-vetores de A,
por método numérico ‘a sua escolha.

7.2 - Considere o sequinte sistema de equagdes diferenciais, com coeficientes constantes:

dfz.JI’l = fi(@,y1,92,- -, Yn)

% = fQ(x,y1,y27-~-,yn)

% = f3(337y17y27~-~»yn) ’ (717)
dy,

% - fg(l',yl,y%"’?y")

Se escrevermos , na forma:
Y/(t) = AY(1)
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entao a solugao geral do sistema € dado por:
n
Y(t) = cheAktvk ,
k=1

onde: ¢ sao constantes arbitrdrias, A\ sao os auto-valores de A e vy seus correspondentes auto-vetores.

Considere os sistemas:

d d

ﬁ = 10y ﬁ = —10y1 — Ty2+ Tys
() § 92 = yi-38y,—Tys . () G2 = Syi+5y—dys

% = 2yz+ 6ys % = T = 5y2+6ys

Determine a solucao geral destes sistemas, usando um método numérico a sua escolha para determinar
todos os auto-valores e auto-vetores. Cuidado!! O sistema (II) possui auto-valores iguais em mddulo.

7.3 - A curvatura de uma coluna delgada sujeita a uma carga P pode ser modelada por:

d?y M

d? . . . . - p
onde T4 especifica a curvatura, M ¢é o momento de curvatura, E é o mddulo de elasticidade, e I ¢ o
momento de inércia da se¢ao transversal sobre o eixo neutro. Considerando o corpo livre na Figura 7.4-b

€ claro que o momento de curvatura em x é M = —Py. Substituindo esse valor na equagao resulta:
d?y 9
— =0 7.19
a2 TPy ) (7.19)
onde p
P P
0,0) 1
(0,0) ”
x
(L7 0) A
P/
x

Figura 7.4
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Para o sistema na Figura 7.4, sujeita as condi¢des de contorno y(0) = y(L) = 0, a solugdo geral da

equacao é:

y = A sen pr+ B cos px

onde A e B sdo constantes arbitrdrias que devem ser obtidas usando-se as condi¢oes de contorno. Mostre
que de y(0) = 0 obtém-se B =0 e de y(L) = 0 obtém-se A sen pL = 0. Mas desde que A = 0 representa
a solugdo trivial, concluimos que sen pL = 0. Assim, para que esta iltima igualdade seja vdlida devemos

ter:
pL = nr, n=12,.... (7.21)

Portanto, existe um numero infinito de valores que satisfazem as condigcoes de contorno. A equagao

pode ser resolvida para:
p = "% n=1,2,3,..., (7.22)

08 quais sdo os auto-valores para a coluna. Cada auto-valor corresponde ao modo nos quais a coluna

curva-se. Combinando as equagoes e (7.29), seque que:

2,2
P = %f[ . n=1,2,3,... .

Isto pode ser entendido como wma deformagao da carga porque elas representam os niveis nos quais as
colunas movimentam-se em cada deformagao sucessiva. Na prdtica, em geral, o auto-valor correspondente
an =1 € o de interesse porque a quebra usualmente ocorre quando a primeira coluna se deforma. Assim,
a carga critica pode ser definida como:
w2 EI
L2

Uma carga sobre uma coluna de madeira possui as sequintes caracteristicas: E = 10'0 Pa, I =
1.25x107%m?, e L = 3m. Determine o oito primeiros auto-valores, isto é, os auto-valores correspondente
an=1,2...,8 e suas correspondentes deformagdes das cargas. Qual o valor obtido para a carga critica?

Pcm't. =

7.4 - No problema foi razoavelmente fdcil obter os auto-valores pois era conhecida a expressdo
analitica da solugdo, o que em geral ndo acontece na prdtica. Assim, podemos obter os auto-valores de

, substituindo a deriwada sequnda pela diferenca dividida central, isto €, substituindo 32732’ por:

Yir1 — 2Yi + Yio

72
Fazendo isso, podemos escrever como:
Yir1 — 20 + Yio
gty =0,
ou ainda:
Yis1 — (2= R p)yi +yio = 0.

Escrevendo esta equagao para wma série de nos ao longo do eixo da coluna, obtém-se um sistema
de equagdes homogéneas. Por exemplo, se a coluna é dividida em cinco segmentos (isto é, quatro nds
interiores), o resultado é:

(2 - h2p2) -1 n
-1 (2 — h%p?) -1 Yo _ 0
-1 (2 - h?*p?) -1 ys |
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Considerando os mesmos dados do problema determine os auto-valores para o0s casos: a) um, b)
dois, c) trés e d) quatro nds interiores, usando método numérico & sua escolha. Lembre-se: desde que
L = 3, segue que para wm no interior h = %, para dois nos interiores h = g, ete.

7.5 - No probema (7.4}, para trés nds interiores vocé obteve o sequinte sistema:

(2 — 0.5625p?) -1 Y1
1 (2 — 0.5625p?) 1 v | = 0.
-1 (2 — 0.5625p?) Y3

a) Mostre que dividindo cada equagdo por h%, obtém-se:

3.556 — A —1.778
(A=XI) = —1.778 3556 — A —L1.778
—1.778  3.556 — A

onde \ = p?, e que a expansio do determinante fornece:

P(\) = —X3+10.667\% — 31.607\ + 22.487 .

b) Mostre que o mesmo polinémio pode ser obtido aplicando-se o método de Leverrier-Faddeev

a matriz:

3.566 —1.778
B = —-1.778  3.556 —1.778
—-1.778  3.556

¢) Usando o polinémio caracteristico obtido em b), determine os auto-valores de B, usando
método numérico & sua escolha.

d) Usando o método de Jacobi, determine os auto-valores e auto-vetores da matriz B.



Capitulo 8

Aproximacao de Funcoes: Método
dos Minimos Quadrados

8.1 Introducao

O objetivo do presente capitulo consiste em resolver o seguinte problema: aproximar uma funcao
y = f(z) (real e de varidvel real) por uma fungéo F(x) que seja combinagéo linear de fungoes conhecidas,
isto é:
f(z) = ap go(x) + a1 g1(z) + ... + am gm(x) = F(x).

de tal modo que a distancia de f(z) a F(z) seja a menor possivel.

A substitui¢ao de f(z) por uma func¢ao F(x) é indicada quando o uso da func¢do dada oferece alguns
inconvenientes, tais como:

a) f(x) é definida através de processos ndo-finitos como integrais, soma de séries, etc;

b) f(z) é conhecida através de pares de pontos, obtidos em experimentos, e desejamos substitui-
la por uma fungao cujo gréfico se ajuste aos pontos observados;

que podem ser afastados através de uma escolha apropriada da fungdo F(x).
Antes de descrevermos o método do minimos quadrados relembremos alguns conceitos bésicos.

Sabemos da geometria plana euclidiana que: dados uma reta r e um ponto P fora dela, o ponto da
reta r mais préximo de P é o unico ponto @ tal que PQ é ortogonal a r.

O mesmo acontece na geometria euclidiana sélida, isto é: dados um plano « e um ponto P fora dele,
o ponto de a mais préximo de P é o pé da perpendicular tragada de P a «.

Como generalizar tal idéia a um espago euclidiano E qualquer? O problema que devemos resolver
agora é: dados uma fungéo f(z) € E e um sub-espaco E’ de E qual deve ser a fungio F(z) € E’, tal que:

I f(2) = Fa) <]l f(z) = Q) |,

para qualquer que seja Q(z) € E', Q(z) # F(z)?

234
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Este problema pode ser resolvido através da aproximagio de f(z) por F(z) pelo Método dos
Minimos Quadrados, como veremos nesse capitulo.

8.2 Aproximacao Polinomial

Vamos tratar aqui da aproximagdo de uma fungdo y = f(x) por um polinémio de um certo grau m,
isto é, F(x) = Py (), tanto no caso em que f(z) € Cla,b], onde Cla,b] é o espago vetorial das fungoes
continuas reais definidas no intervalo fechado e limitado [a,b] (caso continuo), como no caso onde f(z) é
dada por pares de pontos (caso discreto).

8.2.1 Caso Continuo

Consideremos uma fungéo f(z) € Cla, b].

Inicialmente analisaremos o problema considerando que o polindmio a ser determinado seja escrito
em relacao a base canodnica e a seguir que ele seja escrito em relacdo a uma base ortonormal. Assim:

Representacao na Base Canonica
Desejamos aproximar f(z), € [a,b], por um polinémio de grau no méximo m, isto é,

f@)~=ay + a1 z+ ...+ ay 2™ = Pp(zx),

de tal modo que a distancia de f a P,, seja minima.
Observe que neste caso: go(z) =1, g1(x) =z, ..., gm(z) = 2™ s@o fungdes conhecidas.
Assim, o polindmio (a coeficientes reais), P, (x), deve ser tal que:
dist (f, Py,) = minima.

Usando a definigao de distancia, dada anteriormente, (Capitulo 1), temos:

dist (f, P If = Pull = [(f = P f — Pu)]"/?

1/2

b
[/ (f($) - Pm(x))2 dx = ||f_Pm||2 .

Assim, o que desejamos é obter:

Q = ||f - Pnll* = minima |,

(daf a justificativa para o nome minimos quadrados).
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Precisamos, entao, determinar na classe de todos os polinémios de grau menor ou igual a m aquele
que minimize:

b
Q= f—Pul?= / ((2) — Pu(a))de.

Sabemos, entretanto, que os polindémios de grau < m constituem um espago vetorial K,,(x), do qual
{1,2,22,...,2™} é uma base. E mais: K,,(x), para z € la,b], 6 um sub-espaco de C|[a, b)].

Se nos lembrarmos de projecao ortogonal de um vetor sobre um sub-espago, (Capitulo 1), o nosso
problema esta resolvido, pois, a distancia de f a P, serd minima quando P,, for a projecao ortogonal de

f sobre K, (z).

Resumindo: para aproximar f € Cfa,b] por um polinémio P,,(z) de grau no méximo m, basta

determinar a projecao ortogonal de f sobre K,,(z), o qual é gerado por {1,z,2%,...,2™}.
Portanto os coeficientes ag, a1, ..., Gm, de Py, (x), sdo dados pelo sistema normal, isto é:
(1,1 (z,1) ... (2™ 1) ao (f,1)
(Lz) (z,2) ... (2™ ) a | _ | ()
(1,9&’”) (z,z™) ... (z™,z™) Cb;n (f, xm)

A menos que seja sugerido o produto escalar a ser utilizado, usa-se o produto escalar usual de C|a, b],
isto é, para f,g € C[a,b]:

b
(f,9) = / f(x) g(x) da .

Exemplo 8.1 Seja f(x) =2 —5 x, x € [-1,1]. Aprozimar f(z) por um polinémio do 2° grau, usando
o0 método dos minimos quadrados.

Solugao: Temos que: f(x) € C[—1,1], e para = € [—1,1], Ky(z) é um sub-espaco de C[—1, 1]. Queremos
entao:
f(x) =~ Py(z) = ap+ a1z + aga? |

onde P(x) deve ser a projecdo ortogonal de f sobre Ky(z). Assim a base para Ky(z) é {1,z,22}.
Devemos, entao, resolver o sistema:

(171) (1‘71) (12)1) Qo (f;l)
(Lz) (z,2) (xQ,x) a1 = (f,x)
(Lx?) (:r,xz) (mg,x2) as (f, xg)

Usando o produto escalar usual de C[—1, 1], segue que:
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Assim, obtemos:

2 0 2/3 ag 2/5
0 2/3 0 ax = —10/3 ,
2/3 0 2/5 as 2/7
cuja solugdo é: a9 = —3/35; a1 =—-5; aa = 6/7.
Portanto: 5 6
~ P =—-—— -5 - 2° 8.1
@) = Pla) =~ — 5+ 2w (51)
Exercicios
8.1 Seja f(z) = ﬁ? x € [-1,1]. Usando o método dos minimos quadrados, aproximar a fun¢do
f(x) por um polinémio do 2° grau.

8.2 Seja f(x) = x%’ x € [0,1]. Usando o método dos minimos quadrados, aproximar a funcdo f(x)

por um polinémio do tipo P(x) = a x* + b x*, usando o sequinte produto escalar:

1
(fo) = [ 2 1(@) g(a) s
0
Note que a base do sub-espaco neste caso é: {x? x1}.

8.3 Usando o método dos minimos quadrados, aproximar a fungdo f(x) = (a:3 — 1)2 , © €10,1],
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a) por uma reta;

b) por um polinomio do 2 grau.

Observagoes:

a) Quem resolveu o dltimo exercicio (e quem néao resolveu deve fazé-lo), pode observar que para passar
de um polinémio de grau k para um polindmio de grau k + 1 é necessario que calculemos todos os
coeficientes do polinémio e nao apenas o ultimo, ou seja, devemos refazer praticamente todos os
célculos, visto que o sistema linear passa de ordem 2 para ordem 3.

b) Além disso, para m grande, (m > 5), os efeitos de propagacao dos erros de arredondamento, tornam-
se explosivos, tornando o método tremendamente instavel, ou seja, a solugao do sistema linear pode
ser irreal.

Vejamos entao uma maneira de aumentar o grau do polinémio aproximante sem refazer todos os
célculos, bem como obter uma solugao que realmente tenha significado.

Representacao na Base Ortonormal

Veremos aqui como ajustar fungoes pelo método dos minimos quadrados através de polinémios orto-
normais.

Consideremos entao em K,,(x), uma base {L§(z), Li(z)..., L}, ()} de polinémios ortonormais, isto
é, de polinomios tais que:
* * _ _ 1 ) 1= .7 )
(Li(z), Li(x)) = &ij = { 0 . it] (8.2)
Observe que tais polinémios podem ser obtidos ortonormalizando-se a base canénica {1, x, 22, ..., 2™}

por Gram-Schmidt, (Capitulo 1).

A projegao ortogonal de f € C|a,b] sobre K,,(z) serd entdo dada por:
Py (z) = ao Lj(z) + a1 Li(x) +...+am L}, (2),

onde os a;, i =0,1,...,m, sao obtidos resolvendo-se o sistemas:
(Lg,Ly) (i L) oor (L L) a0 (/. L)
(L. LF) (L, LF) ... (L. L)) @ (£, L)
m . = ) (8.3)
(Lo Li) (LiLy) oo (LnLi) )\ oL
Mas, em vista de (8.2)), (8.3 se reduz a:
1 0 ... 0 ao (f. L&)
0o 1 ... 0 ax (f,L7)
. | = . (8.4)

0 0 1 am (f.L;,)
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Agora a solugdo de (8.4) segue trivialmente, isto é:

a; = (f,L7) , i=0,1,...,m. (8.5)
Observe que se ao invés de uma base ortonormal, considerdssemos uma base L;(x), i = 0,1,...,m,
ortogonal, cada a;, 1 =0,1,...,m, seria dado por:
o (£
! (Lla Lz)

Temos entdo obtido P, (x) que aproxima f(z). Se agora quisermos aproximar f(z) nao sé por P, (x)
mas também por P,,11(x), devemos projetar f(z) também sobre K,,4+1(x) D K (z).

Assim, uma base ortonormal para K, serd a base de K,,(z) adicionada de L, ,;(x) (ortonormal a
Li(x), i=0,1,2,...,m).

A projegdo de f(x) sobre K, 1(x) seré:

Py = ao Ly(x) + a1 Li(z) + ... + am L, (2) + amyr Lq(2),

onde os a; sdo dados por (8.5)), inclusive a,+1, isto é,
ai = (f,L}) , i=0,1,...,m+1.

Observamos entdo que, uma vez obtido P, (z), basta calcularmos Lj, ,(x) e a;41 para obter
Pm+1 (.T)

O processo pode ser repetido para m +2,m + 3,.. ..

Exemplo 8.2 - Aprozimar a fungio f(r) =a* -5z, v € [-1,1] ,
a) por uma reta,
b) por uma pardbola,

usando polindmios ortonormais.

Solugao: A aproximagao de f(z) por uma reta serd dada por:
f(x) =~ ao Fg(x) + a1 Pi(z) = Qi(2),
e entao a aproximagao por uma parabola sera obtida fazendo:
fx) = Q@) + axPy(x) = Qa(x) .

Devemos primeiramente construir os P;(x) (ortogonais) utilizando o processo de Gram-Schmidt a
partir de {1, , 2%}, (veja Capitulo 1).
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Do (Exemplo 1.14), temos que:

P()(!L‘) = 1 ,
Pi(zx) = =z,
Py(x) = 2?2 — %

Ortonormalizando primeiramente Py(z) e Pj(x), para que possamos obter a reta que melhor aproxima
f(x), obtemos:

Py 1 V2
PO* X = 1 = 1 = 5
@ [(Po, Po)] /2 { _11 dm} 2 2
P 1 V6
Pf(z) = = = —ux.
i) [(P17P1)]1/2 [fil 2 da:} 2 2

Assim os coeficientes ag e a; sdo dados por:

1
a = (f,F}) = g(aﬁl—{ix)da: = g,
—1
1
ar = (f,Pf) = ?m(x475z)dx:f%\/6.
~1
Portanto:
2 5v/3
f@) = Q) = %Pgm - %Pf( )
V2 (VB e (VB
=5 \2) 3 %)
Devemos agora, ortonormalizar P»(z), (para obtermos a pardbola). Assim:
* P (z2 —1/3)
Py(z) = =
’ (PP 1 @2 2132 da]
= @ (2 —1/3) .
Entao: ) 510 WD
as = (f,Py) = /1T (z*—1/3) (2*—52) do = = -
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Portanto:

@) = Qaa) = Qile) + e Li)
V2 (V2) 56 (VB
-5 l7) 3w

Observe que se agruparmos os termos semelhantes na tltima expressdo obtemos exatamente (8.1)),
pois estaremos escrevendo a pardbola em termos da base canoénica de K ().

Exercicios

8.4 - Aproximar, pelo método dos minimos quadrados, a funcio f(z) = x>+ 4 x, no intervalo [0,1],
a) por uma reta,
b) por um polindmio do 2° grau,

usando polindomios ortonormais.

8.5 - Usando o método dos minimos quadrados, aprozimar a funcao f(x) = (3:2 -3 z+ 4)2 , * €
[0,1],

a) por uma reta;
b) por um polinémio do 20 grau,

usando polinémios ortogonais.

8.2.2 Caso Discreto:

Vejamos agora o caso em que a funcdo é dada por n+1 pares de pontos (xo, o), (Z1,Y1), - (Tn,Yn),
onde y; = f(z;), 1=0,1,...,n, com os n + 1 pontos xg, x1, ..., T, distintos.

Procuramos determinar um polinémio (a coeficientes reais)

Po(z) = ap + a1 z+...+am, 2™, (8.6)

de grau no méximo m , (m < n), e tal que:

Q=If-Pul®,



CAPITULO 8. APROXIMACAO DE FUNCOES: METODO DOS MINIMOS QUADRADOS 242
seja minimo. Usando o produto escalar:
(f,9) = D flax) g(zx)
k=0
obtemos:
Q = ||f_Pm||2:(f_Pm7f_Pm)
= Z [f (@r) = P (1)) = Z (Yx — Pm (7k))
k=0 k=0
= Z (yk — (a0 + a1 T + ... + am 2}"))°
k=0
Assim, dados os n 4 1 pontos distintos zg, 1, ..., , e n+ 1 valores de uma funcdo y = f(z) sobre

0s pontos xj, desejamos determinar um polinémio de grau no maximo m menor do que n tal que a soma
dos quadrados dos desvios y, — P, (2) entre os valores de f(z) e P, (x) calculados nos pontos zj, seja

a menor possivel.

Na verdade, precisamos determinar, na classe de todos os polindomios de grau < m, aquele que mini-

mize Q.

O nosso problema resulta em ultima andlise na determinagao dos coeficientes ag, a1, ..

Assim, coloquemos, por definicao:

Yo Pm (1'0)
Y1 Py, (1)
Yy = . ) p = . )
onde y e p sdo vetores do IR" 1.
Usando , vemos que p pode ser escrito como:
1 To x% zg"
1 1 x3 "
pP=ao . + a1 . + ag . +...+tan .
1 T, x2 Ty
Denotando por:
1 xf)
1 i
Ug = ) U; = ) v = 17 27 , M

.y QG de Py ().
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podemos escrever:
P = aoug + aiur + ...+ Gplny, -
Vamos mostrar agora que se os n + 1 pontos sao distintos, entao os m + 1 vetores ug, U1, ..., Uny

sao linearmente independentes.

Para tanto, observe que p pode também ser escrito como:

2
1 =z xj xg" ao
1 x a3 il a
p= 1z, 22, xm .
2 m a
1 =z, =z ) m
Seja A a matriz dos coeficientes; isto é:
1 x af g
1 = x% ]
A =
1z, 22, xn

A matriz A possui n + 1 linhas por m + 1 colunas, com n > m. Seja A’, a submatriz quadrada
constituida das m + 1 primeiras linhas e m + 1 primeiras colunas de A. Assim:

2 m

1 =z xg zg

m

A/ _ 1 z1 xl ',L‘l
2 m

1 =z, T

A matriz A’ é tal que det A’ = HDj (x; — xj). Desde que os pontos xg, x1, ..., T, s@o distintos
segue que detA’ # 0. (Este fato estd demonstrado no Capitulo 10).Entao existe uma submatriz de A, de
ordem m + 1, que é nao singular. Assim, os vetores ug, %1, ..., Uy sao linearmente independentes.

Portanto ug, u1,. .., U, geram em IR™"1 um sub-espaco vetorial V de dimensao m + 1 < n + 1 (pois
m < n, por hipdtese).

Temos que: y € IR" T ep € V C IR"*! e queremos que a distancia de y a p seja minima. Isto ocorrera
quando p for a projecao ortogonal de y sobre V.

Os coeficientes ag, ay, ..., a,, do polindmio procurado sao entao dados pelo sistema normal:

(uo,uo)  (u1,u0) (U, o) ao (y, o)
(uo,ur)  (u1,u1) (U, u1) ay _ (y,.ul)
(0, 10m) (o, 18n) (e ) am (3, )
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A menos que seja sugerido o produto escalar a ser utilizado, usa-se o produto escalar usual do JR"*!,

isto é: .
(%ZJ) = Z Zi Yi,
i=1
onde z = (zg, x1, ..., acn)t ey = (Yo, Y1, -, yn)t .

Exemplo 8.3 Dada a fun¢do y = f(x), por meio da tabela:

ajustd-la por um polinémio do 2° grau, usando o método dos minimos quadrados.

Solugao: Neste caso queremos: f(z) =~ Pa(z) = ag + a1 & + ag 2. Assim, devemos construir
P = ag Up + a1 Uy + as us.
Fazendo:
0 1 -1 1
-1 1 0 0
Y= 0 ; o = 1 ; U1 = 1 ; Uz = 1 )
7 1 2 4

devemos resolver o sistema:

(Uo, Uo) (U1, Uo) (U2, Uo) ag (y, Uo)
(uo,ur) (ur,ur) (uz,ur) ar | = | (y,u1)
(uo,uz) (ur,uz) (uz,uz) as (y, u2)

Usando o produto escalar usual do IR*, segue que:

(up,up) = 14+1+14+1 =4,

(up,u1) = —-140+142 =2 = (ug,uo),
(ug,ug) = 1404144 = 6 = (ug,up),
(ur,u1) = 140+14+4 =6,

(ui,u2) = —14+0+14+8 =8 = (ug,w1),
(ug,uz) = 140+1+4+16 = 18,

(y,ug)) = 04+—-14+0+7 = 6,

(y,u1) = 04+40+0+14 = 14,

(y,ue) = 0+0+0+28 = 28.
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Obtemos entao o sistema linear:

4 2 6 aop 6
2 6 8 ay = 14 ,
6 8 18 as 28
cuj lucdo é: = _8 . - 1. = 2
ja solugao é: ag = —g ; a1 = 5 ; az = 2.

Portanto a parabola que melhor aproxima a fungao tabelada é:

8 1
P2($)=—5+5x+2x2.

Exercicios

8.6 - Determinar, pelo método dos minimos quadrados, a reta mais préxima dos pontos (x;,y;) para a
fungdao y = f(x) tabelada:

usando o método dos minimos quadrados.

8.8 - Usando o método dos minimos quadrados, aprorime a funcdo dada pela tabela:

¢z | 0 1 2 3 4 5
y |-1 0 3 8 15 24
por um polinémio do tipo:P(x) = a+b 23, usando o produto escalar:

n

(z,y) = Z (i+1) z;y .

=0

8.2.3 Erro de Truncamento

O erro de truncamento no método dos minimos quadrados é dado por Q.

Assim temos:

a) caso continuo:

b
Q=|f- P, ||2=/ (f(z) = Pu(a))? de .
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b) caso discreto:
n

Q=lf=Pul?= Y (ys— P (ar)” .

k=0

Para ilustrar, calculemos o erro de truncamento no dltimo exemplo. Assim:

3
Q = > (n—Pr(a)’

k=0
3 3 3
= > -2 wP(x) + Y P5(xx)
k=0 k=0 k=0
492 1230 4
= 50 — —= 4 - - =08

5 25 5
Observagoes:

a) O valor encontrado (Q = 0.8) corresponde & soma dos quadrados dos desvios entre os valores da
fungao e do polinémio calculados nos pontos tabelados. Além disso, podemos afirmar que a pardbola
encontrada é a melhor entre as equagoes do 2° grau, ou seja, para qualquer outra parabola teremos
para (Q um valor maior do que o encontrado.

b) Em muitos casos, os dados experimentais nao se assemelham a polindmios. Se faz necessdrio entao
procurar fungdes (nao polinomiais) que melhor aproximem os dados. Trataremos nas préximas duas
secoes de como aproximar uma funcao dada por fungoes que nao sejam polindomios.

8.3 Aproximacgao Trigonométrica

Suponha que a fungao a ser aproximada tem caracteristicas de periodicidade. Neste caso, aproximar
por polinémio nao seria uma boa escolha, visto que estes nao possuem a propriedade de serem periédicos.
Devemos portanto tentar aproximar a fungao por uma outra que tenha propriedades semelhantes & funcao
que estamos querendo aproximar.

8.3.1 Caso Continuo

Consideremos uma fungéo f(x) periédica e integravel em [0, 27].

Desejamos aproximar f(z), = € [0, 27], por uma fungao do tipo:

f(x) =~ ap+ay cos x+by sen x+ ay cos 2z + by sen 2x
(8.7)
+ ...+ am cos mx+by sen mx = F(zx).

de tal modo que a distancia de f a F' seja minima. A aproximacao da forma (8.7) é chamada apro-
ximacao trigonométrica de ordem m, para f(x).

Adotando o produto escalar:
2

(f,9) = f(x) g(z) dv , (8-8)

0
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nosso objetivo é minimizar:
27
Q=1f-FIF= [ @) -Fa) .

Evidentemente, tal objetivo sera alcangado quando F' for a projecao ortogonal de f sobre o subespaco
gerado por:

{1,cos z, sen x,cos 2z, sen 2x,...,co8 Mmx,Ssen M} . (8.9)
Assim, os coeficientes: ag, a1, b1, ..., am,b,, sao determinados resolvendo-se o sistema normal:
(1,1) (cos z,1) .. (sen mz, 1) ao
(1,cos x) (cos z,cos ) ... (semn mzx,cos x) a1
(1,sen mz) (cos z,sen mz) ... (sen mz,sen mx) by,
(£, 1)
(,cos )

= . (8.10)

(f, sen mx)
A sequéncia é ortogonal em [0, 27], isto é:

2
/ sen pxr cos qr dr = 0,
0

e temos:

2m 0 p#qv
/ sen pr sen qr dr =
0

27
/ cospx cosqr dr = T p=q#0,
0
2m p=q=0.
Portanto o sistema (8.10]), se reduz a:

2m ao (£, 1)
™ O a; (f,cos x)

0 ox b (f, sen ma)
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cuja solugao é dada por:

1 27
= d

ao o /. f(z) d
1 2m

ar = f(x) cos kx dx , k=1,2,...,m,
T Jo
1 2

b, = flx) sen kx dx , k=1,2,...,m .
T Jo

Observagoes:

i) Se a func¢do dada é uma funcao par, entao, desde que sen x é uma fungao impar, temos que:
2m

() senxz dx = 0,
0

e portanto:

fz) =~ ao—l—z ap cos kx .
k=1

ii) Se a funcdo dada é uma funcao impar, entéo, desde que cos = é uma funcao par, temos que:

27
(z) cos xdx = 0,
0

e portanto:

flz) ~ Z b sen kx .
k=1

iii) A aproximacao de f(z) no intervalo [0, 27] por (8.7), usando o produto escalar (8.8), pelo método
dos minimos quadrados é também conhecido como Andalise Harmoénica. Os termos: a; cos kx +
b, sen kx podem ser expressos na forma: Ay sen(kx + 1), onde

Ae = \J(@} +8]) e g = 35

e sdo chamados harménicos de ordem k. O termo Ay é denominado amplitude e vy dngulo de fase.

Exemplo 8.4 - Obter aproximacao trigonométrica de ordem 1, para:

f@) = |z, -r<z<m.

Solugao: Prolongando a fungao dada, periodicamente, (periodo 27), obtemos:
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y
f(z)
N

| [N // N

| | N J AN

| | N J N

| | N / N

| ! N N

| | N/ N
- 0 0 27 3T 4m T

Devemos determinar entdo F(z) tal que:

fl@) ~ ap+a; cos x+by senxz = F(x) .

Observe que integrar de —7 a 7 é igual a integrar de 0 a 27 e que a fun¢ao dada é uma funcao par,
logo b1 = 0 e portanto:
f(xz) ~ ap+ay cos v = F(x).

Assim:
1 27 ™
ag o7 /. (z) dx o /. x dx
1 27 2 s
ap = — T cos rdr = — T cos x dx
™ Jo ™ Jo
2 - 4
= — |z senzx]; — sen x dx
T 0
|, -
= 0+ —cos x| = ——.
T 0 T

Portanto, obtemos que a aproximacgao trigonométrica de ordem 1 para a fungao dada é:

T 4
flz) ~ 5, cosT.
Exercicios:
8.9 - Mostre que o conjunto das funcoes:
{1, cos t, sent, cos 2t, sen 2t ..., sen mt} ,

é um sistema ortogonal em [—m, 7.
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8.10 - Considere a func¢ao:

-1, —7<t<L0;
y(t){ 1, 0<t<nm.

Verificar que a aproximagao trigonométrica de grau 2:
y(t) =ag+ay cos t+by sen t+ ag cos 2t + by sen 2t
para y(t) é dada por: y(t) = %sen?t.

Obs: Estenda y(t) a uma fungdo impar de periodo 2.

8.3.2 Caso Discreto

Consideremos uma fungao f(z) conhecida nos N pontos distintos:

Desejamos aproximar f(z), por uma fungao do tipo:

f(x) =~ ap+a cos x+b sen x4 ag cos 2z + by sen 2x
(8.11)
+ ...+4ap cos Lx+bp sen Ly = Sp(x) .

com L < %; de tal modo que a distancia de f a Sy, seja minima.

Adotando o produto escalar:

N
(fr9) = Zf(xk) g(xk) - (8.12)

k=1

nosso objetivo é minimizar:

N

Q =I1/=5cl*= ) (flax) = Sclaw)) .

k=1

Evidentemente, tal objetivo serd alcangado quando S, for a projegao ortogonal de f sobre o subespaco
gerado por:

{1, cos z, sen z, cos 2z, sen 2z, ..., cos Lx, sen Lz} . (8.13)
Assim, os coeficientes: ag,a1,b1,...,ar,br sdo determinados resolvendo-se o sistema (8.10]), onde o
produto escalar é dado por (8.12)).
A sequéncia (8.13)) é ortogonal em [0, 27], isto é:

N

Zsen pri cos qry = 0, (8.14)
k=1
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e temos:

Zsen pTL sen qry =

k=1 % p=gq#0.
0 PFq,

N

Zcospxk COs qrp = N p=q#0,

k=1
N

o> p=qg=0.

Observe que o sistema normal aqui é o mesmo do caso continuo, o que muda é o produto escalar, pois
nesse caso temos a fungao tabelada. Portanto o sistema normal se reduz a:

N

N ao (f,]-)
o O ai (fscos z)
O % b, (fa SeEn L‘T)
cuja solugao é dada por:
L XN
ag = N Z f(xk) ’

k=1
9 N

a; = sz(mk) cos jxp , k=1,2,...,L,
k=1
g N

b, = NZf(mk) sen jxy , k=1,2,...,L .
k=1

Exemplo 8.5 - Obter aproximagao trigonométrica de ordem 1, para a funcao dada pela tabela :

T 3 - 5w 3 Wi o
2 4 4 2 4
fx) ‘ 126 159 191 178 183 179 176 149

usando o método dos minimos quadrados.

Solucao: Note que os pontos tabelados sao: x; = %TW’ k=1,2,...,8.
Devemos determinar entdo S (x) tal que:

f(z) ~ ap+ay cos x+by senxz = Si(x) .
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Assim:
8
a = ¢ > flaw) = 167.625
k=1
5 &
a = g Z f(zx) cos zp, = —19.978
k=1
9 B
b = 3 Z f(zy) sen xp, = —12.425

el
Il
—

Portanto, obtemos que a aproximacao trigonométrica de ordem 1 para a fungao dada é:

f(z) ~ 167.625 — 19.978 cos © — 12.425 sen x .

Exercicio
8.11 - Considere a funcgdio f(x), dada por:

k 1 2 3 4 ) 6
f(x) 11.8 43 138 39 -—-181 -229

7 8 9 10 11 12
—-27.2 =238 82 317 342 38.4

onde xj, = 21k—27T Obtenha aproximagao trigonométrica, de ordem 2, usando o método dos minimos qua-

drados.

Observe que se utilizarmos o produto escalar dado por || com Ty = %Tﬂ’ k=1,2,...,N, estare-
mos fazendo uma andlise harmonica aproximada.

8.4 Outros Tipos de Aproximacao

O objetivo dos métodos dos minimos quadrados é aproximar a funcao dada por uma familia linear
nos parametros, isto é, definidas por expressoes da forma:

ap go(z) + a1 g1(x) + ... + am gm(w) .

Muitos casos podem ser reduzidos a essa forma por uma transformagao prévia do problema, isto é,
nosso objetivo agora consiste na linearizagao do problema, através de transformagoes convenientes, de
modo que o método dos minimos quadrados possa ser aplicado. Daremos a seguir alguns exemplos que
ilustram o problema a ser resolvido.

1° caso: Aproximar f(x) por uma fungao do tipo exponencial, isto é,

f(z) ~ ab”,
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pode ser reduzido por uma transformagao logaritmica ao de aproximar:

In f(z) ~Ilna + xinb.

Fazendo:
F(z) = In f(z);

ag = In a; a; = Inb;
go(z) = 1; gqi(z) = =z,
reduzimos o problema original ao de aproximar F(x) por ag go(z) + a1 g1(x).

Assim ag e a; serdo obtidos resolvendo-se o sistema linear:

(go(ff)ago(ff)) (gl(ff)ago(ff)) ao B (F($)790($)) (815)
(0@ 01(@) (@) a(@) ) \ (F).1(z)) | '

Obtidos os valores de ag e a1, a aplicagdo da fung@o exponencial em ag =1In a e a; = In b retorna
os valores originais requeridos, isto é: @ = €% e b = %1,

Observe que em todos os casos desta secao, o método dos minimos quadrados serd entao aplicado

ao problema linearizado, seguido de um retorno aos parametros originais. Portanto os parametros assim

obtidos nao serao, em geral, dtimos no sentido do método dos minimos quadrados, pois este nao tera sido
aplicado ao problema original.

2° caso: Aproximar f(x) por uma funcao do tipo geométrica, isto é,

pode ser reduzido por uma transformacao logaritmica ao de aproximar

In f(x) ~Ilna + blnz.

Fazendo:
F(z) = In f(2);

ag = In a; a; = b
go(z) = 1; g1(z) = Inx,
reduzimos o problema original ao de aproximar F'(x) por ag go(z) + a1 g1(z). Assim ag e a; serdo ob-

tidos resolvendo-se o sistema linear (8.15]). Nesse caso a volta aos parametros originais serd feita usando
exponencial para determinacao de a, e b serd simplesmente o valor de a;.
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3° caso: Aproximar f(x) por uma funcdo do tipo hiperbélica, isto é,

1
f) = =
pode ser reduzido ao problema de aproximar:
%&:) ~ a + ba.
Fazendo:
F(r) = Fo;
ag = a; ay = b

reduzimos o problema original ao de aproximar F(x) por ag go(z) + a1 gi(x). Assim ag e a; serdo

obtidos resolvendo-se o sistema linear (8.15]). Nesse caso os pardmetros originais serdo simplesmente o
valor de ag e de a;.

J& deu para notar como deve ser resolvido o problema. Assim nos proximos casos apenas faremos a
parte da transformacao a ser realizada.

4° caso: Aproximar f(z) por uma fungao do tipo va + b z, isto é:

f(z) ~ Va+bu,

pode ser reduzido ao problema de aproximar:

Fazemos entao:

5° caso: Aproximar f(x) por uma funcao do tipo x In (a + b z), isto é,

fx) = xzln (a+ba),

pode ser reduzido ao problema de aproximar:

f(z)

e £ =~ a + bux.
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Fazemos entao:

F(z) = eﬂiﬁ;
apg = a; ay = b

Daremos a seguir alguns exemplos.

Exemplo 8.6 Aproximar a fun¢do tabelada:

x ‘ 0 2 3
y |1 1 17 25
por uma fungao racional, isto €:
a+z?
fla) =~ S

Solugao: Em primeiro lugar devemos rearranjar a equacao de tal forma que o lado direito seja com-
binacao linear de func¢des conhecidas. Assim:

2
o) = G

= (b+2) y(r) ~a+a?

Fazendo:

go(z) = 1; g1 = z(y(r) —x),

obtemos que F(x) ~ ap go(x) + a1 g1(z). Assim, devemos resolver o sistema (8.15]), onde:

1 1 0

1 1 0
F(I) - 1.7 y 9o = 1 y g1 —0.6
2.5 1 —1.5

Usando o produto escalar usual, obtemos:
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4 —21 ao \ 6.2
—2.1 261 ap )~ \ 477 )

cuja solugao é: ag = 1.0224 e a; = —1.005.

Agora, desde que:

a; = —% = b = _all
=b = 0.9950 ,
ayg = % =a = ag Xb
=a = 1.0173,

obtemos que:
F(z) ~ 1.0224 — 1.005[z(y(z) — z)] ,

1.0173 4 22

y(*) = G950t -

Note que a funcao minimizada foi:

3
Q = Y [y — (1.0224 — 1.005 z;(y; — 1))

=0

isto é, foi minimizado o quadrado da diferenca entre a funcao F(z) =

Exemplo 8.7 - A intensidade de uma fonte radioativa € dada por:
[ = I e,
Através de observagoes, tem-se:

t ‘ 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7

0.8

1 ‘ 3.16 2.38 1.75 1.34 1.00 0.74

Determinar Iy e a.
Solugao: Novamente devemos rearranjar a equagao. Assim:
I ~ Ie ot
= Inl 2nly—at.

Fazendo, entao:

0.56

256

= y(x) e a func¢do ag+aq [z(y(z)—z))].



CAPITULO 8. APROXIMACAO DE FUNCOES: METODO DOS MINIMOS QUADRADOS 257

obtemos que F(t) ~ ag go(t) + a1 g1(t). Assim, devemos resolver o sistema (8.15)), onde:

1.15 1 0.2

0.87 1 0.3

0.56 1 0.4

F(t) = 030 | 590(t) = | 1 |5 0u(t) =] 05
0.00 1 0.6

—0.30 1 0.7

—0.58 1 0.8

Usando o produto escalar usual, obtemos:

(a5 20s) () = (ono )

cuja solugao é: ag = 1.7304 e a3 = —2.8893.
Agora, desde que:
ap = —a = a = 2.8893,
ag = Inly = I, = e
= Iy = 5.6429 ,

obtemos:
F(t) ~ 1.7304 — 2.8893 ¢,

I ~ 5.6429 ¢ 28893 1

A func¢ao minimizada foi:

6

Q = > {F(t:) — (173 —2.89%)}" .

=0

Observe que para os casos onde a funcao f é determinada empiricamente por pontos observados, o
problema que surge é: qual familia ajusta melhor os dados?
A selecao de fungoes pode ser feito percorrendo-se as seguintes etapas:

i) Selecionar a priori um ndmero pequeno de familias de fungoes. (A escolha das familias deve ser tal
que os membros sejam de ficil avaliagdo para argumentos dados).

ii) Utilizar todas as informagoes disponiveis sobre f para eliminar as familias que obviamente néo séo
adequadas.

iii) Aplicar as familias que restarem o chamado teste de alinhamento. (Este teste estd descrito a seguir).

iv) Determinar os pardmetros para as familias que passaram pelo teste de alinhamento e escolher o
melhor resultado por comparacgao.
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Teste de Alinhamento:
O teste de alinhamento consiste em:

i) Transformar a equagdo da familia y = f(z) em, por exemplo, outras duas familias: Fj(z) =
ap go(z) + a1 ¢gi(z) onde go(z) = 1 e ap e a1 nao dependem de Fi(z) e gi(z) e Fa(z) =
ay go(x) + af gi(z) onde g{(z) =1 e af, a} ndo dependem de Fy(z) e ¢} (x).

ii) Fazer os graficos: (I) gi(x) contra Fy(z) e (II) gj(x) contra Fy(x).
iii) Escolher a familia Fy(x) se o grafico (I) estiver mais linear que o gréfico (II), e Fy(x) se o grafico

(IT) for mais linear que (I).

Observe que devido aos erros de observacao que afetam zy e f(xx), ndo excluiremos a familia se os
pontos no grafico se distribuirem aleatoriamente em torno de uma reta média.

Exemplo 8.8 - Considere a fun¢do dada pela tabela:

| 8 6 -4 -2 0 2 4
y [ 3 10 9 6 5 4 4

Qual das funcoes:

ajustaria melhor os dados da tabela?

1

Solugao: Em primeiro lugar devemos linearizar as fungdes a) e b). Assim de y(¢) = e obtemos:
(I) ! +bt
—~a .
y(t)
Fazendo: .
Fi(t) = —&=;
1) y(®)
ag = a; a; = b
g(t) = 1 qi(t) = ¢,

obtemos que Fy(t) ~ ag go(t) + a1 g1(t). Assim devemos fazer o gréfico de ¢ contra %:
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QU=

Iy | |
T T T

-8 -4 4 t

Para y(t) = a b* obtemos:
(IT) Iny(t)~Ilna+tinb.

Fazendo:
Fy(t) = Iny(t);

obtemos que Fa(t) ~ ag go(t) + a1 ¢i(t). Assim devemos fazer o gréafico de ¢ contra In y(t) :

Iny

Vemos que o grafico de ¢ contra ﬁ é mais linear que o grafico de ¢ contra In y(t) . Assim, devemos

escolher y = ﬁ para aproximar a fungao dada.
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Note que o problema sé estara resolvido se pudermos linearizar a funcao dada. Entretanto, existem
casos onde a funcao nao pode ser linearizada diretamente, como mostra o exemplo a seguir.

Exemplo 8.9 - Aprozimar f(z) dada pela tabela:

|0 2 4 6 8 10 00
flz) [848 750 672 619 576 534 200

por func¢ao do tipo: +c.

1
a+bzx

Solugao: Nao existe uma transformagao que torne o lado direito ( da aproximagdo) combinacao linear
de fungoes conhecidas. Podemos entretanto, tentar resolver o problema analisando a funcao f. Neste
caso, sobre a funcao f, conhecemos os valores dados na tabela e f tem como limite para z — oo o valor
20. Como

lim

+c = ¢,
z—ooa+bx

adotaremos ¢ = 20. Portanto, podemos escrever:

fz) ~ L 420

at+bzx
= f(x)—202#
at+bzx
I I
flz)—20 — :

e ~ . . 1 . 1
Substituimos entao o problema de aproximar f(z) através de PRy + ¢ pelo de aproximar T@ =20

através de a + b x. A vantagem pratica é que temos agora uma familia linear nos parametros e podemos
determind-los resolvendo o sistema (8.15). Assim, fazendo:

0.0154
0.0182

1 0.0212

~ f(@)—20 | 0.0239
0.0266

0.0299

;gi(w) =

e e
S 00 OO

[t

e usando o produto escalar usual, obtemos:
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6 30 ag _ 0.1352
30 220 ai - 0.7748 ’
cuja solugao é: ag = 0.0155 = a e a; = 0.0014 = b. Portanto:

flz) ~ 1 +20
Y= 0.0155 1 0.0014 =

Novamente minimizamos o quadrado da diferenga entre a funcio F(z) e a reta ag + a; .

Exercicios

8.12 - Deseja-se aproximar uma funcao f definida em um intervalo [a,b] por uma fun¢do

3
_ 2 x
9l@) = @ In (m) ’

usando o método dos minimos quadrados.

a) Qual € a fungdo a ser minimizada?

b) Qual € o sistema linear a ser resolvido?

8.13 - Sejam f(z) e g(x), funcdes reais distintas nao identicamente nulas. Suponha que, usando o
método dos minimos quadrados, aproximamos f(x) em [a,b] por:

F(z) = ao f(z)+a1 g(z) .
a) Quais os valores que devem ser atibuidos para ag e ap?

b) Qual serd o erro?

8.14 - E possivel aproximar diretamente uma fungdo f(x) tabelada, por uma funcao do tipo:

o) = (1)

usando o método dos minimos quadrados? Se nao for possivel, qual é a transformagdo que deve ser

feita?
8.15 - Considere a func¢ao dada por:

x |15 20 25 30
fl) |21 32 44 538

a) Ajuste os pontos acima por uma fungao do tipo va+ bx, usando o método dos minimos
quadrados.

b) Qual fungao foi minimizada?
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8.16 - Ajustar os valores da tabela:

x| 2 5 8 11 14 17 21 31 41 44
flx) [948 897 813 749 687 640 493 440 391 316

através de uma das familias de fungoes:

b 1 x
@e s a+bx’ a+br

Use o teste de alinhamento para decidir qual das funcoes melhor resolve o problema.

O método dos minimos quadrados se aplica também & determinagao da melhor solucao de sistemas
lineares incompativeis. Assim, passamos a descrever

8.5 Sistemas Lineares Incompativeis

Ocorre frequentemente na pratica problema da natureza seguinte: temos que determinar uma fungao

y que depende linearmente de certas variaveis x1, 2, . .., Tm, iSto €,
Yy = €1T1 + C2T2 + ...+ CpThm ,
onde os ¢;, i = 1,2,...,m, sdo coeficientes desconhecidos fixados.

Na maioria dos casos os ¢; sao determinados experimentalmente, perfazendo-se um certo nimero

de medidas das grandezas x1,%2,...,%Zm € Y. Se designarmos por Z;i,Z;2,...,T;jm,Y; 0s resultados
correspondentes a j-ésima medida, tentamos determinar ¢y, co, ..., ¢y a partir do sistema de equagoes:
T11€1 + T1262 + ...+ TimCm = Y1
T21C1 + T2 + ... + TomCm = Y2
mt~m y (816)
TniCl + Tp2Cc2 + ... + TumCm = Yn

Em geral, o nimero n de medidas é maior que o nimero m de incégnitas e devido aos erros expe-
rimentais o sistema resulta ser incompativel e sua solucao sé pode ser obtida aproximadamente.
O problema que precisa, entao, ser resolvido é o da determinacao dos ¢y, co, ..., ¢, de modo que o lado
esquerdo das equagoes forneca resultados tao “proximos” quanto possivel dos correspondentes
resultados do lado direito. Resta-nos apenas, para a solucao do problema, precisarmos o conceito de

proximidade. Como medida dessa proximidade adotaremos o quadrado da distancia euclidiana entre y e
z do IR™, onde:

Y1 r11€1 + T12¢2 + ... + T1mCm

Y2 X21C1 + Xo2C2 + ... + TomCm
y = . 3 z =

Un TpiCl + Tp2C2 + ... + TpmCm

Assim:
n

Q=|z-yl*= Z(xmq + Ziac2 + ...+ TimCm — yi)2 :
i=1
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Esse problema, como sabemos, pode ser facilmente resolvido, determinando-se a projecao de y € IR™
sobre o subespago gerado pelos vetores:

T11 T12 Tim
T21 T22 T2m

g1 = y 92 = ’ ydm = )
Tnl Tn2 Tnm

uma vez que o vetor z que procuramos, tal que || z — y ||? seja minima, pode ser expresso como:
z = cg1 + €292 +...+ CmGm -

Isto é, z € ao sub-espago gerado por ¢i,9g2,...,9m. Supondo os g;, i = 1,...,m, linearmente
independentes, a solucao do problema é dada por:

(91,9)  (92:91) oo (9msg1) €1 (v:91)
(?1., 92) (92:92) - (9m,92) 0:2 — (y,:gz) , (8.17)
(91,9m) (92:9m) -+ (9m>9m) c;n (yvlgm)

onde:

n n
(9::95) = Z Tri Tij 3 (Y.95) = Zyk Tkj -
k=1 k=1

Exemplo 8.10 - Determinar, pelo método dos minimos quadrados, o valor de ¢ na equagao:

y=cx,
sabendo-se que c satisfaz as equacoes:
2¢c = 3
3c = 4
4dc = 5
Solugao: Temos que:
2 3
g = 3 e y = 4
4 5

Assim, o sistema (8.17) reduz-se a:

(91791)0 = (y,gl)

onde:
(g1,91) = 4+9+16 = 29,

(y,q1) = 6412420 = 38,
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Logo: 28
29¢ =38 = ¢ = 29 -
Portanto a reta procurada é:
y = % x.

Note que o caso acima é um caso particular do problema de se determinar ¢ tal que:

Yy = cT .

O sistema (8.16)) reduz-se a um sistema de n equagbes a uma incégnita:

rypc =y
T2 C = Y2
Tp C = Yn

Como é facil de se verificar, ¢ deve satisfazer:

(917y) _ Zzzliﬁk Yk
(91791) 2211‘%

Nesse caso, ¢ é geometricamente interpretado como o coeficiente angular da reta através da origem
) b
y = cx, que estd tdo prézimo quanto possivel dos pontos (x1,y1), (X2,Y2), -, (Tn, Yn)-

Exercicios:

8.17 - Determinar a melhor solucao para o sistema:

rr — o = -1
21‘1 -+ ro = -2
—xr1 — 31’2 = 1
200 + 3xy = -2
3$1 — 2.2?2 = -3

8.18 - Resolver, pelo método dos minimos quadrados, o sistema:

3x1 + To — r3 = 2

1 + 2x9 + r3 = 3
2r1 — To 4+ 3z = -1
—-x1 + Tro — T3 = 0

—21}1 - 3%2 - 2!173 = 2
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8.6 Exercicios Complementares

8.19 - De uma tabela sao extraidos os valores:

Usando o método dos minimos quadrados ajuste os dados acima por polinomio de grau adequado.
Sugestao: use grdfico.

8.20 - Considere a tabela:
x | -2 -1 1 2

a) Pelo método dos minimos quadrados, ajuste a tabela as fungoes:
g1(x) = az? + b; ga(w) =ca? +d .
b) Qual das fungoes fornece o melhor ajuste sequndo o critério dos minimos quadrados? Jus-
tifique.
8.21 - Achar aproximagdo minimos quadrados da forma:
g(x) = ae® +be™" |
correspondente aos dados:

x| 0 05 10 15 2.0 2.5
yi | 5.02 521 649 954 16.02 2453

8.22 - Um dispositivo tem uma certa caracteristica y que € fun¢do de uma varidvel x. Através de vdrias
experiéncias foi obtido o grdfico:
'
Y
32| o

3.0 ____

2.8 | °

Deseja-se conhecer o valor de y para x = 0.5. Da teoria sabe-se que a funcdo que descreve y tem a
forma aprozimada de uma curva do tipo a x* + b x. Obtenha valores aproximados para a e b, usando
todas as observagoes, e entao estime o valor para y quando x = 0.5
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8.23 - Usando método dos minimos quadrados aprozime a funcio f(x) = 3 2® —a* no intervalo [-1,1],
por uma pardbola, usando os polinémios de Legendre.
Obs: Os polinomios de Legendre
1 dar

=l g U Do@) =1,

L,(x)

sao ortogonais seqgundo o produto escalar:

e além disso satisfazem:

Lo 9

/1Ln (x)dx = I

8.24 - Encontre a melhor aprozimacao para f(x) = sen 3x no intervalo [0,2x], da forma:
P(x) = agp+ay cos x+by sen x .

8.25 - Determinar aproximagao trigonométrica de ordem 2, em [—m, 7], para y(t) = |sent|.

8.26 - Obter aprorimacao trigonométrica, de ordem 1, para a funcgao :

‘ T 2w 47 5 o

f’f 3 3 T 3 3
flx) 075  —-075 —6 —075 075 6

8.27 - Deseja-se aprorimar uma fung¢do f > 0 tabelada por uma fung¢do do tipo:

SCZ

In (a z*+b 22 +¢)

)

usando o método dos minimos quadrados.

a) Podemos aprozimar f diretamente pela fun¢ao acima? Caso nao seja possivel, quais sdo as
transformacdes necessarias?

b) Qual fungdo serd minimizada?
c) Qual é o sistema linear a ser resolvido?

8.28 - Usando o método dos minimos quadrados encontre a e b tais que y = ax® ajusta os dados:

¢z | 01 05 10 20 3.0
y [ 0005 05 4 30 110

8.29 - Considere a tabela:

t ‘ 3.8 7.0 9.5 11.3 175 315 455 640 950
Y ‘10.0 12.5 13.5 14.0 150 16.0 16.5 170 175

Por qual das funcgoes :
b) y=ab

vocé ajustaria esta tabela?
Sugestao: Faca o teste de alinhamento.
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8.30 - Qual das funcdes:

1
I) y=az’+b, II) y=
) y=ar b ) v a+bx’
ajusta melhor os valores da tabela:
z | 0 0.5 10 15 20 25 30
Y ‘ -2 =15 =05 15 45 9.0 17.0

Usando o método dos minimos quadrados ajuste os valores da tabela pela funcdo escolhida.

8.31 - Considere a tabela:

z | 1.0 15 20 25 3.0
y |11 21 32 44 538

Ajuste os pontos acima por uma fungdo do tipo xln(ax +b), usando o método dos minimos quadrados

8.32 - Fisicos querem aproximar os sequintes dados:

z | 01 0.5 1.0 2.0
fz) ] 013 057 146 5.05

usando a funcdo ae® + c. Eles acreditam que b~ 1.
i) Calcule os valores de a e ¢ pelo método dos minimos quadrados, assumindo que b = 1.
ii) Use os valores de a e c obtidos em i) para estimar o valor de b.

Observe que neste exercicio, devemos, depois de encontrado o valor de b, (item ii)), recalcular o valor
dea e ceasequirb, e assim por diante.

8.33 - Usando o método dos minimos quadrados achar a solu¢ao aproximada do sistema incompativel:

a—3b=0.9
2a —5b=1.9
—a+2b=-0.9
3a—b=3.0
a+2b=1.1

8.34 - Determine pelo método dos minimos quadrados a melhor solu¢do para sistema linear incom-
pativel:

2N +3M =8
N+M=6

SN+ M=5
N +3M =12

onde N e M sao restritos a valores inteiros.
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8.35 - A tabela a sequir foi obtida da observacao de determinado fendomeno que sabe-se € regido pela
equacao:

E=axr+by.
Sabendo que:
x 2 1 1 -1 2
y 3 -1 1 2 -1
E 1 2 -1 1 3

i) Determine pelo método dos minimos quadrados a e b.

ii) Qual o erro cometido?

8.7 Problemas Aplicados e Projetos

8.1 - A tabela a sequir lista o numero de acidentes em veiculos motorizados no Brasil em alguns anos
entre 1980 e 1998.

ano n° de acidentes acidentes por
(em milhares) 10000 veiculos
1980 8.300 1.688
1985 9.900 1.577
1990 10.400 1.897
1993 13.200 1.439
1994 13.600 1.418
1996 13.700 1.385
1998 14.600 1.415

a) Calcule a regressao linear do nimero de acidentes no tempo. Use-a para prever o nimero de
acidentes no ano 2000. (Isto é chamada uma andlise de série temporal, visto que € uma regressao
no tempo e € usada para prognosticar o futuro).

b) Calcule uma regressio quadrdtica do nimero de acidentes por 10000 veiculos. Use esta para
prognosticar o numero de acidentes por 10000 veiculos no ano 2000.

c) Compare os resultados da parte a) e b). Em qual delas vocé estd mais propenso a acreditar?

Observe que em qualquer trabalho de série temporal envolvendo datas contemporaneas é uma boa idéia
eliminar os dados iniciais antes de formar as somas; isto reduzird os problemas de arredondamento.
Assim, em vez de usar para x 0s valores 1980, 1985, etc, usamos 0, 5, etc.

8.2 - A tabela a seguir lista o total de dgua (A) consumida nos Estados Unidos em bilhdes de galdes
por dia:
ano ‘ 1950 1960 1970 1980 1990
(4) ‘ 136.43  202.70 32290  411.20 494.10
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a) FEncontre uma regressao exponencial de consumo de dgua no tempo.

b) Use os resultados do item a) para prever o consumo de dgua nos anos de 1995 e 2000.

8.3 - O nidmero de ndmeros primos menores que z € denotado por II(z) e vale a tabela:

@ | 100 1000 10000 100000
M(z) | 25 168 1229 9592

a) Determinar pelo método dos minimos quadrados , para os dados acima, expressiao do tipo:

M(z)=a+b

logiox
b) Estimar o nimero de nimeros primos de 6 digitos usando o item a).

8.4 - Mr. K. P. Lear (1609, Way of Astronomy) teve a idéia de que a Terra se move ao redor do Sol
em orbita eliptica, com o Sol em um dos focos. Depois de muitas observacoes e cdlculos, ele obteve a
tabela a seguir, onde r € a distancia da Terra ao Sol, (em milhoes de Km) e x € o dngulo (em graus)
entre a linha Terra-Sol e o eizo principal da elipse.

x | 0 45 90 135 180
ro | 147 148 150 151 152

Mr. Lear sabe que uma elipse pode ser escrita pela formula:

_ 14
r=-——.
1+ ecos x

Com os valores da tabela ele pode agora estimar os valores de p e €. Ajude Mr. Lear a estimar os
valores de p e €, (depois de um re-arranjo da formula acima).

8.5 -Placas de orificio com bordas em canto (ou faca) sdo muito utilizadas na medi¢io da vazdo de
fluidos através de tubulacdes . A figura a sequir mostra uma placa de orificio, que tem os sequintes
parametros geométricos representativos:

e A = drea da secao reta do orificio
e A = drea da se¢ao reta da tubulacao

o Ay = CA ( segdo reta no ponto de maior contra¢io apds o orificio)

[ )

|
F

—
.-
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O coeficiente C' € funcgdo da razdo A/A1, e valores experimentais desse coeficiente estio listados na
tabela a sequir:

AJAq ‘0.10 0.20 0.30 0.40 0.50 0.60 0.70 0.80 0.90 1.00
C ‘0.62 0.63 0.64 066 0.68 0.71 0.76 081 0.89 1.00

a) Fazendo x = A/Ay, ajuste a funcio C(x) pela funcio: ag + ayx + azx? aos pontos da tabela,
usando o método dos minimos quadrados.

b) Faga um grdfico dos valores fornecidos pelo polinémio. Acrescente a esse grdfico os valores
dos pontos da tabela. Comparando visualmente a curva dos valores fornecidos pelo polinémio, e 0s
valores da tabela, vocé pode concluir que a aproximacdo obtida € boa?

8.6 - A resisténcia a compressao do concreto, o, decresce com o aumento da razao dgua/cimento, %,

(em galées de dgua por saco de cimento). A resisténcia a compressao de trés amostras de cilindros para
vdrias razoes % estao mostradas no grdfico a sequir:
y
g

8000
7000

6000

5000 °

4000 °

3000 °

2000

~
o
o
N
o
©
—
=)

algY

e, cujos valores estao na tabela:

‘ 45 50 55 60 65 70 75 80 85 9.0
‘7000 6125 5237 4665 4123 3810 3107 3070 2580 2287

@w
c
g

a) Usando o método dos minimos quadrados, ajuste o, aos dados, utilizando uma fungdo do tipo:
k1 e k2%

b) Compare os valores da curva obtida no item a) com os do grdfico, para verificar (por inspe¢ao),
se a curva obtida para o € uma boa aproximacao.

8.7 - Um fazendeiro, verificando a necessidade de construir um novo estdbulo, escolheu uwm local
proximo a uma nascente, de forma que, perto do estdbulo, pudesse também ter um reservatorio de dgua.
Junto a nascente ele construiu uma barragem e instalou uma bomba, para que a dgua pudesse chegar ao
reservatorio.

Verificou-se que:

i) A wazdo da fonte de alimentagao , Q, era aprorimadamente de 30 litros por minuto. (Quan-
tidade de dgua que aflui & bomba).

ii) A altura da queda, h, era de 6 metros. ( Altura entre a bomba e o nivel da dgua da fonte de
alimentagdo).
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iii) O reservatdrio se encontrava a uma altura de recalque, H, de 46 metros. (Altura entre a
bomba e o nivel da dgua no reservatdrio).

reservatorio

,,,,,,,, H

Munidos destes dados, o fazendeiro gostaria de saber quantas vacas leiteiras poderiam ocupar o estdbulo,
sabendo que o consumo didrio de cada uma, incluindo o asseio do estabulo, é de 120 litros.

Observagao:
Para resolver o problema deve-se calcular a vazdo de recalque, q, que € a quantidade de litros por
minuto que entram no reservatorio. Para isso tem-se que aplicar a formula:

h
= ~ R
q=0Q fi ;

onde R € o rendimento da bomba.

Concliu-se portanto, que para determinar a vazdo de recalque € necessdrio conhecer o rendimento da
bomba. A tabela a sequir relaciona a razao entre as alturas % e o rendimento da bomba instalada.

% \ 6.0 6.5 7.0 75 8.0 8.5 9.0
R | 06728 06476  0.6214 05940 0.5653 05350  0.5020

Consultando a tabela verificou-se que para calcular o R associado a um valor de % deveria ser feita

uma regressao linear.

8.8 Apds serem efetuadas medicoes num gerador de corrente continua, foram obtidos os seguintes
valores indicados por um voltimetro e um amperimetro.

I(carga(A)) | 158 215 48 4.9 312 3.01
V() 210 180 150 120 60 30

Faga um grdfico dos dados.
a) Ajuste os dados por polinémio de grau adequado.

a) Estime o valor a ser obtido no voltimetro quando o amperimetro estiver marcando 3.05A.
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8.9 - Um tubo fino e comprido estd imerso na dgua. Na base do tubo hd um reator elétrico, que descreve
um movimento sobe-e-desce oscilatorio. Em qualquer instante, a coordenada y da base do tubo € dada pela
formula: y = Asen (wt), onde X é a amplitude do movimento e w € a frequéncia de oscilagao. Medidores
de deformacdo colocados na base do tubo medem a deformagdo do mesmo, em funcdo da amplitude de
oscilagdo A. Os valores da deformagao € medida em relagdo as amplitudes A encontram-se na tabela:

A | 0010 0.020 0.0025 0.038 0.050 0.070
e [45x107% 59x107° 69x107% 87x10°° 101 x10°° 112x10°°

Colocando os dados da tabela, num grdfico:

120

100

80

60

40

20

0 0.02 0.04 0.06 0.08 A
parece apropriado aproxrimar a fun¢do por uma pardbola. Assim, usando o método dos minimos quadrados:
a) ajuste a fungdo € por fungdo do tipo: ag + ai X + agA?,

b) Faca um grdfico dos valores de €(\) contra A\, obtidos através da pardbola, e marque no mesmo
grafico dos pontos da tabela. Qualitativamente falando, o polinémio é uma boa aprorimacao?

8.10 - (Ajuste na curva tra¢ao/deformagao de um tipo de ago). Feito um ensaio de tragdo em uma
barra de um tipo de ago, em uma mdquina universal de Amsler, foram obtidos os valores constantes da
tabela a sequir. Deseja-se obter representagoes aproximadas para d = f(t).

t(ton/m?) | 08 18 28 38 48 58 68 7.8 88 9.8
d 0.15 052 0.76 1.12 147 1.71 208 256 3.19 4.35

10.0 10.2 104 106 108 11.0 11.2 114 11.6 11.8
455 564 6.76 817 10.1 12.7 16.2 20.3 30.0 60.0

Faga um grdfico dos dados. Observando o grafico vocé verd que deve fazer:
a) uma regressao linear para os 10 primeiros pontos (0.8 <t <9.8).
b) wuma regressio quadrdtica para os 7 pontos sequintes (10.0 <t < 11.2).

c) uma regressao linear para os 3 ultimos pontos (11.4 <t < 11.8).
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8.11 - A tabela a seguir lista o Produto Nacional Bruto (PNB) em ddlares constantes e correntes. Os
ddlares constantes representam o PNB baseado no wvalor do ddlar em 1987. Os délares correntes sao
simplesmente o valor sem nenhum ajuste de inflacao.

PNB PNB
ano (ddlar corrente) (ddlar constante)
(em milhoes) (em milhoes)
1980 248.8 355.8
1985 398.0 438.0
1989 503.7 487.7
1992 684.9 617.8
1994 749.9 658.1
1995 793.5 674.6
1997 865.7 707.6

Estudos mostram que a melhor forma de trabalhar os dados € aprorimd-los por uma fungao do tipo:
b .
a z°. Assim:

a) Utilize a funcio a z° para cada um dos PNB’s no tempo.
b) Use os resultados da parte a) para prever os PNB’s no ano 2000.

¢) Que lhe dizem os resultados da parte b) sobre a taza de inflagio no ano 20007

8.12 - Em um estudo, determinou-se que a vazdo de dgua em uma tubulacdo estd relacionada com o

diametro e com a inclinagdo desssa tubulagdo (em relagao a horizontal). Os dados experimentais estao
na tabela a sequir:

Ezperimento Diametro Inclinagdo Vazio (m?3/s)

1 1 0.001 1.4

2 2 0.001 8.3

3 3 0.001 24.2
4 1 0.01 4.7
5 2 0.01 28.9
6 3 0.01 84.0
7 1 0.05 11.1
8 2 0.05 69.0
9 3 0.05 200.0

O estudo também sugere que a equacao que Tege a vazdo da dgua tem a sequinte forma:
Q = agd 5%,

onde Q ¢ a vazdo (em m3/s), S é a inclinacdo da tubulacio, D € o diametro da tubulacdo (em m) e
ap,a1 € ag Sdo constantes a determinar.

*1.0cm a) Usando a equagdo acima e o método dos minimos quadrados determine ag,a1 e as .
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*1.0cm b) Use o resultado do item a) para estimar a vazio em m?/s para uma tubulagio com um
diametro de 2.5m e uma inclinacao de 0.0025.

8.13 - Os dados das tabelas a seguir mostram a quantidade de alcatrdo e nicotina (em miligramas)
para vdrias marcas de cigarro com e sem filtro :

COM FILTRO
ALCAT. | 8.3 12.3 18.6 22.9 231 24.0 27.3 30.0 359 41.5
NICOT. | 0.32 046 1.10 1.32 1.26 1.44 1.42 1.96 2.23 2.20

SEM FILTRO
ALCAT. 32.5 33.0 34.2 84.8 865 3872 384 41.1 41.6 434
NICOT. 1.69 1.76 1.48 1.88 1.73 2.12 2.835 2.46 1.97 2.65

i) Calcule as regressoes lineares do tipo ax + b para a relagdo entre nicotina (y) e alcatrdo (x)
em ambos os casos (com e sem filtro).

ii) Discuta a hipdlese de a (coeficiente angular) ser o mesmo nos dois casos.

iii) Para uma certa quantidade de alcatrao, os cigarros com filtro contém menos nicotina que
0s sem filtro?

8.14 -Em uma floresta densa, dois formigueiros inimigos, separados por um 7rio, travam uma longa
batalha. Um dos formigueiros, visando acabar gradativamente com a espécie inimiga, dd uma cartada
fatal, sequestrando a rainha. Para ndo ver seu formigueiro destruido, algumas formigas guerreiras se
unem com as formigas engenheiras numa arriscada operacao de resgate a rainha. Mas como resgatd-la?

As formigas guias arquitetaram um plano de resgate que consistia em arremessar algumas formigas
querreiras, algumas formigas engenheiras, algumas guias e algumas operdrias sobre o formigueiro inimigo.
Chegando ld, elas dividiriam-se em dois grupos. Um grupo composto pelas formigas guerreiras e formigas
guias, incumbiria-se de entrar no formigueiro inimigo em busca da rainha. O outro grupo, composto
pelas formigas engenheiras e pelas formigas operdrias, incumbiria-se de fabricar uma catapulta que os
arremessasse de volta ao seu formigueiro de origem. Para que menhum imprevisto ocorresse quando do
arremesso da rainha, as formigas engenheiras foram consultadas. Elas entdo criaram um modelo tedrico
de catapulta. A catapulta consistia em utilizar um pedaco de matinho de tamanho fizo. A rainha deveria
ser colocada em uma ponta, com a catapulta inclinada em um determinado angulo 6, e arremessada
numa distancia exata entre os formigueiros.No entanto, para que isso ocorresse, era necessdario saber qual
matinho usar. Algumas formigas entdo comegaram a realizar testes com matinho de uma mesma espécie
mas com diferentes diametros e verificaram que, para um alcance horizontal fixo igual a distancia entre
0s formigueiros, o dngulo de arremesso variaria com o diagmetro do matinho, sequndo a sequinte tabela
de dados:
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diametro angulo
1 40.03
1.079 36.68
1.177 34.56
1.290 33.21
1.38/ 31.99
1.511 31.53
1.622 81.01
1.766 30.46

Para encontrar a melhor curva descrita por esses pontos as formigas engenheiras fizeram um programa
que encontrava a melhor aproximacdao pelo método dos minimos quadrados. Fac¢a vocé o mesmo que as
formigas engenheiras!

8.15 - Um capacitor de capacitancia C Farad, com carga inicial de ¢ Coulomb estd sendo descarregado
através de um circuito elétrico que possui um resistor com resisténcia de R Ohms. Da teoria sabe-se que
em um certo instante t > 0, a corrente I no circuito € dada por

I = Ipe e
onde t =0 € o instante em que o circuito € ligado e Iy = q/RC.

Os seguintes dados experimentais foram obtidos:

ts) | 1 2 3 4 5 6 7 8
I(A) 037 014 0.056 0.0078 0.003 0.001 0.00042 0.00022

i) Calcule os desvios quadrdticos médios:

m

DQM; = [ (Y; = A— Bt;)*)/m ,

i=1
DQM, = [i(jl —aeb)?/m ,
i=1

onde Y; =Inl;, A=lIna, B=b e m € o numero de pontos. Qual o significado desses desvios?

ii) Qual o tempo necessdrio para que a corrente seja 10% da inicial?

8.16 - Um modelo para o crescimento da populacdo sequndo Verhulst € que a populagao, P, cresce no
tempo de acordo com a equagdao diferencial:

dP
—=(A-BP) P.
il )

O parametro A € a taxa geométrica de crescimento para populacgoes relativamentes pequenas. Entre-
tanto, com o crescimento da populacao, hd um efeito de retardamento ou freio causado pelo consumo
do suprimento de alimentos, poluicao do meio ambiente, e assim por diante. Fste efeito de freio €
representado pelo parametro B.
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A solugdo desta equacdo diferencial € dada por:

A

P:
B + ¢ e Nt’

onde C' € a constante de integragdo e pode ser determinada a partir da populagdo inicial emt = 0. A de-
terminacao dos parametros A e B requer uma regressao do tipo que nao pode ser linearizada. Entretanto,
suponha que aproximemos:

AP Py — Py

dt At ’
onde Py € a populagdo no final do k-ésimo periodo de tempo; isto €, P, = P(kAt) e At é o acréscimo do
tempo.

Entao a equacao diferencial, torna-se:

Pri = (1 + AAt — BAth)Pk .

i) Determinar os pardmetros A e B correspondentes aos dados a sequir, provenientes do censo
em um pais, onde P é dado em milhoes:

ano | 1930 1940 1950 1960 1970 1980 1990
P ] 063 07 092 1.1 1.2 1.3 15

ii) Usando os valores de A e B encontrados no item i) fa¢a a previsao da populagao no pais no
ano 2000.

8.17 - A tabela a sequir relaciona a quantidade ideal de calorias, em fung¢do da idade e do peso, para
homens que possuem atividade fisica moderada e vivem a uma temperatura ambiente de 20° C.

1| 25 45 65

50 2500 2350 1950
60 2850 2700 2250
70 3200 3000 2550
80 3550 3350 2800

i) Usando o método dos minimos quadrados encontre expressao da forma:

cal =bp+ci

que aproxime a tabela.
ii) Determine a cota de calorias para wm homem:

a) de 30 anos e 70 quilos
b) de 45 anos e 62 quilos
c) de 50 anos e 78 quilos

usando o expressao do item i).
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8.18 - Uma refinaria pode comprar dois tipos de petréleo bruto: leve ou pesado . Os custos por barril
desses tipos sao respectivamente 110 e 90 (unidade adotada: reais). As sequintes quantidades de gasolina
(@), querosene (Q) e combustivel de aviao (CA) sao produzidas a partir de um barril de cada tipo de
petroleo:

G Q CA
LEVE 0.4 0.2 0.35
PESADO 0.32 0.4 0.2

Note que 5% e 8% do petrdleo bruto, leve e pesado, sdo perdidos respectivamente durante o processo
de refinamento. A refinaria deve entregar 100 barris de Gasolina, 40 barris de Querosene e 25 barris de
Combustivel para avides, sendo que hd disponibilidade de 20 mil reais para a compra de petrdleo bruto
leve e pesado. O objetivo € determinar tais quantidades. Assim, denotando por z a quantidade de petréleo
bruto leve e por y a quantidade de petrdleo bruto pesado, em barris chegamos ao sistema:

110z + 90y = 20000
0.4z + 032y = 100
02z + 04y = 40
035z + 02y = 25

que € um sistema incompativel.
a) Usando o método dos minimos quadrados determine x e y.
b) Pode-se obter x e y como quantidades ndo inteiras?

c) Calcule o residuo, isto é:

(bi — a1 © —ap y)?,

4
=1

1
onde a;; sdo os elementos da matriz do sistema e b; € o vetor independente.

d) Quais as quantidades de gasolina, querosene e combustivel para avides produzidas?

8.19 - O calor perdido pela superficie do corpo humano € afetado pela temperatura do ambiente e
também pela presenca do vento. Por exemplo, a perda de calor em —5° C' acompanhada de um vento de
10 km/h € equivalente & perda de calor em —11° C sem vento. Dada a temperatura t e a velocidade do
vento v, pode - se calcular a temperatura t que na auséncia do vento, tem o efeito resfriador equivalente.

Considerando que vale a tabela:

t|-10 -5 0
v
0 | -10 -5 0
10 | -16 -11 -5
20 | -22 -16 -10
e supondo que vale aproximadamente:
t=at+bv

determine:
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a) Os pardmetros a e b.

b) A temperatura t equivalente a temperatura de —2° C' e velocidade do vento de 5 Km/h.

8.20 - A madeira com uma grande porcentagem de nds nao € tao resistente quanto a madeira sem nds.
Foram estabelecidas normas para determinar a relagao de resisténcia entre uma viga com nos e uma viga
sem nos. Para vigas ou pranchas os noés sao medidos na face estreita da viga. A relagdo de resisténcia
percentual R depende da largura L da face e do tamanho T do no. Uma tabela parcial destas relagoes de
resisténcia € dada a sequir.

L|7 100 125 150
T
12.5 85 90 125 150
25.0 72 78 82 85
37.5 57 67 73 77
50.0 35 55 64 70
65.5 18 47 56 61

a) Encontre expressao da forma:
R=a+bT + ¢cL,

que aproxime a tabela.

b) Determine a propor¢do de resisténcia para nds de 45 mm com largura de face de 90 mm.
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Capitulo 10

Aproximacao de Funcoes: Métodos
de Interpolacao Polinomial

10.1 Introducgao

A aproximacao de fungoes por polinémios é uma das idéias mais antigas da analise numérica, e ainda
uma das mais usadas. E bastante facil entender por que razao isso acontece. Os polinémios sao facilmente
computéaveis, suas derivadas e integrais sao novamente polinémios, suas raizes podem ser encontradas com
relativa facilidade, etc.

A simplicidade dos polinémios permite que a aproximacao polinomial seja obtida de varios modos,
entre os quais podemos citar: Interpolacdo, Método dos Minimos Quadrados, Osculacao, Mini-Max, etc,
portanto é vantajoso substituir uma fungao complicada por um polinémio que a represente. Além disso
temos o Teorema de Weirstrass que afirma que: toda funcdo continua pode ser arbitrariamente aprozimada
por um polinémio.

Veremos aqui como aproximar uma fungao usando Métodos de Interpolagao Polinomial.

Tais métodos s@o usados como uma aproximacao para uma fungio f(z), principalmente, nas seguin-
tes situagoes:

a) ndo conhecemos a expressdo analitica de f(x), isto é, sabemos apenas seu valor em alguns pontos
Zo, X1, T2, . . ., (esta situagdo ocorre muito frequentemente na pratica, quando se trabalha com dados
experimentais) e necessitamos manipular f(z) como, por exemplo, calcular seu valor num ponto,
sua integral num determinado intervalo, etc.

b) f(x) é extremamente complicada e de dificil manejo. Entdo, as vezes, é interessante sacrificar a
precisdo em beneficio da simplificacao dos cédlculos.

10.2 Polinémio de Interpolagao

O problema geral da interpolacdo por meio de polindmios consiste em, dados n + 1 ndmeros (ou
pontos) distintos (reais ou complexos) xg, Z1,...,Z, € n+ 1 nimeros (reais ou complexos) Yo, Y1, - - -, Yn,
ntimeros estes que, em geral, sdo n + 1 valores de uma fungéo y = f(x) em xg, 1, ..., Z,, determinar-se
um polinémio P, (x) de grau no maximo n tal que

Pn(xO) = Yo ; Pn(xl) = Y1 5. Pn(xn) = Yn.

Vamos mostrar que tal polindomio existe e é tinico, na hipétese de que os pontos xg, x1,...,Z, sejam
distintos.

280
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Teorema 10.1 -Dados n+1 pontos distintos xo, x1, ..., T, (reais ou complexos) e n+1 valores yo, Y1, .- ., Yn
existe um e sé um polindémio P, (z), de grau menor ou igual a n, tal que

P,(zr) =y , k=0,1,...,n. (10.1)

Prova: Seja:
P,(z) = ap+arx+...+a, 2",

um polindmio de grau no maximo n, com n + 1 coeficientes ag, a1, ..., a, a serem determinados.

Em vista de (10.1)), temos:

ap + aixg + ... + apxTil = Yo
ap + ax1 + ... + apx? = yn
(10.2)
ap + az, + ... + apx) = Ypn
o qual pode ser interpretado como um sistema linear para os coeficientes ag, a1, . . . , a, e cujo determinante,
conhecido como determinante de Vandermonde, é dado por:
1 =z ... x7
1 = ... 27
V =V (zo,21,...,2n) = . (10.3)
1 =z, xy
Para se calcular V', procedemos da maneira seguinte:
Consideremos a fungdo V(x) definida por:
1 i) N 1’8
1 T R A
Viz) =V (0,21, s Tn—1,T) = | ... . oo o | (10.4)
1 zp1 oo xh_y
1 T z"

V(z) é, como facilmente se verifica, um polinémio de grau menor ou igual a n. Além disso, V(z) se

anula em xg,z1,...,2,_1. Podemos, entao escrever:
V(x(),xla"'axnfl,x) = A(m_x()) (x_xl)"'(x_xnfl) ) (105)
onde A depende de zg,T1,...,%Tn_1 .

Para se calcular A, desenvolvemos ([10.4) segundo os elementos da tltima linha e observamos que o
coeficiente de z" é V(zg, z1,...,2n—1). Logo,

V(zgy...,xn—1,2) = V(xo,...,n_1)(®—20)...(x — XTpn_1) . (10.6)
Substituindo x por x, em (|10.6]), obtemos a seguinte férmula de recorréncia:

V(zo,...,Tn-1,2n) = V(zo,. .., Zn-1) (@n —20)...(xn — Tp_1) . (10.7)
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De , temos que: V(zg,x1) = 21 — xo. Em vista de podemos escrever:
V(zo,x1,22) = (21 —x0)(12 — 20) (T2 — 21) -
Por aplicagoes sucessivas de , obtemos:
V(zo,21,...,2n) = H(xl —xj).
i>j
Por hipétese, os pontos zg, z1, ..., T, sdo distintos. Assim V # 0 e o sistema (10.2]) tem uma e uma sé

solugao ag, ai, ..., an.

Vimos, entdo, que dados n 4+ 1 pontos distintos zg,z1,...,z, € n + 1 valores f(zg) = vo, f(z1) =
Y1, -, f(xn) = yn de uma fungao y = f(z), existe um e um sé polinémio P,(x) de grau no méximo n

tal que
P,(zx) = f(xxg) , k=0,1,...,n.

Em vista disso, temos a seguinte definigao.

Defini¢ao 10.1 - Chama-se polinémio de interpolacdo de uma funcio y = f(x) sobre um con-
junto de pontos distintos xg,x1,...,T,, ao polinémio de grau no mdximo n que coincide com f(x) em
0, &1,y ...,&n. Tal polindmio serd designado por P,(f;x) e, sempre que ndo causar confusdo, simples-
mente por Pp(z).

Exemplo 10.1 - Dados os pares de pontos: (—1,15); (0,8); (3,—1), determinar o polinomio de inter-
polagao para a funcgao definida por este conjunto de pares de pontos.

Solugao: Temos:

o = -1 s Yo = 15 = f(x()) s
.1'1:0, € 91:8 :f(x1)7
Ty = 3, yo = —1 = f(x2)
Como n = 2, devemos determinar Py(x) = ag + a1 & + ag 22, tal que Pa(zx) =y, k = 0,1,2, isto é:
ag+ a1 o + az fU(z) = Y
a+ar 1 + ax i = y
ag + a1y ro + a2 :c% = Yo
Substituindo z; e yi, kK =0,1,2, obtemos:
ag — a1 + as = 15
apn = 8
ag + 3 ay + 9 as = 9

cuja solugdo é: ap =8, a; = —6 e ap = 1. Assim:
Py(z) = 8 — 62 + 2%,

é o polindémio de interpolacdo para a fungao dada pelos pares de pontos: (—1,15); (0,8); (3,—1)

Observagoes:
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a) Observe que nos pontos tabelados, o valor do polinémio encontrado e o valor da funcao,
devem coincidir. Se os valores forem diferentes vocé terd cometido erros de calculo.

b) A determinacdo do polinémio de interpolagdo por meio de solugdo de sistemas é muito
trabalhosa, além de poder ocorrer erros de arredondamento, fazendo com que a solugao obtida seja
irreal. Vamos, por isso, procurar outros métodos para determinacao deste polindomio.

10.3 Formula de Lagrange
Sejam xg,x1,...,Ty, n+ 1 pontos distintos. Consideremos para k = 0,1,...,n, os seguintes po-
linémios ¢ (z) de grau n:

, __(—m0)... (= wp1) (T — Tpy1) .. (T — T0) . 10.8
w(@) (v — x0) ... (kg — Tp—1) (Tk — Thg1) - - - (T — Tn) ( )
E f4cil verificar que:
0, se k#j,
b (25) = 0k =

(10.9)
1, se k = 3.
De fato: substituindo x por zj; em (10.8) vemos que se o numerador e o denominador sdo exatamente

iguais = {i(zx) = 1. Agora se substituimos « por x; com j # k vemos o numerador anula-se e assim
g}c (.T ) =0.
J

Para valores dados: fo = f(xz0), f1 = f(z1), , fn = f(z,) de uma fungdo y = f(x), o polindmio:

Pu(x) = Y fr br(2)
k=0

(10.10)
é de grau no méximo n e, em vista de (10.9)), satisfaz

Pn(xk) = fk 5 :071727'

..,n.
Logo P,(x), assim definido, é o polinémio de interpolagdo de f(z) sobre os pontos xg, z1,. .., Zn.

A férmula (10.10) é chamada Férmula de Lagrange do Polinémio de Interpolagao.

Exemplo 10.2 - Conhecendo-se a sequinte tabela:

T ‘—1 0 3
fl@)] 15 8 -1

a) Determine o polinomio de interpolagao na forma de Lagrange.

b) Calcule uma aproximagdo para f(1), usando o item a).
Solucao: Temos:

= ) fO = f(l‘o) = 157
r; = 0, (S fl f(xl) 8,
x2 = 3, fa = f(x2) = —1.
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e, portanto, n = 2. Assim, o polinémio de interpolacao na forma de Lagrange é dado por:

= > frlr(@)
k=0

Determinemos os polinémios ¢ (x), k= 0,1,2. Temos:

lo(z) = (z —z1) (x — x2) _ (x—0) (z—3) _ 2 -3
(xo — 1) (X0 — 2) (—1—0)(—1—23) 1 )
t(z) = (x — xq) (x — x2) _ (z+1) (z—3) _ 293
(r1 — x0) (71 — 22) (0+1)(0 —3) 3 ;
b = EmwlE-a) _ @+)(@-0 _ o+e
(ZCQ - $0) (.%'2 — xl) (3 + 1)(3 0) 12 .

Portanto:

Py(z) = folo(x) + f1la(z) + f2la(z) =

- e [ B2 o [i]

Agrupando os termos semelhantes, segue que:
Py(x) = 2 — 62 + 8.

Uma aproximagao de f(1) é dada por P»(1). Assim, usando o algoritmo de Briot-Ruffini, (Capitulo 3),
obtemos:

1 -6 8
1 1 -5
1 =5 3

Logo:
f(1) = Py(1) = 3.
Observe que podemos obter f(1) efetuando o seguinte calculo: P(1) =12 —6 x 1 + 8 = 3. E claro que

este tipo de cédlculo sé deve ser utilizado para obter o resultado quando resolvemos o problema a mao. O
anterior além de também poder ser utilizado a mao deve ser usado em computadores.

Vimos entao que para obter o valor da fun¢dao num ponto nao tabelado, podemos aproximar a funcao
por seu polinémio de interpolagao e através deste ter uma aproximagao do valor da fungao no ponto.
Veremos agora um esquema pratico para calcular o valor do polindémio de interpolagdo num ponto (nao
tabelado) sem determinar a expressiao do polinoémio.

Consideremos a férmula de Lagrange, (10.10)), e a férmula dos ¢ (z), (10.8).

Fazendo:
7Tn+1(37) = (33 - xO) (33 - 331) s (Jf - 'rn) s

podemos escrever:

o 7Tn+1(x)
lr(z) = Rl (10.11)
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onde: m),_ | (x) € a derivada de m,41(x) avaliada em x = .

Primeiramente, calculamos as diferengas:

Tr — X9 o — T1 o — T2 e T — T
1 — 2o r — I 1 — T2 ce. X1 — Tp
Ty — X To — X1 T — T2 e T2 — Tp
Tn —2Top Tp —T1 Tp—T2 ... T—XTp.

Denotamos o produto dos elementos da primeira linha por Dy, o da segunda por D; e assim por
diante. Observe que o produto dos elementos da 1% linha é exatamente o denominador de £o(z) em
, o produto dos elementos da 22 linha, o denominador de ¢;(z), etc. O produto dos elementos da
diagonal principal serd, obviamente, II,11(x) e, entdo, segue que:

le(z) = W”;ﬁlk(z) k= 0,1,....n.

Assim, a férmula de Lagrange se reduz a:

Pa@) = mna() Y L

k=0
= Tat1(T) X S,
onde: o
k
S = kz:;) Dy

Portanto, podemos obter o valor do polindmio num ponto, nao tabelado, através do seguinte:
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Esquema Pratico

k (wx — 1) (k # 1) Dy |
0| z—20 xo—x1 To—22 ... To—Tn | (x—x0)[[Imo(zo —x:) | fo 5*0
i#£0 o

1| z1—20 T—21 T1 — %2 ... T1—Tn (z—z1) [[iso (1 — ) | f1 %
i£1 1

2 To—To To—T1 T—To ... T2 —Tn (z—z2) [[io (@2 —z3) | fo 5—2
i£2 2

N | Tpn—20 Tn—=21 Tn—T2 ... T—Tn | (x— ) [[1eo (@n —2i) | fn ]_J;i
i#En n

Tnt1(z) = (@ —zo) (x—21) ... (T — 2n) S

Note que no esquema acima , acrescentamos mais trés colunas: uma com o resultado dos produtos
das linhas , a préxima com o valor de fi e finalmente a ultima coluna com o valor de f;/Dy. A soma
desta ultima coluna fornece o valor S.

Exemplo 10.3 - Aplicar o esquema acima ao exemplo anterior, isto é, calcular f(1), sabendo que:

T ‘—1 0 3
fl@)] 15 8 -1

Solugao: Montamos o esquema:

k (z), — ;) Dy, fr fr/ D
0l2 —1-4| 8| 15 15/8
1] 1 1-3 | -3]| 8 83
2 4 3 —2 —24 -1 1/24

(1) = —4 S—=_3/4

k| (xx—x) | Dp | fa fr/ Dy

02 -1 —-4| 8|15 15/8

11 1-3]-3]38 -8/3

214 3 -2|-24|-1 1/24
71'3(].) = —4 S:—3/4

Assim, obtemos: Py(1) = mw3(1) x S = (—4) x (=3/4) = 3 ,eportanto f(1) ~ Pa(l) = 3.
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Exercicios

10.1 - Considere a tabela:
z |1 3 4 5

F@) [0 6 24 60

a) Determinar o polinémio de interpolagao, na forma de Lagrange, sobre todos os pontos.
b) Calcular f(3.5).

10.2 -Construir o polinémio de interpolacdo, na forma de Lagrange, para a funcdo y = sen wx, esco-

lhendo os pontos: xo =0 ; ©1 = % ; T2 = %

10.3 - A integral eliptica completa é definida por:

Kk = /0”/2 ( dx

1-— k2sen2$) 1/2

Por uma tabela de valores dessa integral encontramos:
K(1) =1.5708; K(2)=1.5719; K(3) =1.5739 .
Determinar K(2.5), usando polindmio de interpolagao, na forma de Lagrange, sobre todos os pontos.

10.4 - Calcular €31 usando a Férmula de Lagrange sobre 3 pontos e a tabela:

x| 24 26 28 30 32 34 36 38
e” [11.02 1346 16.44 20.08 24.53 29.96 36.59 44.70

Observe que como queremos e>! usando 3 pontos, devemos escolher 3 pontos consecutivos na vizinhanca

de 3.1. Assim temos duas opgoes. Ou escolhemos: xog = 2.8, 1 = 3.0 e x9 = 3.2 ou entdo: xg =
3.0, x1 =3.2 e x93 =3.4. Em ambos os casos o erro na aproximag¢ao serd da mesma ordem de grandeza.

x

10.5 - Sabendo-se que e = 2.72, /e = 1.65 e que a equagio x — e * = 0 tem uma raiz em [0, 1],
determinar o valor dessa raiz, usando a Formula de Lagrange sobre 3 pontos.

10.6 - Dar uma outra prova de unicidade do polinémio de interpolagao P, (f;x) de uma fungdoy = f(x)
sobre o conjunto de pontos xg,x1,...,Tn.
Sugestdo: supor a existéncia de outro polinomio Qn(f;x) que seja de interpolagdo para f sobre
Tg,T1,..., Ty, € considerar o polinémio:

10.4 Erro na Interpolacao

Como vimos, o polinémio de interpolagdo P, (x) para uma fun¢do y = f(x) sobre um conjunto de
pontos distintos xg, x1, ..., %, tem a propriedade:

Pn(xk) = fk ) k:()v]-a"'vn'

Nos pontos T # xj nem sempre é verdade que P,(Z) = f(Z). Entretanto para avaliar f(x) nos pontos
T #xp, k=1,2,...,n, consideramos P, (z) como uma aproximagao para a fungdo y = f(x) num certo
intervalo que contenha os pontos xg, x1, . .., Z, e calculamos f(Z) através de P, (Z). Perguntas que surgem
s@o, por exemplo, as seguintes: é o polinoémio de interpolagdo uma boa aproximagao para f(x)? Podemos
ter idéia do erro que cometemos quando substituimos f(z) por P,(x)? Estas e outras perguntas sao
respondidas quando estudamos a teoria do termo do resto. Para isso, introduziremos dois lemas, cujas
demonstracoes podem ser encontradas em livros de Calculo ou Andlise Matematica.
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Lema 10.1 -Teorema de Rolle - Seja f(z) continua em [a,b] e diferencidvel em cada ponto de (a,b).
Se f(a) = f(b), entao existe um ponto x =E&,a < & < b, tal que f'(§) =0.

Prova: Pode ser encontrada em [, 19].

Lema 10.2 -Teorema de Rolle generalizado - Seja n > 2. Suponhamos que f(x) seja continua em
[a,b] e que f*~V(z) exista em cada ponto de (a,b). Suponhamos que f(x1) = f(zz) = ... =0 para
a<xy <y <...<x, <b. Entdo existe um ponto &,x1 < & < x,, tal que fF*~V (&) = 0.

Prova: Pode ser encontrada em [, 19].
Vejamos agora um teorema que nos dé expressao do termo do erro.

Teorema 10.2 - Seja f(x) continua em [a,b] e suponhamos que f V) (z) exista em cada ponto (a,b).
Sea<zg<x <...<uzy <b, entdo

(x —x0)...(x —xy)
(n+ 1!

R.(f;z) = f(z) — Pu(f;2) = FF (g, (10.12)

onde min{x, o, x1,...,Tn} < & < max{zx,xo,21,...,Tn}t. O ponto & depende de x.

Prova: Sendo P, (f;x) = fk, a fungdo R, (f;x) = f(x) — P.(f;x) se anula em = =z, k=0,1,...,n.
Seja x fixado e tal que x # zg, k=0,1,...,n.
Consideremos as fungdes K(z) e F(t), definidas por:

f(z) = Pu(f; @)

K(z) = T2 @) ez x#zp, k=0,1,...,n, (10.13)
e
Fit)=ft) = Pu(f;t) —(t—x0) (t —x1)...(t —z,) K(x). (10.14)
A funcao F'(t) se anula nos n + 1 pontos t = g, t = 1, ..., t = x,. Anula-se também em ¢ = x, em
virtude de . Pelo Lema 10.2, a funcao F(™*Y(t) se anula em um ponto ¢ = &(x) tal que:

min{z,xo,21,..., 20} < & < mazx{x,x0,T1,...,Tn}.
Calculando entdao F(™*1)(t), tendo em vista , obtemos:
FOtD @)y = st @) — (n4+ 1! K(z).
Entao, substituindo ¢ por &, segue que:
0 = [0 — (n+1)! K(a).

Portanto: f( +1)(§)
K(z) = m (10.15)

Comparando (|10.15)) com ((10.13)), temos, finalmente:

Rulfia) = 1(0) = Pl i) = =20l E e (=) g

onde min{z,xg,x1,...,2n}t < & < max{z,xo,21,...,2n} , 0 que demonstra o teorema.
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Em vista de (10.12) podemos escrever:
fx) = Pu(fiz) + Ru(fi2). (10.16)

O termo R, (f;x) na expressao (|10.16) é chamado termo do erro ou erro de truncamento. E o erro
que se comete no ponto x, quando se substitui a fungao por seu polindomio de interpolacao calculado em
x.

A importancia do Teorema 10.2, é mais tedrica do que pratica, visto que ndo conseguimos determinar
o ponto & de tal modo que seja valida a igualdade em (10.12f). Na pratica, para estimar o erro cometido
ao aproximar o valor da fungdo num ponto por seu polinémio de interpolagao, utilizamos o seguinte
corolério.

Corolario 10.1 - Seja
Rn(f;x) = f(x) = Pu(f;2).

Se f(x) e suas derivadas até ordem n + 1 sao continuas em [a,b], entdo

|z — o] | — 1] ... |7 — 24| (n+1)
" . 10.1
(1) Jnax | fH ()] (10.17)

[Rn(f;2)] <
Prova: A demonstragao fica como exercicio.
Exemplo 10.4 Dada a tabela:

z |0 01 0.2 0.3 0.4 0.5
|1 1.3499 1.8221 24596 3.3201 4.4817

calcular um limitante superior para o erro de truncamento quando avaliamos f(0.25), onde f(x) = x €3*

usando polinémio de interpolacao do 2° grau.
Solugao: Temos, de (10.17)):
|z — 2| |z — 21] |2 — @2

|Ra(f52)| < max | f"(t)] .

3' zo<t<zso

Como f(t) =t €3, segue que:

) = e +3ted = 3 (14+31),
') = 3 (1 +3t)+3e = 6349t
") = 18493 21t e’ = 2763 (141) .

Como queremos estimar o valor da funcdo =z €3 mno ponto 0.25 usando polinémio do 2° , devemos

tomar 3 pontos consecutivos nas vizinhangas de 0.25. Tomando entao: xy =0.2, z1 =0.3 e z3 =04,
obtemos que:
max |f7(t)] = 27309 (14+04) = 125.4998

To<t<w2

Estamos portanto em condigoes de calcular um limitante superior para o erro de truncamento. Assim:

Ro(fiz) < L0256-02)] |(0-256— 0.3)] (0.25 — 0.4)|

(125.4998)

~ 0.0078 ~ 8 x 1073.

2
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Pelo resultado obtido, vemos que se tomarmos um polindémio do 2° para avaliar f(0.25), obteremos o
resultado com duas casas decimais corretas.
Observagoes:

a) O numero de zeros depois do ponto decimal, no resultado do erro, fornece o ntimero de casas
decimais corretas que teremos na aproximacao.

b) Observe que poderfamos ter tomado: zg = 0.1, 1 = 0.2 e x3 = 0.3. Se tomarmos esses
pontos, obtemos que |Ra(f;x) ~ 0.0054 ~ 5x 1073 o que implica que obteremos duas casas decimais
corretas na aproximacao. Assim tanto faz tomarmos um ponto a esquerda, e dois a direita de 0.25,
ou dois pontos a esquerda e um a direita, que o erro serd da mesma ordem de grandeza.

Exercicios

10.7 - Seja f(x) = 7x® — 322 — 1.

a) Calcular f(x) nos pontos x = 0; x = +1; x = £2; x = +3 (usar o algoritmo de Briot-
Ruffini). Construir a seguir a tabela sequndo os valores crescentes de x.

b) Construir o polindmio de interpolagao para esta fungao sobre os pontos —2; —1; 0; 1.

c) Determinar, pela férmula , um limitante superior para o erro de truncamento em
z=-0.5¢ex=0.5.

10.8 - Conhecendo-se a tabela:

z | 08 0.9 1.0 1.1 1.3 15
cos x| 0.6967 0.6216 0.5403 0.4536 0.2675 0.0707

calcular um limitante superior para o erro de truncamento quando calculamos cos 1.05 usando polinémio
de interpolacao sobre 4 pontos.

10.9 - Um polinémio P,(x), de grau n, coincide com f(x) = e* nos pontos %, %, LR 1,%. Qual
o menor valor de n que se deve tomar a fim de que se tenha:

le® — Py(z)] < 107 | para 0<x <17

10.5 Interpolacao Linear
No caso em que se substitui a fungdo f(z) entre dois pontos a e b por um polindémio de interpolagao

Py (z) do 1o grau, tal que Pi(a) = f(a) e Pi(b) = f(b) diz-se que se fez uma interpolacao linear entre
aeb.

Neste caso, em que n = 1, a férmula ((10.10|) se reduz, sucessivamente, a:

Pi(z) = Y fils(@) = fo-bo(x) + fitr(z) =
k=0

_ T — T rT—T0 ) T—a
N fomo—xl lxl—xo B f(a)a—b iy )b—a
) T—a

= T @) + )
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Assim, vemos que P;(z) pode ser escrito na forma de determinante, isto é:

_ 1 f) z—=b| _ 1 fla) a—=
Pi(z) = b—al fla) z-a b= | F) b—u (10.18)
Se f(z) é continua em [a,b] e f(z) existe em cada ponto de (a,b), temos, para a < z < b, que:
Ri(fiz) = f(z) —Pi(fi2) = w=a) @=b) 7€), a<é<d. (10.19)

2!

Podemos determinar, no caso de interpolagao linear, além do resultado obtido em , 0 seguinte:
consideremos e suponhamos, além disso que f” (x) seja continua em [a,b]. O polinémio |(z —
a)(z — b)| atmge seu maximo, para a < x < b, em x = 2(a + b) e este maximo é Zli(b —a)?. Podemos,
entao, escrever:

LO—a 14O (10.20)

1B (o)) < 2! 4 a<t<b

ou
Ri@)] < g (6o My, (10.21)

onde M; é um limitante superior para f”(t) em [a, b].

Exemplo 10.5 - Usando a tabela do exemplo calcular f(0.25) através de interpolagdo linear e dar
um limitanter superior para o erro de truncamento.

Solucao: Da tabela do exemplo anterior, temos:

a =02, fla) = 0.3644 ,
e
b= 03, F(b) = 0.7379
desde que f(z) = x €3*. Assim, usando (10.18)), segue que:
1 | fa) a—x | 1 0.3644 0.2 —0.25
F1(0.25) b—a| fb) b—= | T 03-02 ‘ 0.7379 0.3 —0.25
1
= 57 X005 (0.7379 4 0.3644) .
Logo:
Py(0.25) = 0.5512 ~ f£(0.25) .
Agora, pelo Exemplo 10.4, temos que: f”(t) = 3! (6 + 9) t. Portanto
" o _ _
max [f7(1)] = 24506(6+2.7) = 21.3985 = M, .

Segue, de (10.21]) que:
1
|Ri(z)| < 3 (0.3 —0.2)% x 21.3985 ~ 0.02673 ~2 x 1072
Isto significa que no resultado obtido para f(0.25) através do polinémio de interpolagdo linear temos

apenas uma casa decimal correta. De fato, o resultado obtido foi f(0.25) = 0.5512 e se calcularmos o
valor da f no ponto 0.25, numa méquina de calcular, obtemos que f(0.25) = 0.52925.
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Exercicios:
10.10 - Sabendo-se que v/1.03 =1.0149 e +/1.04 = 1.0198,
a) calcular v/1.035, por interpolacdo linear,
b) dar um limitante superior para o erro de truncamento.

10.11 - O walor de log1p12.7 foi computado por interpolacdo linear sobre os pontos 12 e 13. Mostrar
que o erro de truncamento é < 0.004.

10.12 - Seja a tabela:
z |0 01 02 03 04 05
e |1 111 1.22 135 149 1.65

Usando interpolacao linear sobre pontos adequados:
a) Calcular f0.35 onde f(x) = z%e®.

b) Dar um limitante superior para o erro de truncamento.

10.6 Formula para Pontos Igualmente Espacados

Quando os pontos z;, sdo igualmente espagados de h # 0, isto é, z;41—x; = h, i =0,1,...,n—1, onde
h é um numero fixado, ha interesse, para futuras aplicacoes, em se determinar uma forma do polindmio
de interpolacao e do erro, em termos de uma varidavel u, definida da seguinte maneira:

Xr — X
= — . 10.22
v = (10.22)

Em funcao da varidvel u, temos os seguintes teoremas.
Teorema 10.3 - Para r inteiro, nao negativo,

x—x, = (u—7r)h.
Prova: (provaremos por inducdo em r). Assim:
a) Para r =0, temos, de (10.22)), que:

xr—x9 = uh = (u—_0)h.

b) Supondo vélido para r = p, isto é,
x—xp, = (u—p)h.

c) Provemos que vale também para r = p + 1.

Temos:
T—Tpr1 = T—Tp + Tp — Tpt1

= 2-7p — (Tpy1—1p) = (u—ph—h

= (u—p-—1h = (u—(p+1))h.

Portanto o teorema vale para todo inteiro r» > 0.
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Teorema 10.4 Para r e s inteiros, nao negativos:
T — x5 = (r—s)h.

Prova: A prova, por ser semelhante & do teorema anterior, fica como exercicio.

Consideremos o polinémio de interpolagao de f(x) sobre xg, 1, ..., Ty, dado por (10.10)), isto é:

ka (x— :L'O)(:L'7931)...(x—xk_l)(x—:rk+1)...(mfxn)

(g — o) (mr — 1) .. (T — Th—1) (T — Thy1) - - (T — Tp)

Fazendo a mudanga de variavel dada por (|10.22f) e usando os resultados dos teoremas 10.3 e 10.4, obtemos:

Py (30 + uh) ka wu—1) ... (u—(k-1))u—-(k+1)...(u—n) (10.23)

k—1) ...(k—(k—l))(k—(k+1))...(k—n) ’

que é a forma de Lagrange do pohnomlo de interpolagao para argumentos z; igualmente espacados de

h 4 0.

Esta forma do polinémio de interpolagdo é particularmente 1til na determinacao de férmulas para
integragao numérica de funcoes.

De modo anélogo, substituindo x — x,. por (u — r)h em ((10.12)), obtemos:

pntl
R, (x) = R, (xo +uh) = u(u—1)...(u—n) T FOHD (g, (10.24)
onde
min (T, zg,...,¢,) < & <maz(x,T0,Z1,...,Zn) -
Temos que:
f(n+1) (f) _ qn+i f(CE)
dxntl =& 7
mas se preferirmos exprimir f(z) em termos de u, teremos:
dn-‘,—lf 1 dn+1
danrl = hn+1 dunJrl )
e assim: ( ) ( ) d .y
uu—1)...(u—n) d"
Rn(u) = P _
(n+1)! du u=n
onden = § —hl’o pertence ao intervalo (0,7), se supusermos os pontos g, 1, . . ., & em ordem crescente
ex € (xo,Tn).
Como vimos, o polinémio de interpolagao para f(x) sobre n + 1 pontos xg, x1, ..., T, se escreve, em
termos de u = % 7hx0’ como:
P, (zo + uh) Z Ar(u) fr (10.25)

onde:

1)... 1 1))...(u—
M) = T 1)) 0)...(k—n) (10.26)
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Exemplo 10.6 - Dada a tabela, do Exemplo

3z

a) calcular f(z) =z e** no ponto © = 0.25 usando polinémio de interpolagdo sobre 3 pontos.

b) dar um limitante superior para o erro de truncamento.

Solucao: Inicialmente escolhemos os 3 pontos apropriados na tabela dada e a seguir construimos a
tabela de f(z) = z €3%. Seja entdao: zg = 0.2, x1 = 0.3 e xy = 0.4. Assim:

X \ 0.2 0.3 0.4
xe® 1 0.3644  0.7379 13280

a) De (10.26)), temos:

_ (w=D(=2) 2_3u+2
/\O(u) - (0_1)(0_2) =4 2u s
_9 2 _

M@ = R = LR
_ouu=1)  u2ouy
M) = 55Ty T T2
Usando (|10.25]), obtemos:
2
Py (xzo +uh) = ka)\k(u)
k=0
2 _
- (0.3644)x%

+ (0.7379) x (—u®+2 u)

+(1.3280) x (w? —u)

Agrupando os termos semelhantes, segue que:
Py (z9 +uh) = 0.1083 u® + 0.2652 u + 0.3644 .

Queremos calcular f(0.25). De (10.22)) temos:

T — Zo 0.25-0.2
= j mw = —————-
h 0.1

= 0.5.

Usando o algoritmo de Briot-Fuffini:

| 0.1083  0.2652  0.3644
0.5 | 0.0542  0.1597
| 0.1083 0.3194 0.5241

Entdo P(0.5) =0.5241 ~ £(0.25).

b) De ((10.24]) temos:
3

Row) = ulw—1)(u—2) o 7 (6)
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Analogamente a (10.17)), podemos escrever:

3

h
. v
[Ro()] < Ju(fu—1)(w—2)l5 | max

@l

onde: u = 0.5, h =0.1 = h3=0.001 e pelo exemplo 10.4, temos que:

() = 213 (1+1) = o Juax If" () = 125.4988 .

Portanto:
Ro(w)| < 10.5] (0.5 —1)] (0.5 —2)| x Q001 o (5066) =
6

= 0.0078 ~ 8x 1073

Observagoes:

a) Se compararmos o valor obtido para f(0.25) com o valor exato veremos que o resultado estd
com duas casas decimais corretas.

b) O polinémio de interpolagao obtido neste exemplo estd em funcao da variavél u. Assim nao
é possivel verificar se o valor do polinémio nos pontos tabelados coincide com a valor da funcao
nesses pontos. Entretanto como a funcdo é crescente no intervalo [0.2, 0.4], o valor para f(0.25)
deve estar entre [0.3644, 0.7379].

Observe que quando se conhece a expressao analitica da funcgao, o termo do resto, fornece uma estimativa
sobre o nimero de casas decimais corretas que podemos obter na aproximacao. Além disso, a aplicacao
da férmula do termo do resto é util quando queremos o resultado com uma precisao pré-fixada, como
mostraremos no exemplo a seguir.

Exemplo 10.7 - Determinar o nimero de pontos necessdrios para se obter ze3®, x € [0,0.4] com duas
casas decimais corretas usando interpolacao linear sobre pontos igualmente espacados de h.

Solugao: Por (??, temos que:

b—a)? h?

%Ml = g Mi<05x 1072,

desde que b—a = h, pois os pontos sdo igualmente espacados, e o erro deve ser menor ou igual a 0.5x 1072,
pois queremos o resultado com duas casas decimais corretas. Agora,

_ " _ 3t ~
Ml—ogtlg)o(4|f (t)] = e’*(6 + 9¢t) ~ 31.873

R <

Portanto

h2
§(31.873) <0.5x 1072

= h? < 0.001255

= h <0.00354 .

Para determinar o nimero de pontos basta lembrar que o intervalo dado é: [0, 0.4], e portanto o niimero
de pontos sera obtido fazendo:

0.4-0 0.4
h o= - ~112 12 .
n " T 00354 9 =

Observe que n assim obtido é o indice do ultimo ponto, e como tal deve ser um inteiro. Portanto o
nimero de pontos necessarios é n + 1, ou seja, 13.
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Exercicios

10.13 - Seja a funcao f(x) dada pela tabela:

z|-1 0 1
@) -4 -1 2

Calcular f(0.5) usando polinémio de interpolacao para argumentos igualmente espagados.

10.14 - Dada a fungdo f(x) = 4a° — 2x + 2, tabeld-la nos pontos v =0 ; x = +1 ; x = £2 e construir
o seu polinémio de interpola¢ao no intervalo [—2;2].

10.15 - Determinar o dnico polindmio de grau menor ou igual a 3, que coincide com f(x) nos sequintes
pontos:

F(0.5) =2 £(0.6)=8; f(0.T)=—2; f(0.8) =5
Calcular também f(0.56).

10.16 - A funcao

€ dada pela sequinte tabela:

J]‘ 0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06
y‘oo 4.0379 3.3547 2.9591 2.6813 2.4679 2.2953

Calcular y para x = 0.0378 usando polinémio de interpolacao sobre 4 pontos.
10.17 - Dada a funcio f(x) = xe*/? e a tabela:

x | 2 225 25 275 3.0
e*/2 1271 3.08 349 3.96 4.48

a) Calcular o polinémio de interpolagao sobre todos os pontos.
b) Calcular f(2.4).

c) Dar um limitante superior para o erro de truncamento.

10.7 Outras Formas do Polinémio de Interpolagao

O método de Lagrange para determinacdo do polindmio de interpolacdo de uma funcio y = f(x)
sobre um conjunto de pontos g, x1,...,T, possui um inconveniente. Sempre que se deseja passar de
um polinémio de grau p (construido sobre p + 1 pontos) para um polinémio de grau p + 1 (construido
sobre p + 2 pontos) todo o trabalho tem que ser praticamente refeito. Seria interessante se houvesse
possibilidade de, conhecido o polinémio de grau p, passar-se para o de grau p + 1 apenas acrescentando-
se mais um termo ao de grau p. Vamos ver, agora, que tal objetivo é alcancado através da forma de
Newton do polindmio de interpolagao. Para a construgao do polinémio de interpolagao por este método,
precisamos da nocao de diferenca dividida de uma fungao.
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10.7.1 Diferenca Dividida

Definicao 10.2 - Sejam zg,x1, ..., Ty, n+1 pontos distintos no intervalo [a, b] e sejam fo, f1,..., fn, n+
1 valores de uma funcdo y = f(x) sobre x = xp, k=0,1,...,n. Define-se:

flze] = f(z) k=0,1,...,n;

flxo,z1,...,xn] = MCIRE I ,xn]xn—_];yo,xh s Tnoi] )
onde flxo,x1,...,2,] € a diferenga dividida de ordem n da fungdo f(x) sobre os pontos xg,x1, ..., Ty.

Assim, usando a definicao, temos que:

_ flza] = Flad]

flzo, 1] = Tz —xy

fleo,ar ) = LEntl =S lren]

T1,X2,T3| — 0. L1. X
f[x07$17x2)$3] — f[ 1,42, ;;_go[ 0,41, 2] ]

Observe que do lado direito de cada uma das igualdades acima devemos aplicar sucessivamente a defini¢ao
de diferenga dividida até que os calculos envolvam apenas o valor da fungao nos pontos, isto é,

f [Il,Iz] - f [l’o,xl]

f [Z‘O, xla'rQ]

T2 — I
f(x2) = f(z1 _ f(x1) — f(20)
_ T2 —T1 1 — Zo
o T2 — X0

Entretanto, podemos calcular as diferencas divididas de um funcao, de uma maneira mais simples.

10.7.2 Calculo Sistematico das Diferencas Divididas.

Para calcular as diferengas divididas de uma fungéo f(z) sobre os pontos zg, x1, ..., Ty, construimos
a tabela de diferencas divididas:
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Tabela de Diferencas Divididas

T [f%xi] [zi, 2] [ @i, x5, wp]
zo | flzol = fo
1] — flx
[ lzo,21] = 7]0 [ ;Ell] — ;J;O[ o
ry | flzi] = fi [ w0, 1, 22] = ! [ml’x;j — £0[1707301]
fle, 2] = Jleal = [l [?2] — :le[ah]
z2 | flra] = fo fler, 2z, 23] = ! [IQ’J;;'; — ﬂxl’m]
x3] — flx
[ lwa, 23] = 7f[£§ = 52[ 2
z3 | fles] = fs [lre, 23, 24] = ! [zs’zfi = 52[@’:63]
x4 — flx
[ lws, z4] = 7f[fl = 53[ 3
2y | fleal=fa
da seguinte maneira:
a) a primeira coluna é constituida dos pontos x, k=0,1,...,n;
b) a segunda coluna contém os valoress de f(z) nos pontos z, k=0,1,2,...,n;
¢) nas colunas 3,4,5,..., estdo as diferencas divididas de ordem 1,2,3,.... Cada uma dessas diferengas

é uma fracao cujo numerador é sempre a diferenca entre duas diferencas divididas consecutivas e de
ordem imediatamente inferior e cujo denominador é a diferenga entre os dois extremos dos pontos
envolvidos.

Exemplo 10.8 - Para a sequinte funcao tabelada:

z |-2 -1 0 1 2
fl@)|-2 29 30 31 62

construir a tabela de diferencas divididas.

Solugao: Usando o esquema acima temos que:

z; | f [z f[xi,xj] f[wiaxijk] flai, ... @ [l ... xm]
-2 -2
29— (=2) _
_1_(_2)—31
1—(-31)
30-29 _ 4 0= (=15 _ ¢
0—(-1) _— 1-(-2) s s
31—3071 15—-0 —_5
1-0 — 2—(-1)
1] 31 L =15
62 — 31
-1 =31
2 62
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Assim, o elemento 0, corresponde & diferenca dividida f [x1, z9, 23]. Portanto usando a definigéo, se-

gue que: f[x1,z9,23] = f [xQ’x‘Z’E]S — :r{ [#1, 2] e usando o item c¢) acima, temos que: f [x1,zq, 23] =

1 iz_ll) = 0.

Observagao: Como veremos adiante, os resultados a serem utilizados na construgao do polindmio de
interpolagao na forma de Newton s&o os primeiros valores em cada coluna de diferencas embora tenhamos
que construir toda a tabela pois os valores nao sao independentes uns dos outros.

10.7.3 Alguns Resultados sobre Diferencas Divididas

Teorema 10.5 - As diferencas divididas de ordem k de uma fungdo f(x), satisfazem:

_ [ [zo]
Fleo,wn,.om] = (xo — x1) (g — @2) ... (0 — Tk)
[ lz4]
* ($1 — JC()) (131 — 1?2) e (Il — a:k)
b+ f [

(xp —x0) (wp —21) . (T — Tk —Tp_1)

Corolario 10.2 - As diferencas divididas de ordem k de uma funcdo f(x), satisfazem:

f[x()axla-"7xk] :f[xjoaxju""xjk] )

onde (jo,Jj1,---,Jk) € qualquer permutagdo dos inteiros (0,1,...,k).

Coroldario 10.3 - As diferencas divididas de ordem k de uma funcgdo f(x), satisfazem:

f[.’l?07.'171,...,$k] =

f[l‘[)w'-axi—l?mi-‘rl?"'axk?] — f[xf)?'"axj—lvl‘j-‘rlw'-axk] . ;é .
Tj — T 12 J -
Observagoes:

a) O Corolédrio 10.2 afirma que a diferenca dividida de f(z), é uma fungao simétrica de seus
argumentos, isto é, independe da ordem dos pontos zg, x1, ..., Tk.

b) O Corolério 10.3 afirma que podemos tirar quaisquer dois pontos para construir a diferenga
dividida de uma fungao, e nao necessariamente o primeiro e o tltimo.
10.7.4 Foérmula de Newton

Para obtermos a forma de Newton do polindmio de interpolagao precisamos inicialmente definir al-
gumas fungoes. Para tanto, consideremos que f(z) seja continua e que possua derivadas continuas em
[a,b], e além disso, que os pontos zg, x1, ..., T, sejam distintos em [a, b]. Definimos entéo as fungoes:
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(1) flxo,z] = w, definida em [a, b], para x # x.

(2)  flzo,z1,2] = ! [SCO,I; — ifl[xo,l’l]’ definida em [a, b],

para x # xg e T # x7.

(n+1) f[xojx17-.-7x7L7x]: fl:xo,zl"..’xn_]}l’/'a:_]x; f[x0’$17.'.’:17n]7

definida em [a, b, para x # x, k=0,1,...,n.

Observe que nas fungoes definidas acima acrescentamos, sucessivamente, na diferenga dividida o
préximo ponto da tabela. Em todas estamos aplicando o Corolario 10.3. Nosso objetivo agora é en-
contrar uma férmula de recorréncia para f(x). Assim, de (1) temos que:

flx) = flwol + (x—x0) flxo,a] .

De (2), (usando (1)), obtemos:

f[l’o,ﬂﬁlvx} ($*I1) = f[ﬂﬂoam] - f[»To,SCl]
5 floana(@—o) = LSl pp g

= f(x) = flzo)+ (x —x0) flro, 1]+ (x — x0) (v — 21) f [0, 71, 2] .

De maneira ansloga, de (n+1), obtemos:

flx) = {flzo]l + (z —x0) f [x0, 21] + (T — 20) (¥ — 1) f [0, 1, 72]

+ (x—2x0)(z—x1) (x — x2) f [0, 21,22, 23] + ...
(10.27)

+ (z—z9)(x—21) ... (@—2p_1) flzo,21,...,20] }4
+ {(z—z0)(x—21)...(x — ) f 0,1, ..., Tn, T]}5 .

Temos assim, obtido uma férmula de recorréncia para f(x). Vejamos o que significam {...}1 e {...}2
em (10.27).

Teorema 10.6 O polinémio:
Po(x) = flxo] + (z—0) f[wo, 21]
+ F(@—z)...(x—xpo1) flro, 21, 2] = {0

é o polindmio de interpolagdo da fungao y = f(x) sobre os pontos xg,x1,...,Tn, isto €, P,(xg) =
flag), k=0,1,...,n.
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Prova: ( provaremos por indugao em n). Assim:

i) Para n =1, temos que:

Pi(z) = flzol + (z —z0) flwo, 1]
= flzo] + (z — o) Jlan] = /Lol [363311] — iio[xo] )
Logo:
parax =xz9 = P (z9) = f[xo]+ (20— 20) %ﬂxo] = flxo] ,
paraxz =x1 = Pi(x1)= f[xo]+ (21 — x0) %ﬁ(}[m] = fl] .

2) Suponhamos véalido para n =k — 1, isto é, Py_1(z;) = f(z;), i =0,1,...,k— 1.
3) Provemos para n = k. Divideremos a prova em duas partes. Assim:

a) Seja i < k ; entdo:

Py (x;) = Pro1(zi)+ (x5 — o) (25 — 1) ... (25 — xp—1) f [0, 21, .. ., k]
= Pea(z) = flzi),
usando a hipdtese de inducao.
b) Seja i = k; entao:
Py(zx) = flwo] + (zx — o) f [x0, 21] + . ..

+  (xp—x0) (xr —21) ... (xk — k1) [ [T0, T1, ..., Tk]

Fazendo z = ) em (10.27), (lembrando que n = k), e comparando com a expressao obtida acima
para Py (xy), vemos que Py(xr) = f(zk), o que completa a prova do teorema.

Teorema 10.7 - Para x €[a,b],x # x, k=0,...,n,

A ()

f[xo,ml,xg,...,xn,x] - (TL+1)' 76 € (mO;xn)~

Prova: Usando o Teorema 10.6, em (10,27), podemos escrever:

f(x) =Pu(x) + (x—x0)...(x — ) f 2o, 21, -, Tn, 7]
= f(x) = Pu(z)=(x —x0)...(x —x) 20, 21,...,Zn, 2] . (10.28)

Por outro lado, usando (10.12]), temos que:

FD(E)

F(@) = Pae) = o) = (2 = 20) (2 = m2) . (0 = 00) o

(10.29)
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onde & € (mo,zp).

Mas (z — o) (x — 1) ...(x —x,) # 0 , pois os pontos tabelados sdo distintos, Assim comparando

(10.28)) com (|10.29)), segue que:

(n+1)
flxo,x1, ..., xpn,x] = f(n—|—1()€') i &€ (zo,mn) .
Portanto:
Py(z) = f(w0)+ (z —x0) f [0, 1] + (x — w0) (x — x1) [ [w0, 21, 2]

+ ot (x—zo)(@—21) ... (= Tpo1) fT0, 21, yzn] = {1,

chama-se Forma de Newton do Polindmio de Interpolagao ou Férmula de Newton, e
R,(z) = (x—z)(x —x1)...(x —xp) fxo, 21,y xn,z] = {...}2,

chama-se termo do resto ou erro de truncamento.

Observe que o tratamento do erro de truncamento é, portanto, o mesmo da forma de Lagrange.

Exemplo 10.9 - Conhecendo-se a sequinte tabela:

T ‘71 0 3
fl@)] 15 8 -1

calcular f(1), usando polindmio de interpolagdo de Newton.

Solugao: Temos:

o = -1 3 fO = f(.’Eo) = 15 5
rn = 0, fi =  f(z) =8,
T2 = 37 f2 = f(xQ) = -1 5

e portanto n = 2. Assim o polinomio de interpolacao na forma de Newton é dado por::
Py(z) = flzo] + (x — o) f [xo, 21] + (2 — 20) (¥ — 1) f [0, 71, 73] .

Em primeiro lugar, construimos a tabela de diferengas divididas. Assim:

x f(x)

-1 15
-7

0 8 1
-3

3 -1
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Portanto: Py(z) =15+ (z+1)(=7) + (z+ 1)(x —0)(1).
Agrupando os termos semelhantes obtemos: Py(x) = 2% — 6 = + 8.

Os valores de f(1) é dado por P»(1), lembrando que este é um valor aproximado. Assim: Pp(1) =

3 ~ f(1).

Desde que pelo Teorema 10.1 o polinémio de interpolagao é iinico e como o exemplo acima foi resolvido
pela férmula de Lagrange, era de se esperar o resultado obtido.

Como no caso de Lagrange, existe um esquema pratico para calcular o valor do polinémio de inter-
polagdo num ponto sem determinar a expressao do polinémio. Assim:

Esquema Pratico

Tomemos para exemplo o polinémio de interpolacao de Newton de grau 3. Assim:

Py(z) = flzol + (x — o) flzo,21] + (x—m0) (. — 21) f[x0, 21, 22] +
+ (z—=xz0)(x—x1) (x — 22) f €0, X1, T223] .

= flzo] + (z — 20) {f [0, 21] + (v — w1) { f [x0, 21, 22] + (T — 22) [ [¥0, 71, T2, 73]} } .

Observe que a idéia do esquema pratico é ir colocando os termos comuns, que aparecem de uma
determinada parcela em diante, em evidéncia. Denominando:

f[950,$1,$2,903] = Oy
flzo,z1,22,] + (x —22) o0 =g
flzo,z1] + (@ —z1) 0 =ao

flzo) + (x—z0)ae = az = Ps(z) .

O esquema, pratico é entao dado por:

flzo,z1, 22, 23] flzo, z1, 2] flzo, 1] f[zo]
L
+ + +
Qo ai Qa2 as = P3(x)
w. ‘:‘:,:l w.
X X X
T — T2 r — X1 T — X0

Assim para um polinémio de grau n teremos «,, = P, (x) ~ f(z).



CAPITULO 10. APROXIMACAO DE FUNCOES: METODOS DE INTERPOLACAO POLINOMIAL304

Exemplo 10.10 - Aplicar o esquema acima ao exemplo anterior, isto €, calcular f(1).

Solugao: Temos:

f(d?o) = 15, g — —1,
flxo, 2] = —7, zy =0,
flwo,m1,m2] = 1, x2 = 3.
Montamos o esquema:
1 -7 15
b e
L -6, 3=P2)
X X
1 2
Assim Po(1) =3 ~ f(1).
Observagao: Como a diferenca dividida f[zg,z1,...,2Zn,x] ndo depende da ordem de seus argumen-
tos, podemos reescrever os pontos o, 1,...,Z,, o em ordem crescente xg,xq,...,;,, 2, . Entdo pelo
Teorema 10.7, temos:
fe(E)
f [x67x/17'”7$;17$;z+1] = m 3 5 € (x€)7m{n+1) . (1030)

Este resultado nos permite avaliar o comportamento da derivada de ordem n + 1 de uma funcao
y = f(z) (supondo que ela existe), por meio das diferengas divididas de ordem n + 1 dessa fun¢ao no
intervalo [a, b].

Em particular, a diferenca dividida de ordem n de um polindémio P,(r) = ap,2™ + ap_12" 1 + ... +
a1z + ag é independente do ponto x e igual a a,, (coeficiente de seu termo de grau n). As diferencas de
ordem maior que n sao todas iguais a zero. Assim, ao examinarmos uma tabela de diferencas divididas
de uma funcao, se as diferencas de ordem k sao praticamente constantes, isto significa que a funcao
é bastante préxima de um polindmio de grau k. Podemos, entao, usar um polinémio de grau k para
interpolar tal fungao.

Exemplo 10.11 - Dada a tabela:

x | 2 3 4 5 6 1
f(z) 1013 019 0.27 038 0.51 0.67

determinar:
a) o polinémio de interpolagio de grau adequado,

b) calcular f(4.5),
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¢) dar uma estimativa para o erro de truncamento.

Solugao: Inicialmente construimos a tabela de diferencas divididas. Assim:

zi | flxi)  floi ]

2 0.13
0.06

3 0.19 0.01
0.08

4| 027 0.015
0.11

5 0.38 0.01
0.13

6 0.51 0.015
0.16

7 0.67

a) Como as diferencgas divididas de 2= ordem séo praticamente constantes podemos adotar um polinémio
de 2¢ grau para interpold-la. Além disso, como queremos avaliar f(4.5), escolhemos 3 pontos na
vizinhanga de 4.5. Seja entao: zg=4, £1 =5 e xo = 6. Assim:

Py(z) = flzo] + (x — o) fwo,x1] + (x — o) (x — 21) f [w0, 71, 2]

0.27 + (z — 4)(0.11) + (z — 4) (z — 5)(0.01)

= 0.01 22 + 0.02z + 0.03.

b) Agora, f(4.5) ~ Py(4.5) = 0.01 (4.5)% + 0.02 (4.5) + 0.03 = 0.3225.

¢) Para dar uma estimativa para o erro de truncamento calculamos as diferencas divididas de ordem 3
para a fungao dada. Fazendo os cédlculos observamos que elas sdo em maodulo iguais a % Assim,

usando (|10.30)), segue que:
0.005

[Ro(45)] < |(45—4) (45 -5) (45— 6)| =5 .

Portanto: Rg(4.5) ~ 0.000625 ~ 6 x 10~%. Logo podemos dizer que o resultado acima, obtido para
f(4.5), possui 3 casas decimais corretas.

Exercicios

10.18 - Seja a funcgao tabelada:

x |-2 -1 1 2
fla)[ 0

a) Determinar o polinémio de interpola¢ao de Newton.

b) Calcular f(0.5).
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10.19 - Dada a funcgao tabelada:

z |0 1 15 25 30
f(@) 1.0 05 04 0286 0.25

a) Determinar o polinémio de interpola¢ao de Newton sobre 2 pontos (interpolagao linear).
a) Determinar o polindmio de interpolagao de Newton sobre 8 pontos (interpolagdo quadratica).

b) Calcular f(0.5), usando o item a) e o item b).

Lembre-se que o polinémio de Newton sobre 3 pontos é igual ao polinomio sobre 2 pontos adicionado
ao termo de ordem 2. Além disso, o ponto xy deve ser comum aos 2 polinomios. Portanto tome cuidado
ao escolher os pontos.

10.20 - Considerando a funcgdo f(x) = /x tabelada:

¢ [ 100 110 115 125 1.30
f(x) ]1.000 1.048 1.072 1.118 1.140

a) Determinar o valor aproximado de +/1.12 usando polinomio de interpola¢ao de Newton sobre
3 pontos.

b) Calcular um limitante superior para o erro.

10.21 - Sabendo-se que a equagdo x*+6x>—1 = 0 tem uma raiz em [0,1], determinar o valor aprozimado
dessa raiz usando polinomio de interpolagao de Newton sobre 3 pontos.

10.22 - Dada a tabela:

z ‘ 1 1.01 1.02 1.08 1.04 1.05
\/5‘1 1.005 1.01 1.0149 1.0198 1.0247

a) Calcular v/1.035 por meio de um polinémio de interpolagao de grau adequado.

b) Dar uma estimativa para o erro de truncamento.

10.7.5 Diferencas Ordinarias

Do mesmo modo que no caso de Lagrange, existe uma férmula mais simples para o polinémio de
interpolacao quando os argumentos x; sao igualmente espagados. Consideremos entao a construgao do
polinémio de interpolagao quando os argumentos x; sao igualmente espacados de, digamos, h # 0.

Para tanto, precisamos da nocao de diferenca ordinédria de uma funcao. Assim:

Defini¢ao 10.3 - Sejam zg,z1,...,Zn, n + 1 pontos distintos em [a,b] tais que x;v1 — x; = h,i =
0,1,...,n—1 e sejam fo, f1,..., fn,n + 1 valores de uma func¢do y = f(x) sobre x =z, k=0,...,n.
Define-se:

A (z) = fl(xn) ,

ATf(xp) = A" f(wp+h) — AT ()

(10.31)

onde A" f (x) € a diferenca ordindria de f(x) de ordem r em © = x.
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Assim, usando a definigio, temos:
Af () = fl=n)
Alf(zr) = A% (zi+h) — A% (z) = flae+h) — flzk) ,
Af(zr) = AMf(zi+h) — ALf(ap)
= A% (xp+2h) — A (zp+h) — AVf (zr+h) + A°f ()
= flze+2h) — 2 f(xzr+h) + flx),

Alf(zk) = flow+3h) — 3f(zk+2h) + 3f(wx+h) — f(z) .
arw) = (o) et = (] ) fer -0

+ ...+(—1)’“< : )f(xk) .

Portanto:

Entretanto, podemos calcular as diferencgas ordinarias de um funcao, de uma maneira mais simples,
através do

10.7.6 Calculo Sistematico das Diferencas Ordinarias

Para calcular as diferencas ordindrias de uma fungao f(x) sobre os pontos xg, x1, ..., Z,, (igualmente
espagados de h), construimos a
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Tabela das Diferencas Ordinarias

T f(z) Al A2

zo | Af (z0) = fo

Alf (w0) = AOf (z1) — AOf (o)

w1 | A% (z1) = fi A%f (z0) = Alf (z1) — AL f (w0)
AV (w2) = A% (z0) = AL f (21)

zy | AV (22) = f2 A% f (21) = Alf (w2) — A f (21)
Alf (w2) = A%f (z3) — A" (x2)

w3 | A%f (z3) = f3 A% f (x2) = Alf (z3) — A'f (22)

Alf (w3) = A%f (24) — A°f (23)

xy | A%f (x4) = f4

da seguinte maneira:

a) a primeira coluna é constituida dos pontos x;, i =0,1,...,n;

b) a segunda coluna contém os valoress de f(x) nos pontos x;, i =0,1,2,...,n;

¢) nas colunas 3,4,5,. .., estdao as diferencas ordindrias de ordem 1,2, 3,.... Cada uma dessas diferengas
é simplesmente a diferenca entre duas diferengas ordinarias consecutivas e de ordem imediatamente

inferior.

Exemplo 10.12 - Para a sequinte funcdo tabelada:

r |-2 -1 0 1 2
fl@)| -2 29 30 31 62

construir a tabela de diferencas ordindrias.

Solucao: Usando o esquema acima temos que:
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x| A°f (x) Alf () A?f (x,) A3 f (x) A (x)
2 2
29 — (—2) = 31
A 29 1—(—31) = —30
3020 =1 0 — (~30) = 30
0| 30 1-1=0 30— 30 = 0
31-30=1 31-1=230
1 31 31-1=30
62 —31 =31
2 62

Assim, o elemento 0, corresponde & diferenca ordinaria A2f (z;). Portanto usando a defini¢ao, se-
gue que: A2f (x1) = Alf(z2)—Alf(z1) e usando o item c) acima, temos que: A%f (r;) = 1-1 = 0.

Observagao: Como veremos adiante, os resultados a serem utilizados na construgao do polindémio de
interpolacao, para argumentos igualmente espacados de h, sao os primeiros valores em cada coluna de di-
ferencas embora tenhamos que construir toda a tabela pois, novamente, os valores nao sao independentes
uns dos outros.

A relagdo entre as diferengas divididas de ordem n de uma funcao e as diferengas ordindrias de f(x)
de ordem n num ponto xy é dada pelo seguinte:

Teorema 10.8 Se x, = xo+ kh ; k=0,1,...,n, entdo

A" f (o)
flxo,x1, ... ,xn] = e
Prova: (provaremos por indugao em n). Assim:

1) para n = 1. Temos por definigdo, que:

_ fz) = fwo)  flmot+h)— f(ze)  Al(x)
f [IO’Il] o 1 — 2o o h o h ’

desde que x1 = xg+ h , f(x1) = APf(21) e f(xg) = APf(xg).

2) Suponhamos vélido para n =k — 1.
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3) Provemos para n =k . Usando a definigdo e a seguir a hipGtese de indugao, obtemos:

flxo, @, ... 2] = f[xl’mz"”’xk;;k__fgo’xl’”"xk*l]
1 [ AR (@) AL (@)

= R | RFT(k—1)  RFT(k—1)1]

= g [N o+ h) — AR (ao)]
A*f (o)
Rk kD

Observe que as diferencas ordinarias de ordem n de um polinémio de grau n, P,(z) = a,z" ' +...+
a1z + ag sdo iguais a n! h™ - a,. As diferencas ordinérias de ordem maior que n sdo todas nulas.

10.7.7 Foérmula de Newton-Gregory

Assim, usando o Teorema 10.8 no Teorema 10.6, obtemos que o polinémio de interpolagao na forma
de Newton, para uma fun¢ao y = f(z) no intervalo [z, z,] pode ser escrito, no caso de argumentos x;
igualmente espagados de h, da seguinte maneira:
Af (x A%f (x
Pa(a) = f (@)t (2 —a0) 2HE) 1 (o —ag) (@ - 2y) 2SO
(10.32)

tot @ 0) (o= a1) e (@ — ) SO

Esta forma do polindémio de interpolacao é conhecida como férmula de Newton-Gregory.

Exemplo 10.13 - Dada a funcdo tabelada:

z | -1 0 1 2
f@ | 8 1 -1 0

determinar o polinomio de interpolagdo de Newton-Gregory.

Solucao: Temos:

9 = —1, f(zo) = 3,
Ty = 0 ) f(l']) = 1 ’
2 = 1, f(z2) = -1,

r3 = 2, f(zs) = 0, eportanton=3.
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Assim, devemos construir o polinémio:

Pale) = (o) + (o - ) BEE) 4 (o o) (o) S 0L

A? f (o)

+ (& —w0) (w —a) (v —22) =g

Construimos inicialmente a tabela de diferengas ordinarias. Assim:

x | f(x)
-1 3
-2
0 1 0
-2 3
1 -1 3
1
2 0
Logo:
Py(z) = 3+(x+1)(72)+(x+1)(x70)%+(x+1)(x70)(xfl)(—?
= 3—21‘—2+<1‘3—5L‘)%
N Pg(x):%g—gx—&—l.
Exercicios

10.23 - Considere a fung¢ao y = f(x) dada pela tabela:

z | -1 0 1 2
fx) | -2 0 2 4

Determinar o polinémio de interpolagao usando:

a) forma de Newton.
b) forma de Newton-Gregory.
10.24 - Dada a funcgao y = sen x tabelada:

z | 12 1.3 1.4 1.5
senx | 0.932  0.964  0.985  0.997

a) Calcular o polinémio de interpola¢ao de Newton.

b) Calcular o polinémio de interpolagao de Newton-Gregory.
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¢) Calcular sen 1.35.
d) Dar um limitante superior para o erro.

10.25 - Dada a tabela:

0 | 1
—1‘a5ﬂ

Calcular o, 8 e vy, sabendo-se que ela corresponde a um polinémio do 3egrau.
Sugestao: Construa a tabela de diferencas ordindrias.

10.26 - Dada a tabela:

z | -2 1 0 1
fx)] 15 0 -1 0

Calcular f(0.5) usando polinémio de interpolagdo sobre todos os pontos.

10.8 Exercicios Complementares

10.27 - Considere a funcao f(x) dada pela tabela:

« |0 1 2 3
f@) [0 0 0 0

e o polinémio dado por: P(x) = z(x — 1)(z — 2)(x — 3).
a) Verifique que: P(xy) = f(x), k=0,1,2,3.
b) P(z) é o polinomio interpolador da f(x) sobre os pontos 0, 1, 2 e 3¢ Justifique.

10.28 - Quando conhecemos os valores de uma fun¢ao y(x) e de sua derivada y’(x) em pontos dados,
isto €, dados:

(x07y0)a(xlayl)w'w(xn?yn) 5

(0, 50), (x1,91), -5 (Tns4n)
podemos montar um unico polinémio Pay,y1(x) de grau < 2n+ 1 tal que
Popii(z) =yi Poyq(zi)=vyi, i=0,1,...,n.
Sabendo que :
(zo,y0) = (0,0), (z1,11) = (1,1),

(xO,y(IJ) = (Ov 1)7 (xlayll) = (170) >
determine Ps(x) e Pj(x) tal que:
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10.29 - Mostre que a interpolagao de um polinomio de grau n por n+k pontos, k > 1, é exata.

10.30 - A raiz de uma fung¢do pode ser aproximada pela raiz do seu polinémio de interpolagdo. Use
uma pardbola para determinar a raiz da funcdo tabelada a sequir,

x| 1 2 3 4 5 6
f(z) ] 0841 0909 0141 —0.757 959 —0.279

10.31 - Use uma pardbola para determinar uma aprorimacdo para a Unica raiz positiva da equagao
4 cosz —e” =0.

10.32 - Se f(x) é um polinémio de grau 5, que caracteristica especial tem uma tabela de diferencgas
divididas desse polinémio sobre 10 pontos?

10.33 - Frequentemente acontece que valores tabelados de uma varidvel y dependente de uma varidvel
x sao dados, e pretendemos achar o valor de T da varidvel independente correspondente a um dado § da
varidvel dependente. Isto € conhecido como interpolagao inversa. A partir da tabela:

x| 05 0.7 1.0 1.2 15 16
flx) | —263 —257 200 -123 0.63 0.79

determinar a raiz de f(x) usando interpolagdo inversa sobre 3 pontos.

10.34 - Sabe-se que f(x) = 5x3 — 322 + 22 — 2 tem um zero no intervalo [0,1]. Usando interpolagdo
inversa sobre uma tabela de 3 pontos, determinar aproximadamente T correspondente a f(Z) = 0.

10.35 - Uma maneira de se calcular o valor da derivada de uma fun¢do em um ponto xg, quando nao
se conhece a expressao analitica da mesma, € usar uma tabela para formar um polinémio que aproxime a
funcao, derivar entao esse polinémio e avaliar sua derivada em x = xg. Dada a tabela:

x | 035 040 045 050 0.55 0.60 0.65
fl@) | —152 151 149 147 144 142 139

calcule um valor aproximado para f'(0.50) usando polinémio de interpolagao de grau 2.

10.36 - Deseja-se obter e* cosx, para x € [0,1.2], com duas casa decimais corretas, através de inter-
polacao linear usando uma tabela para argumentos x; igualmente espacados de h. Quantos valores deve
ter essa tabela?

10.37 - A funcao distribuicdo acumulada € definida por:

f2) = / ola) d com 6(0) = =

Para 0 < x < 1 as derivadas de f(x) sao limitadas como seque:
0<  f(x)<04,
0<  f"(zx)<05,
04< fiolx)<12.

Se f(x) € dada com 4 casas decimais para x =0, 0.1, ..., 0.9, 1.0, qual o grau minimo que deve ter
um polinémio interpolador se queremos 4 casas decimais precisas na aprozimacdo de f(x) para 0 < x < 19
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10.38 - Com que grau de precisdo podemos calcular e'®

10, 71 =20, 20 =30 ?

usando interpolagao sobre os pontos: xy =

10.39 - Com quantas casas decimais precisas podemos calcular cosh 0.68 usando interpola¢do linear na
tabela:

x ‘ 0.30 0.40 0.50 0.60 0.70
cosh x ‘ 1.0453 1.0811 1.1276 1.1855 1.2552
Lembre-se que : coshx = W.
10.40 - Dada a tabela:
x| 01 0.2 0.3 0.4 0.5
Inx ‘ —2.303 —1.609 —1.204 —0.916 —0.693

a) Estimar In(0.32) através de interpolacdo linear e quadrdtica.

b) Qual deve ser o valor de h, se queremos obter lnxz, com 3 casas decimais corretas, para x > 1,
através de interpolacdo linear usando uma tabela para argumentos x; igualmente espacados de h ?

10.41 - Considere as sequintes tabelas para uma mesma fungdo:

)y & | 0 11 26 34 45
Vi@ | -1 10 13 15 24

x| 0 11 26 34 45 58
fl@) | -1 10 13 15 24 34

a) Deseja-se obter o polindémio interpolador para a tabela i) e depois para a tabela ii), de modo
a fazer o menor nimero de operagées. Qual o método ideal? Justifique.

b) Calcule os polinémios interpoladores para as tabelas i) e ii) usando o método escolhido no
item a).

10.42 - Suspeita -se que a tabela:

z | -30 -20 -10 00 1.0 20
y | -90 00 10 00 30 16.0

representa wm polinémio cubico. Como testar esse fato? Explique.
10.43 - Considere os pontos igualmente espagados:
To, T1, T, T3, Tg; Tk =x9+kh, k=0,1,....4,
e as diferencas divididas de 1* ordem de uma fungdo f(x), sobre esses pontos, dadas por:

flxo,z1] = B, flr1,22] = B+ 2h,

flwa,as] = B44h, flos,aa]=F+6h; B#0.

Qual € o grau do polinémio interpolador ? Por que?
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10.44 - Seja f(xz,y) uma funcdo definida sobre os pares (z,y), com
T ST <xix1; Y <Y< Yjg1,

onde frs = f(zr,ys).

Jij+1 B fit1,54+1
Yjt+1
(z,y)
Yy
Jij fi+1,5
Yj A
xX; X Tit1

A fungdo f(x,y) pode ser aprozimada da seguinte maneira:
”Primeiro faz-se a interpolagdo linear através de f; ;j e fi11,; obtendo-se a aproximacdo fa e em se-

guida, através de f; j11 € fit1,j+1, obtendo-se a aproximacdo fg. Entdo interpola-se linearmente através
de fa e fp para obter a aproximacdo final f(x,y).”

a) Seja:
T—Zi | _ Yy

o = ] =
Tit+1l — T4 Yji+1 — Y5

Mostre que a formula resultante do processo acima € dada por:

flzyy) = (A—a)(1=0)fij+a(l=PB)fit;

+ (1 —a)Bfijs +aBfiz1je1-

b) Considere a tabela para f(x,y):

x| 75 100 125 150
y
125 89 90 91 93
65.0 72 78 82 87
81.5 5/ 68 72 79
100.0 | 35 55 6/ 70
120.5 | 13 45 51 61

Obtenha aprorimagao para f(110,98).
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10.9 Problemas Aplicados e Projetos

10.1 - O grdfico de uma funcao f € quase um segmento de pardbola atingindo seu extremo valor em um
intervalo (xo,x2). Os valores funcionais f; = f(x;), sdo conhecidos em abcissas equidistantes xg,x1, Ta.
O wvalor extremo € procurado.

a) Use interpolagdo quadrdtica para obter a coordenada x do extremo.

b) Os comprimentos dos dias em Lulea, na Suécia sdo dados por:

ldejunho : 20h 56min
16dejunho : 22h 24min
ldejulho : 22h 01lmin
16dejulho : 20h 44min

Use o resultado da parte a) para determinar qual é o dia mais longo em Lulea e qual € sua duragao.

c) Estime o erro cometido em b).

10.2 - Um projétil foi langcado de um ponto tomado como origem e fez-se as sequintes observagoes:

’y A

61 e~
s \\ \
/ \
4 / N
Vo // }
21 |
\w \
\

0 10 20 2

isto é:

i)  fotografou-se o projétil a 10 metros do ponto de lancamento e foi determinado sua altitude
no local: 6 metros.

i)  wma barreira a 20 metros do ponto de lan¢amento interceptou-o e ai foi determinada sua
altitude: 4 metros.
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Com esses 8 pontos € possivel interpolar a trajetoria do projétil. Comparando a equagdo tedrica da
trajetoria com a obtida pela interpolacao € possivel determinar os parametros de lancamento: o angulo
1 com a horizontal, e a velocidade inicial vy. Assim:

a) Determine o polinomio interpolador.

b) Determine 1) e vg sabendo que a equagdo da trajetdria é dada por:
2

tg 1 x
= x —_—
Y 9 2 gv% cos2 )’

onde g = 9.86m/s.
c) Calcule a altitude do projétil a 5 metros do ponto de langamento.

10.3 - Na tabela a sequir estd assinalado o posicionamento de um onibus, partindo do marco zero de
uma rodovia federal,

tempo(min) ‘ 60 80 100 120 140 160 180
posicao (Km) | 76 95 112 138 151 170 192

Pede - se os possiveis posicionamentos do onibus para os tempos de 95 min., 130 min. e 170 min.
Use reta e pardbola.

10.4 - Um paraquedista realizou seis saltos, saltando de alturas distintas em cada salto. Foi testada a
precisao de seus saltos em relagao a um alvo de raio de 5 metros de acordo com a altura. A distincia
apresentada na tabela a sequir é relativa d circunferéncia.

Altura(m) Dist. do alvo(m,)
1° salto 1500 35
2° salto 1250 25
3° salto 1000 15
4° salto 750 10
5° salto 500 7

Levando em consideracao os dados acima, a que provadvel distancia do alvo cairia o paraquedista se
ele saltasse de uma altura de 850 metros? Use reta e pardbola.

10.5 - Os resultados da densidade da dgua p em vdrias temperaturas estao contidos na tabela a sequir:

T‘ 0 ) 10 15 20 25 30 35 40
p ‘0.9999 0.9998 0.9997 0.9991 0.9982 0.9971 0.9957 0.9941 0.9902

Calcular :
a) p(13),
b) p(27),

usando pardbolas de 2° e 3° graus.

10.6 - Conhecendo-se o diametro e a resistividade de um fio cilindrico verificou-se a resisténcia do fio
de acordo com o comprimento. Os dados obtidos estao indicados a sequir:

Comp.(m) | 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000
Res.(Ohms) | 274 548 7.90 11.00 13.93 1643 20.24 23.52

Determine quais serdao as provdveis resisténcias deste fio para comprimentos de:
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a) 1750 m,
b) 3200 m,
usando pardbolas de 2° e 3° graus.

10.7 - Sendo 200 candelas a intensidade de uma lampada, foi calculada a iluminacao em casos de
incidéncia normal, sobre uma superficie situada a distancias conhecidas, quando para cada distancia foi
calculada a iluminacdo, conforme a tabela:

Dist.(metros) | 1.00 1.25 150 175 200 225 250
Tlum.(lux) | 20000 128.00 88.39  65.30 50.00 3950  32.00

Calcular a iluminacao, quando a superficie estiver situada a:
a) 1.60 m da lampada,
b) 2.838 m da ldmpada,
usando pardbolas de 2° e 3° graus.

10.8 - Um veiculo de fabricacdo nacional, apds vdrios testes, apresentou os resultados a sequir, quando
analisou-se o consumo de combustivel de acordo com a velocidade média imposta ao veiculo. Os testes
foram realizados em rodovia em operacao normal de trafego, numa distacia de 72Km.

Veloc.(Km/h) ‘ 55 70 85 100 115 130
Cons.(Km/l) | 1408 1356 1328 1227 11.30 10.40
Verificar o consumo aproximado para o caso de serem desenvolvidas as velocidades de:
a) 80 km/h,
b) 105 Km/h,

usando pardbolas de 2° e 3° graus.

10.9 - A lei de Ohm diz que:
E =RI,

onde E € a voltagem, I € a corrente e R a resisténcia, isto €, o grdfico de E x I é uma reta de coeficiente
angular R que passa pela origem. Varios tipos de resistores, entretanto, nao possuem essa propriedade
linear. Tal resistor é chamado de um resistor nao linear, ou um VARISTOR. Muitos tubos de vdcuo sdo
varistores. Geralmente, a relagcdo entre a corrente e a voltagem para um varistor pode ser aproximada
por um polinémio da forma:

I = qiE+aE*+ ...+ a,E" = ZaiEi+Pn(E).
=1

Considere agora um circuito consistindo de um resistor linear Ry e um varistor Ry, como na figura a
sequir:

R1 R2
Er - Es> .

:
:
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As equagdes para o circuito sao:

E = El + E2 )
e portanto,
n
Ry (Z aiE§> +FEy = E ou RP,(E))+Ey, = E.
i=1
Suponha que num certo experimento, os sequintes dados foram obtidos:

Ex(Volts) ‘0.0 0.5 1.0 1.5 20 2.5 3.0 35 4.0 4.5
I(Ampéres‘0.0 0.0125 0.06 0.195 0.5 1.0875 2.1 3.71 6.12 9.5625

a) Calcule a voltagem total E e a voltagem E; quando Es = 2.3 Volts e Ry = 10 Ohms, usando
polinomio de interpolagcao sobre todos os pontos.

b) Use interpolagao inversa de grau 2 para calcular a tensao no varistor quando Ey = 10 Volts e
R; = 100hms.

10.10 - Um foguete € lancado na direcao mostrada na figura:

Y

<Y

e as coordenadas T e y nos vdrios instantes de tempo t apos o langcamento, estao dados na tabela:

t x Y
(sequndos) ( mil pés) (mil pés)
0 0 0
100 80 300
200 200 700
300 380 1200
400 500 1000
500 550 600
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a) Calcule x(250),y(250) e y(x(250)), usando polindmio de interpolagio sobre todos os pontos.

b) Compare os valores de y(250) e y(2(250)). Os resultados sdo os mesmos? Deveriam ser?

Observe que se vocé estiver fazendo um programa para resolver este problema, no item a) vocé deverd
interpolar (t;, x;), (t;,y:) e (i, Y:), ou seja, existird trés polinémios interpoladores e apenas uma subrotina.

10.11 - A constante de equilibrio para aménia reagindo com gases de hidrogénio e nitrogénio depende
da propor¢ao molar de hidrogénio - nitrogénio, da pressao e da temperatura. Para uma propor¢dao molar
de hidrogénio - nitrogénio 3 para 1 a constante de equilibrio para uma faiza de pressoes e temperaturas é
dada por:

Pres. | 100 200 300 400
Temp.
400 0.0141 0.0159 0.0181 0.0207
450 0.0072 0.0080 0.0089 0.0103
500 0.0040 0.0044 0.0049 0.0054
550 0.0024 0.0026 0.0028 0.0031

Determinar a constante de equilibrio para:
a) 462° C e uma pressao de 217 atm,
b) 523° C e uma pressao de 338 atm.

usando interpolacao linear.

Observe que vale a mesma observacdo do problema anterior, ou seja, para cada item existird trés
polinomios interpoladores e apenas uma subrotina .

10.12 - A tabela a seguir relaciona a quantidade ideal de calorias em fun¢ao da idade e do peso, para
homens que possuem atividade fisica moderada e vivem a uma temperatura ambiente de 20° C.

idade | 25 45 65
peso
50 2500 2350 1900
60 2850 2700 2250
70 3200 3000 2750
80 3550 3350 2850

Usando interpolagao linear, determinar a cota aproximada de calorias para um homem
a) de 35 anos que pesa 62 quilos,
b de 50 anos que pesa 78 quilos.

Vale a mesma observacao do problema anterior.



Capitulo 11

Integracao Numérica

11.1 Introducao

Integrar numericamente uma fungdo y = f(z) num dado intervalo [a,d] é integrar um polindémio
P, (x) que aproxime f(x) no dado intervalo.

Em particular, se y = f(z) for dada por uma tabela ou, o que é o mesmo, por um conjunto de pares
ordenados (zo, f(z0)), (x1, f(21)), ..., (Zn, f(z,)) (onde os x; podem ser supostos em ordem crescente),
xo = a, Tp = b, podemos usar como polinémio de aproximagao para a fungao y = f(x) no intervalo [a, b]
0 seu polinémio de interpolagao.

Em particular, o polindémio de interpolagao para a fungéo y = f(x) no intervalo [a,b], a = 29, b =z,
é um polindomio de aproximacao para f(x) em qualquer sub-intervalo [z;,z;],0 <i < n,0 < j <n do in-

tervalo [a, b]. Podemos entéo usar o polinémio P, (x) para integrar f(z) em qualquer desses sub-intervalos.

As vantagens de se integrar um polinémio que aproxima y = f(x) ao invés de f(x) sdo principalmente
as seguintes:

a) f(x) pode ser uma funcdo de dificil integragdo ou de integragio praticamente impossivel, por

exemplo,
t
s
/ — .z ds
O (1 —st)’

enquanto que um polindmio é sempre de integracao imediata.

Wi

b) se conhece a solugao analitica do resultado da integral, mas seu calculo s6 pode ser obtido aproxi-
madamente, por exemplo:

/“E dt 1 } 22+ zv/2+1
e o
o 1+t 42 ng—x\/2+1

1
+ ——= |arctg + arctg

T T
2V2 V2 -z V24

321
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c) a fungao é dada simplesmente através de uma tabela-conjunto de pares ordenados obtidos como
resultados de experiéncias. Ai nao se conhece a expressao analitica da funcao em termos do argu-
mentos x.

As férmulas de integragéo sdo de manejo fécil e pratico e nos permite, quando a funcao f(x) é conhe-
cida, ter uma idéia do erro cometido na integragao numérica, como veremos mais adiante.

Consideraremos integrais da forma:
b
[ w@ i@,
a
onde w(z) > 0 e continua em [a, b].
A funcéo w(x) é chamada fungao peso e é igual a zero somente num nimero finito de pontos.
Usaremos Formulas de Quadratura para aproximar a integral.

Formulas de quadratura sao aquelas que aproximam a integral usando combinacao linear dos valores
da funcao, isto é:

b n
/ w(z)f(x)de ~ ZAkf(ack) .
@ k=0

Seja R(f) o erro, isto é:

b n
R(P) = [ wla)f@s =Y At @)
a k=0

Definicao 11.1 - O grau de precisao de uma formula de quadratura é por definigdo o maior inteiro
m tal que R (%) =0, k=0,1,....,m e R(z™') #0.

Observe que isto é equivalente a dizer que a formula de quadratura tem grau de precisao m se é exata
para todo polinémio de grau < m e é nao exata para polinémios de grau m + 1.

11.2 Formulas de quadratura interpolatoria

Sejam xg,x1,...,Z,, 7+ 1 pontos distintos em [a,b] e sejam fo, f1,..., fn, n + 1 valores de uma
funcdo y = f(x) sobre g, x1,...,Zp.

Seja P, (x) o polindémio de interpolagdo da funcdo y = f(x) sobre os n + 1 pontos. Pela férmula de
Lagrange, (Capitulo 10), temos que:

Pu(z) = Y fulr(z) .
k=0
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Agora, sabemos que:  f(z) ~ P,(z) e

erro na interpolagao.

Portanto, integrando a igualdade anterior de a até b, com fungdo peso w(x), segue que:

/abw(a:)Pn(x) do + /abw(x)Rn(x) iz

R(f)

/ @) () da

b n
/ w(@) 3 fubu(x) do+ R(F)
@ k=0

onde R(f) é o erro na integracao.

Logo: \ . .
[ @@ o = 3" p [ w@i do + R0, (11.1)
a k=0 a
ou: , .
[ vt do = 3" A (11.2)
@ k=0
onde:

b
A, = / w(x)ly(z) dz .

Portanto (11.2)) é uma férmula de quadratura interpolatéria e

é o resto.

Teorema 11.1 - A formula de quadratura € interpolatoria se e somente se o grau de precisao €
pelo menos n. (ou seja, se e somente se a formula € exata para todo polinémio de grau < mn).

Prova: A prova deste teorema pode ser encontrada, por exemplo, em [Krilov, 1962].
Esse teorema garante que: dados n + 1 pontos distintos, xg, x1, ..., Ty, se exigirmos que a férmula

seja exata para todo polinémio de grau < n entdo os coeficientes Ay sdo determinados completamente.
Isto é equivalente a dizer que a equagao:

b n
/ w(z) z' de = Z Apzl
a k=0

é satisfeita para ¢ =0,1,...,n e é nao satisfeita para ¢ =n + 1.
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Exemplo 11.1 - Seja [a,b] = [0,2] e sejam xg = 0,21 =1, ¢ 9 = %
a) Determinar formula de quadratura que seja exata para todo polinémio de grau < 2.

b) Usando a férmula obtida em a) calcular:

/02 (2 —2) dz .

Solugao: Dado os pontos g, x1, 22 exigimos que a férmula seja exata para f(x) = 1; f(x) =z; f(x) =
22. Consideremos, por simplicidade, mas sem perda de generalidade, w(x) = 1. Portanto:

2
/d.’E = A()+A1+A2:2,
0

2
3
/l‘dl‘ = A0-0+A1-1+A2'§:2,
0
z 9 8
J}d.’L‘ = A0-0—|—A1'1—|—A2-*=*,
; 173

onde os valores: 2, 2, % sdo o resultado da integral de 0 a 2 de 1, x, x2, respectivamente. Assim, temos
obtido um sistema linear de 3 equacoes a 3 incégnitas. Resolvendo o sistema resultante, obtemos:

Av=g:4i=3; A=}

Portanto, temos uma férmula para integrar uma fungao f(x), no intervalo [0, 2], isto é:
2 4 2 8
f(z)dz = §f(950) + gf(xl) + §f(992) ;
0
que é uma férmula de quadratura interpolatéria.

b) Temos que: f(z)=22—-2, 20=0, 21 =1, 25 = % Assim:

fle) =2, fl)=-1, fm)=1

Portanto, usando a férmula obtida no item a), temos que:

[emumion-ionsi()=4 =4

e resolvendo a integral, via calculo, obtemos:
2 3 2
8 4
/(1’22)d:cx2x} =——4=——.
0 3 0 3

Observe que podemos obter uma férmula de quadratura, usando o método descrito acima. Entretanto,
obter férmulas assim é um tanto trabalhoso, pois se mudarmos os limites de integracao e (ou ) os pontos,
todos os calculos devem ser refeitos. Seria interessante obtermos férmulas que ndo dependessem nem dos
pontos nem dos limites de integracao. Esse objetivo serd alcancado com as
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11.2.1 Fo6rmulas de Newton-Cotes

Estudaremos aqui Férmulas de Newton-Cotes do tipo fechado. Tais férmulas sao aquelas em
que a e b sao pontos da férmula de quadratura, isto é: a = g e b = x,; os argumentos xj, sao igualmente
espagados de uma quantidade fixa h, isto é, xxy1 —ap = h, k =0,1,...,n — 1, a fungdo peso, w(x), é
constante e igual a 1, e o intervalo de integragao é finito.

Seja y = f(x) uma fungao cujos valores f(xg, f(z1),..., f(z,) sdo conhecidos (por exemplo, por meio
de uma tabela). De (11.2]), temos que:

@ = [ ) dr = zn:fk " (@) da.
J /. »y

0

~ . . T—z
Supondo entao os argumentos x; igualmente espacados de h e considerando u = TO; temos que:

dr=hdu equando z=z9 — u=0,
r=xz, — u=n.

Logo:

Inf(x)dm% Y fr h ! i (u) du.
[, s =g

onde os A sao os polinémios usados na féormula de Lagrange para argumentos igualmente espagados.
Fazendo:

/On Ae(u) du = CF (11.3)

obtemos:
/ f@)de = " fuh C} . (11.4)
To k=0

Observe que a férmula (11.4)) independe dos limites de integragdo. Trataremos de obter, agora, algu-
mas férmulas de Newton-Cotes. Mais adiante analisaremos o termo do resto.

1le Caso: Consideremos n = 1; isto é, queremos obter uma férmula para integrar f(x) entre dois
pontos consecutivos zy e z1, usando polindémio do primeiro grau. Temos, em vista de (|11.4), que:

x1 1
/ fe)de = 3" fi b Cy (11.5)
o k=0

onde, de ([L1.3)),

1 1 1
u—1 1
C’é = -/0 )\O(u)du = /O 01 du = /0 (1 — u)du = 5 R

1 1
) 1
ol o= Mawde = | Y du = = |
Hoe ] = g =
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Portanto, substituindo C§ e C{ em (11.5)), obtemos:

| s {50 + ]

ou

[f (o) + f(x1)] , (11.6)

|

L m F@) dz =

que é uma férmula de Newton-Cotes, conhecida como Regra do Trapézio.

Observe que: se o intervalo [a,b] é pequeno a aproximagio é razoavel; mas se [a,b] é grande o erro
também pode ser grande. Na figura a seguir, a drea hachurada é o erro cometido ao calcularmos a integral

de a até b, usando (11.6]).

f(x)

\

a= xo b= z1 x

Assim, se o intervalo de integragdo é grande podemos dividir o intervalo [a,b] em N sub-intervalos

de amplitude h = b—a ge tal forma que £y = a; zy = b e em cada sub-intervalo [z;,z,41], J =
0,1,...,N — 1, aplicar a Regra do Trapézio. O erro agora é a soma das dreas entre a curva e as retas,
como mostrado na figura a seguir:

f(x)

prd T

a= xo T To r3= b T
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Observe ainda que, quando h — 0, estaremos tendendo ao resultado exato da integral pois o erro
estard tendendo a zero, como pode ser visto na seguinte figura:

f(x)

a= Ty X1 X2 ... Tn1 Tn= 0 x

Assim, utilizando o que foi descrito, obtemos:

/;N f(@)dz /x f(z)dz + /z fla)dx

+ —I—/: f(z)dz

N-—1

12

Do) + Pl + S @) + F()

+ ...+g[f(xN71) + fzn)] -

Na expressao acima vemos que com excecao da f calculada nos pontos xy e xpy, todas as demais
aparecem duas vezes. Portanto, podemos escrever:

TN h
/ fl@)de = 5 [f (z0) +2(f (w1) + f(z2) + ...+ f(anv-1)) + f(@n)] (11.7)
To
e assim obtemos a Regra do Trapézio Generalizada. Na pratica, sé utilizamos esta regra.

Exemplo 11.2 - Calcular, usando a regra do trapézio,

1.2
/ e® cos x dx .
0

Solugao: Temos que:

Zo T T2 X3 Ty Is Tg

X 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2
e” 1 | 1.221 | 1.492 | 1.822 | 2.226 | 2.718 | 3.320
cos T 1 ] 0.980 | 0.921 | 0.825 | 0.697 | 0.540 | 0.362
e® cos x | 1 | 1.197 | 1.374 | 1.503 | 1.552 | 1.468 | 1.202
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Aplicando, (11.7)), obtemos:

1.2
/ e cos xdx =
0
2

= 20142 (1.197 4 1.374 + 1.503 + 1.552 4 1.468) + 1.202)]

[f(zo) +2(f (1) + ... + f(25)) + f (26)]

oS N>

|

= 0.1[1 + 2(7.094) + 1.202]

= 0.1]1+14.188 +1.202] = 0.1[16.39] = 1.639.

Exercicios

11.1 - Aplicar a regra do trapézio para calcular:
1.30

/ Vz do
1.00

utilizando os dados da tabela a sequir:

x ‘ 1.00 1.05 1.10 1.15 1.20 1.25 1.30
\/5‘1,0000 1.0247 1.0488 1.0728 1.0954 1.1180 1.1401 °

11.2 - Calcular:
0.8
/ cos = dx ,
0

pela regra do trapézio, com h = 0.4, 0.2, e 0.1, sabendo que:

z ‘0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8
cosa:‘] 0.995 0.980 0.955 0.921 0.877 0.825 0.764 0.696

11.3 - Usando a regra do trapézio sobre 5 pontos, calcular:
1.6
/ sen x dx .
1.2

z | 1.2 1.3 1.4 1.5 1.6
sen x| 0.93204 0.96356 0.98545 0.99749 0.99957

Sabe-se que:

11.4 - Dada a tabela:

z |0 02 04 06 08
e |1 1.22 149 1.82 2.22

0.8
/ x e’ dr
0

pela regra do trapézio usando todos os pontos.

calcular:
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11.5 - Provar que: C}} = C)'_,.

n

Sugestao: Faca uma mudanga de varidvel.

2¢ caso: Consideremos n = 2; isto é, queremos obter uma férmula para integrar f(x) entre trés
pontos consecutivos xg, 1 € x2 usando polindmio do 2¢ grau. Temos, de (11.4)), que:

o 2
[ s@de =3 nonct, (11.8)
o k=0

onde, de (I13),

C

o
Il
c\

[\
>~
IS
&
QU
N
I
c\
[\
=R
[ ]
| =
S— [ N—
—|
ol
(.
N Do
Q
<

e pelo exercicio 11.5 temos que: C3 = C3 = %

Substituindo os valores de CZ, k =0,1,2 em (11.8)), obtemos:

[ e = |3 o)+ g )+ g )]

ou

[ rwin = S1 )+ 4f o)+ 5 @) (11.9)

que é uma féormula de Newton-Cotes, conhecida como Regra % de Simpson.

De maneira analoga a regra do trapézio, a generalizacao da regra % de Simpson para integracao ao
longo de um intervalo [a, b], é feita dividindo-se [a, b] num nimero par 2N de sub-intervalos de amplitude

h = bQ?Va de tal forma que o = a, xony = b. Note que o numero de subdivisdes deve ser multiplo de

2, pois precisamos de dois subintervalos (e portanto de trés pontos) para aplicar uma vez a regra ((11.9)).

Temos entao:
[ o = [ Ctwde [ @

+ .+ /IEQN f(z)dx .

2N -2
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Usando a regra % de Simpson ao longo do intervalo [z;,z,12],7 =0,2,...,2N — 2, temos:

/fsz f(z) dz

Zo

P (20) + 4f (21) + f (22)]

1

3
h
3 [f (w2) +4f (x3) + f(z4)]

n +§ [f (2n—2) + 4F (xan—1) + f (228)] -

Na expressao acima vemos que com excecao da f calculada nos pontos xg e xon, as f calculadas nos
pontos extremos do intervalo de integragao aparecem duas vezes. Portanto, podemos escrever:

/%N fl@)dx ~ g [f (o) +4f (1) + 2f (x2) + 2f (z2) + 4f (z3) + 2f (24)

(11.10)
+ ... +2f (szfz) +4f (1'2N71) +f (‘TZN) ] s

e assim obtemos a Regra % de Simpson Generalizada. Novamente, na pratica, sé utilizamos esta

regra.

Exemplo 11.3 - Usando a regra % de Simpson, calcular a integral do exemplo 11.2.

Solugao: Temos, usando (11.11f), que:

1.2
/ e’ cos xdx =
0

+ 2f (z4) +4f (x5) + f (v6) ]

w| =

[f (zo) +4f (x1) +2f (x2) + 4 (x3)

0.2
= 5 [1+4(1.197 + 1.503 + 1.468) +

+ 2(1.374 4 1.552) + 1.202 ]

0.2
= 5 [1+4(4168) +2(2.926) + 1.202)

0.2
= 5 (1416672 +5.852 +1.202

2
= 0?[24.726] = 1.6484 .

Exercicios

11.6 - Resolver os exercicios 11.1, 11.2, 11.83 e 11.4 usando a Regra %; de Simpson.
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11.7 - A wvelocidade v de um foguete langado do chdo verticalmente (para cima, € claro) foi tabelada
como se segue:

t(seg) |0 5 10 15 20
v(pés/seg) | 0 60.6 180.1 341.6 528. 4

Usando a regra % de Simpson calcular a altura do foguete apds 20 segundos.

11.8 - Usando a regra % de Simpson, calcular:

1.6
/ In x dx .
1.0

z |10 11 12 13 14 1.5 16
Imna| 0 0.095 0182 0.262 0.336 0405 0470

Sabe-se que:

3e Caso: Consideremos n = 3, isto é, queremos obter uma férmula para integrar f(x) entre 4 pontos
consecutivos zg, T1, 2, 3, usando polinémio do 3¢ grau. Temos, em vista de (11.4)), que:

x3 3
/ fl@)dz ~ > fi h CF, (11.11)
Zo k=0

onde, de (TL3),

3 3 —1D(u—2)(u—
cs = /O)\O(u)du :/0 (u 1)( 2)(u=3) du

I 3
= 77/ (u376u2+11u76) du = -,
6 Jo 8

B 3 B 5 u(u—2)(u—3)
I A A = T

1 3
0

9
2 8"

Pelo exercicio 11.5, temos que: C3 = Cp = %; C3=0C% = %

Assim, substituindo os valores de C3, k =0,1,2,3, em (11.11)), obtemos:

7t de = | $r ) G ) )+ )|

ou

[ @) e = 200 o) +3(7 0) + S @)+ S )] (11.12)

que é uma féormula de Newton-Cotes conhecida como Regra % de Simpson.
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Para generalizar a regra % de Simpson devemos dividir o intervalo [a,b] em um numero de sub-
b—a
3N

intervalos de amplitude h = de tal forma que zg = a, 3y = b. Note que o niimero de subdivisoes

deve ser miltiplo de 3, pois precisamos de trés subintervalos (e portanto de quatro pontos) para aplicar

uma vez a regra (|11.12). Temos entao:

/x :w f(z) da /w f(z) dz + /z f(z) da

+ ... —&-/:w f(z) dz

3N -3

Usando a regra % de Simpson ao longo do intervalo [z;,z43] , j=0,3,6,...,3N — 3, obtemos:

T
&
z
K.\_'
—~
&
joH
5
1

gh [f (o) +3(f (z1) + f)az)) + f (a3)]

+ gh [f (x3) + 3 (fa) + f (5) ) + f ()]

£ SRIF (o) 3 ((wan-2) + f (ean 1)) + f (aw)] -

Novamente, na expressao acima vemos que com excecao da f calculada nos pontos xg e x3y, as demais
calculadas nos pontos extremos do intervalo de integragao aparecem duas vezes. Portanto, podemos
escrever:

S
g
E
~
—
8
S~—
I
8
12

Sh1S (o) +3(7 (1) +  (22)) +2 (2s) +
+ 3(f(za)+ f(ms))+2f (x6) +...... (11.13)
+  2f (xan—3) +3(f (w3n—2) + f(w3n—1)) + [ (z3n) ] -

e assim obtemos a Regra % de Simpson Generalizada. Novamente, na pratica, sé utilizamos esta
regra.

Exemplo 11.4 - Usando a regra % de Simpson, calcular a integral do exemplo 11.2.
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Solugao: Usando (11.13), temos que:
1.2
[ e cos ade = SHUT@0) + 30 o0) + £ 2) +2f ()
+ 3(f (wa) + [ (25)) + f (26) ]
0.6
= 5 [1+3(1.197 + 1.374) + 2(1.503)

+  3(1.552 + 1.468) + 1.202 |
0.6
= 5 [143(2571) +3.006 + 3(3.020) + 1.202]

0.6
= g (17713 + 3.006 +9.060 + 1.202

0.6
= 5 [21.981] = 1.648575 .

Observagoes:

1) De maneira semelhante ao descrito nesta se¢do, podemos obter outras férmulas de Newton-Cotes do
tipo fechado. Para tanto, basta irmos aumentando o grau do polinomio de interpolacao. Entretanto,
na pratica, as formulas mais usadas sao a regra do Trapézio e as de Simpson, pois quando h — 0,
todas tendem ao resultado exato da integral.

2) Calculando diretamente a integral, obtemos:

1.2

= o
e’ cos ¢ dx = ?(sen x + cos x) ,
0 0

e usando 6 casas decimais, (trabalhando com arredondamento), segue que o resultado da integral é
1.6487747. Assim, se compararmos os resultados obtidos nos exemplos anteriores vemos que temos
uma casa decimal precisa quando utilizamos a regra do trapézio e trés casas decimais precisas nas
regras de Simpson. Veremos a seguir, quando estudarmos o termo do resto para as férmulas de
Newton-Cotes, que ambas as regras de Simpson possuem a mesma ordem de convergéncia e portanto
tanto faz utilizar uma como a outra que teremos o resultado da integral com o mesmo numero de
casas decimais corretas. Uma pergunta que surge naturalmente é: porqué entao duas regras? A
resposta esta no fato que a aplicacao das regras dependem das subdivisoes dos intervalos. Note que
na pratica podemos utilizar as duas regras de Simpson para resolver uma integral, como é mostrado
no exemplo a seguir.

Exemplo 11.5 - Usando a regra de Simpson, calcular a integral de 0 a 1.0 da func¢do dada no exemplo
11.2.

Solucgao: Observe que neste caso nao podemos utilizar apenas uma das regras de Simpson para resolver
a integral, visto que o nimero de pontos, para ambas, nao é adequado . Podemos entretanto utilizar a
regra % de Simpson para integrar de 0 a 0.4 e a regra % para integrar de 0.4 a 1.0 ou entao utilizar a
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regra 3 de Simpson no intervalo [0,0.6] e a regra % de Simpson no intervalo [0.6,1.0]. Consideremos a
primeira possiblidade. Temos entao:

1.0
/ e® cos x dx
0

I

Sh LT (@) + 45 (o) + £ (22) ]
b SRLS (e2) + 307 (@) + £ (@) + 1 (25)]

0.2
= 3 [1+4(1.197) 4+ 1.374 ]

0.6

+ g (13744 3(1503 4 1.552) + 1.468]
0.2

= & [1+4788+1374)

0.6
+ g [1374+9.165 + 1468

2 .
= %(7.162) + %(12.007)

= 0.477467 4 0.900525 = 1.377992 .

Observe que nao podemos aplicar as regras de Simpson com a regra do trapézio, pois esta tltima
possui ordem de convergéncia menor, como veremos na préxima secao.

Exercicios

11.9 - Resolver os ezercicios 11.1 e 11.8 usando a regra % de Simpson.

0.6
/ cosx dx ,
0

pela regra % de Simpson; com h = 0.1. Use a tabela do exercicio 11.2.

11.10 - Calcular:

11.11 - Usando a regra % de Simpson e h = 0.6, 0.2, calcular :

1.2
/ e ¥ sen x dx .
0

z 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2
e”® | 1.000 0.819 0.670 0.548 0.449 0.8367 0.501
sen x 0 0.198 0.5398 0.565 0.717 0.841 0.952

Sabe-se que:




CAPITULO 11. INTEGRACAO NUMERICA 335

11.2.2 Erro nas Formulas de Newton-Cotes

Estudaremos nesta segao o termo do resto ou o erro que cometemos ao aproximar o valor de uma
integral usando as férmulas de Newton-Cotes do tipo fechado, isto é, estudaremos o termo R(f) dado em
. Para tanto enunciaremos dois teoremas, cujas demonstragoes aqui omitidas, podem ser encontra-
das, por exemplo em [Jennings, 19..], e cujos resultados sao extremamente importantes.

Teorema 11.2 - Se os pontos x; = xo + jh, j = 0,1,...,n dividem [a,b] em um nimero impar de
intervalos iguais e f(x) tem derivada de ordem (n+1) continua em [a,b], entdo a expressao do erro para
as formulas de Newton-Cotes do tipo fechado, com n impar, € dada por:

h71+2f(n+1) (f) n
R() = /O wu—1). . (u—n) du,
para algum ponto & € |a,b].
Teorema 11.3 - Se os pontos ©; = xzo + jh, j = 0,1,...,n dividem [a,b] em um nidmero par de

intervalos iguais e f(x) tem derivada de ordem (n+2) continua em [a,b], entdo a expressao do erro para
as formulas de Newton-Cotes do tipo fechado, com n par, é dada por:

- h7z+3f(n+2) (§> n n
R(f) = ECEDE /0 (u—g) uw(u—1)...(u—n) du,
para algum ponto £ € [a,b].

Assim, o erro da férmula trapezoidal sobre o intervalo [z, z1] é obtido do Teorema 11.2, colocando
n=1, isto é:

3 £n 1
R = L )

B th//(g) 1 u27u y
e S

2!

- e

Portanto o erro, ao aplicarmos uma vez a regra do trapézio, é dado por:

3 g1
R(f) = — %2(5) , o oxo < & <. (11.14)

Assim, podemos escrever:

1 3
/ f(l')d(ﬂ = g [h(x(])+f($1)] — %f”(ﬁ) 3 {IT()<£<£C1 .
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O erro na férmula do trapézio generalizada é obtido adicionando-se N erros da forma ((11.14)); onde

_b—a .
N = h . Logo:

/m F)de = [f (o) +2(f @)+ ...t f @ns)) + f (on)]

Zo

- NT;LSJC”(@ , To<&<aNn
= Do)t 2( @) 4 f o)+ f ()]
(b~ a)

B REF7(E), zo<E<aN .

Observe que o termo do resto nao deve, na pratica, ser subtraido do resultado aproximado, obtido
pela aplicacao da regra do trapézio, visto que nunca conseguiriamos o resultado exato, pois o ponto £ que
fornece a igualdade, existe e é inico mas nao temos como determind-lo. Assim a aplicagdo da férmula do
termo do resto é tutil quando queremos o resultado com uma precisdo pré-fixada, como mostraremos no
exemplo a seguir.

Exemplo 11.6 - Determinar o menor nimero de intervalos em que podemos dividir [0,1.2] para obter:

1.2
/ e® cos x dr ,
0

pela regra do trapézio com trés casas decimais precisas.

Solugao: Como queremos determinar o menor numero de intervalos, devemos usar a expressao do erro
para a férmula do trapézio generalizada. Assim:

3
R() = S ), wo <€ <,

NhR?
—_— max
12 o0<t<1.2

= [R(f)| < PG (11.15)

desde que nao podemos determinar f”(£). Devemos entao calcular a derivada segunda da f e avaliar seu
valor méximo no intervalo [0,1.2]. Temos:

f@t) = e cost , f(t)=e"(cos t—sent),
f’(t) = e'(cos t —sent) —e'(sen t + cos t)

= f'(t) = —2¢e sent.
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Portanto:
" = 1.2)] = 2(3.32 .932) = 6.188 .
Jmax [7'(0] = 1£(12)] = 2(3.320)(0.982) = 6.188
ubstituindo o valor méximo da derivada segunda em .15)), lembrando que = =24 =
Substituind lor méximo da derivada segund (11.15), lembrand h b
1.2N_ 0 _ Lj\%, e impondo que o erro seja < 0.5 x 1072, pois queremos o resultado com trés casas

decimais corretas, obtemos:
2
R(f) < L2J0(6.188) < 05 x 1073
= h? < 0.0000808

= h < 0.02842 .

Observe que devemos escolher o maior h, que seja < 0.02842, mas que divida exatamente o intervalo

[0,1.2]. Assim, escolhemos h = 0.025, e usando o fato que N = b ; @ obtemos que Nyin = 48. Assim

e . L 1.2
devemos dividir o intervalo [0,1.2] em 48 sub-intervalos iguais para obter fo e” cos = dx pela regra do
trapézio com trés casas decimais precisas. Compare com as regras de Simpson, onde a mesma precisao é
obtida com um ndmero muito menor de subintervalos.

Para obtermos o erro na férmula % de Simpson, sobre o intervalo [zg, 23], substituimos n por 2 no
Teorema 11.3. Assim:

5 ¢(IV) 2
A = LS [ et - (-2
_ % /02 (u* — 4® + 5u” — 2u) du

RPN (_ 4 )
n 4! 15) °

Portanto o erro, ao aplicarmos uma vez a regra % de Simpson, é dado por:

5
R(f) = - % FIVNE , mo<E<as. (11.16)

Entao, podemos escrever:

To 5
[ e =5 17 o)+ 47 o)+ £ (@) = oIV, 00 <€ <2
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O erro na férmula % de Simpson generalizada é obtida adicionando-se N erros da forma (|11.16[) onde

N = beha. Assim:

w| =

/ Fa)de = 1 (00) +Af (01) + 2f (2)

+ o+ 2f (ron—2) +4f (wan—1) + f (w2n) ]

[

Nh?

o0 FIVIE) 20 < € < TN

w| =

[ f(20) +4f (21) +2f (22)

+ o+ 2f (von—2) +4f (wan—1) + f (w2n) ]

Y
- % FIVIE) Jmo < € < 2an.

Deixamos como exercicio verificar que a expressao do erro para a regra % de Simpson, e para regra %

de Simpson generalizada, sao dadas, respectivamente, por: é dada por:

R(f) = —%th(IV)(f) , wo<{<ug,
b—a)h*
%f(lv)(f),$o<§<$3zv7
_(b—a)
desde que N = 3

Observagoes:

1) Pelas expressoes do erro, vemos que as férmulas de Simpson sdo da ordem de h*, em simbolo, O(h*),
enquanto que a regra do trapézio é da O(h?). Assim, as regras de Simpsom possuem a mesma ordem
de convergéncia, portanto ambas convergem para o resultado exato com a mesma velocidade. Para
exemplificar o significado da importancia da ordem de convergéncia, consideremos que a aplicagao
das regras de Simpson com um determinado h fornecem o resultado com um erro inferior a 1073,
A aplicacdo da mesma regra com h = 1% fornecer o resultado com erro inferior a 10~7. Por outro
lado se o resultado da aplicacdo da regra do trapézio tiver erro inferior a 10~!, com um determinado
h, entdao o erro sera inferior a 1073 com h = b portanto quando h — 0, as regras de Simpson
convergem mais rapidamente para o resultado exato da integral.

2) Apesar da férmula % de Simpson ter sido obtida aproximando-se a funcao por polindmio de grau 2,
ela é exata também para polindomios de grau 3, visto que na férmula do erro aparece a derivada
quarta da fungdo f. Pode ser demonstrado que se n é par entao as férmulas de Newton-Cotes do
tipo fechado tém grau de precisao n + 1.

3) Para obter o resultado de uma integral com uma determinada precisdo, podemos utilizar a férmula
do erro, impondo que a mesma, em médulo, seja inferior a 0.5 x 107*, onde k é o ntimero de casas
decimais corretas que desejamos no resultado, e assim obter o niimero de intervalos necessérios, (ver
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exemplo 11,5), ou ir aumentando o nimero de pontos e comparando dois resultados consecutivos,
até obter a precisao desejada, como é mostrado no exemplo a seguir. Na pratica usamos esta
segunda possiblidade.

Exemplo 11.7 - Usando a regra % de Sitmpson, obter a integral do exemplo 11.2, com 2 casas decimais
corretas.

Solugao: Inicialmente calculamos a integral usando apenas 3 pontos. Assim:
1.2 1
/ e” cos x dx gh[f(0)+4f (0.6) + f(1.2) ]
0
1
= 5(0.6)(1 +4(1.503) + 1.202)

= 1.6428 = I,

Agora calculamos a integral com 5 pontos. Assim:
1.2 1
/ e’ cos v dr = §h [f(0)+4f(0.3)+2f(0.6) +4f(0.9) + (1.2) ]
0
1
= 5(0.3)(1 +4(1.289) + 2(1.503) + 4(1.530) + 1.202)

= 1.6464 = I;

desde que f(0.3) = 1.289 e £(0.9) = 1.530. Comparando I5 = 1.6464 com I3 = 1.6428 vemos que as duas
primeiras casas decimais permanecem inalteradas. Portanto o valor da integral com duas casas decimais
corretas é 1.64.

Observe que o exemplo dado ilustra o procedimento a ser adotado, no computador devemos tomar
h — 0, isto é: h =0.1,0.01,... e ir comparando os resultados.

Exercicios

11.12 - Determine h de modo que a regra do trapézio forneca o valor de:
1 2
I = / e ¥ dx,
0

11.13 - Achar o numero minimo de intervalos que se pode usar para, utilizando a regra %; de Simpson,

obter
/2
/ e " cos xdx
0

com erro inferior a 0.5 x 1076,

com 4 casas decimais corretas.
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11.14 - Determinar h de modo que a regra % de Simpson forneca o valor de

0.8
/ sen r dx ,
0.2

com erro inferior ¢ 0.5 x 1073,

11.3 Polinémios Ortogonais

Ao lado das férmulas de Newton-Cotes para integragao numeérica, as férmulas de quadratura de
Gauss, a serem definidas mais adiante, se destacam por fornecerem resultados altamente precisos. Tais
férmulas, baseiam-se em propriedades de polindémios ortogonais os quais passamos a estudar agora. (Para
melhor entendimento das propriedades reveja os conceitos de base ortogonal, mudanca de base e produto
escalar, dados no Capitulo 1).

Sejam ¢o(z), d1(x), p2(x),. .., uma familia de polinémios de graus 0,1,2,.. ..
Se:
(¢l(x)7¢3(z)) =20 , para Z%]a
e (11.17)
(¢i(z),di(x)) # 0 , para ¢ #0,

entdo os polinémios ¢g(x), ¢1(x), p2(x), ... se dizem ortogonais.

Neste estudo, estamos considerando o produto escalar:
b
(F.9) = [ wlo) 1(@) g(o) do | (11.18)

com w(z) > 0e continua em [a,b], onde w(x) é a fungdo peso.

Os polindémios ¢;(), i = 0,1,2,..., podem ser obtidos pela ortogonalizagao da sequéncia {1,z,z2,...}
(usando o processo de ortogonaliza¢do de Gram-Schmidt (Capitulo 1)) ou, através do seguinte:

Teorema 11.4 - Sejam os polinémios ¢o(x), ¢1(x), pa(x), ..., de graus 0,1,2, ..., definidos por:

¢0($) =1,

A FUNY) FYUNTTT €T = T — (
e A (O ) MAL A S (11.19)

e, parak=1,23,...,

dri1(x) = = op(x) —apdr(z) — Br dr-1(x) ,

onde:

(z dr(x), dr(x)) B = (on(x), or(x))
(Pr(2), Pr(x)) 7 (Pr—1(2), pr—1(x))
Os polinémios ¢o(x), p1(x), p2(x), ..., assim definidos, sio dois a dois ortogonais, isto €, satisfazem

.

aE =
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Prova: Faremos a prova por indugao.

a) Inicialmente, temos que: ¢1(x) e ¢g(z) sdo ortogonais. De fato:

(61(x), do(@)) = <m— @) 1,1> _

(z,1) — ETB (1,1) = 0.

b) Supondo (¢;(x),¢;(x)) =0, para i # j, i,j =0,1,..., k.
c) Provemos que (¢p41(x),¢;(z)) =0, 7=0,1,....k.
Dividiremos a prova em trés partes.

c.1) Consideremos inicialmente j = k. Temos entao:

(Pr11(2), d(x)) = (2n(x) — ardr(z) — Bedr-1(x), dr(x))
= (20k(2), o1 (2)) = ok (Pr(2), Ok (2)) = By (D11 (2), D1 (7))

= (@onlo), dulw) - LA (6, ) 6,(2)) = 0.

desde que, pela hipétese de inducio, ¢y_1(z) e ¢p(x) sio ortogonais, e onde substitufmos ay, pelo
valor dado no teorema.
c.2) Paraj=Fk— 1, temos:
(rr1(2), Pe-1(2)) = (2¢k(2) — ki (x) — Brdr-1(2), br—1())
= (20n(2), dr-1(2)) — o (D1 (2), Pr-1(x)) — Br (Pr-1(x), pr—1())
= (¢n(@),20r-1(2)) = Br (dr-1(2), pr—1(2)) ,

desde que estamos utilizando o produto escalar definido por (11.18)), e novamente aplicamos a
hipétese de indugao.

Mas,
(Pr(2), 2dp-1(2)) = (Ir(x), dr(x)) -
De fato, usando 7 temos, para k = 1, que:

(¢1(2), 2¢0(z)) = (¢1(2), )

(wo0(2).00(x)) (.
R )
= (@@ ai(a) + LRELMED (4 0), o(a)

(¢1(2), p1(z)),



CAPITULO 11. INTEGRACAO NUMERICA 342

desde que ¢;(x) e ¢o(x) sdo ortogonais; e, para k > 1,

(r(x),2dp-1(z)) = (Px(), Pk (T) + k—10k-1(7) + Br—19x—2())
(¢n(x), dr(x)) -

desde que pela hipétese de indugdo ¢r_1(x) e ¢r_2(x) sdo ortogonais. Entao, finalmente, temos:
(Pr+1(z), Pp—1(2)) = (dr(@), 9k(x)) — Br (Pr—1(2), pr-1(x)) =0,

desde que

B, = (¢r(7) — dr(x)) '
Pr—1(x), pr—1(z))

c.3) Vamos considerar agora j = k—2,k—3,...,1,0 . Assim:
(Pr1(2),05(2) = (2r(z) — rdr(x) = Prdr-1(x), ¢5(x))
= (9(2),20;(2)) — ar(dr(x),d;(x) — Br (dr-1(2), ¢;(z))
= (or(x), 29;(2))
= (ok(@), Pjt1(2) + ;B () + Bidj-1(x))
= (¢k(@),0j+1(x)) + o; (9r(x),0;(x)) + B; (¢r(x),dj-1(x))
= 0, pois j<k-—1.
Portanto, os polindémios definidos em sdo dois a dois ortogonais.
Observe que obter uma sequéncia de polinomios ortogonais pelo Teorema 11.4 é muito mais facil do
que obté-los através do processo de ortogonalizacao de Gram-Schmidt. Muito mais ficil, pois o Teorema
anterior fornece uma férmula de recorréncia que envolve apenas trés termos para obter qualquer polindomio

da sequéncia de grau k > 2, enquanto que o processo de Gram-Schmidt requer o célculo de k — 1 termos
para obter o polinémio de grau k, k=1,2,....

11.3.1 Principais Polindmios Ortogonais

A sequéncia de polindémios ¢g(z), ¢1(x), p2(z), ..., evidentemente, depende do produto escalar ado-
tado (forma geral (11.18))). Os mais conhecidos (inclusive ja tabelados) e com os quais trabalharemos sédo
0s seguintes:

Polinémios de Legendre

Os polindmios de Legendre Py(z), Pi(z), ..., sdo obtidos segundo o produto escalar:

1
(f.9) = / 1@ o) dia) (11.20)

isto é, com w(z) =1, a=—-1 e b=1.
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Polinémios de Tchebyshev

O produto escalar usado para obter os polindémios de Tchebyshev Ty(z), T1(z), ... é dado por:

(f,9) (z) g(x) d , (11.21)

- [ w=

1 a=—-1¢ b=1.

ou seja, w(x) = T
-z

Polinémios de Laguerre

Os polinémios de Laguerre Lo(x), L1 (z), . . ., sGo obtidos usando-se o produto escalar:

(f.9) = / T e () g(a) dr, (11.22)

portanto, w(z) = e %, a=0 e b= oc.

Polindémios de Hermite

Obtemos os polinémios de Hermite, usando o produto escalar:

(ro) = [ T e f(@) gla) de (11.23)

_"1:2

isto é, w(x)=e*, a=-00 e b=o0.

Exemplo 11.8 - Obter os primeiros polinomios de Legendre.

Solugao: Para obter os polindmios de Legendre, devemos utilizar o Teorema 11.4 e o produto escalar

definido por (|11.20]). Assim:
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Po(SC) = 1
_ (z,1)
Pl(x) - - (171>
B f_llx dx
- f_ll dz
_ B x2/2 !
T 1
= P(x) = z.
Py(z) = x Pi(z)—a1Pi(x) — f1Po(x), onde

@Pi(z), Pi(x) [, 2%da

TP P@) L P
_ oAt
- Sa), o
5~ (B@PE) S et
(Po@), Po(®)) 1 de
_ /3] _ 23 1
r | 2 3’
= Py(z) = ac2—|—0><x—%><1 = 2% — %

11.3.2 Propriedades dos Polinémios Ortogonais

Vejamos algumas das propriedades dos polindmios ortogonais que serao importantes para a obtengao
das férmulas de Quadratura de Gauss.

Propriedade 1 - Sejam ¢o(x), ¢1(x), pa(z), ..., polindmios ortogonais, ndo nulos, segundo um pro-
duto escalar qualquer. Entao, qualquer polinémio de grau menor ou igual a n pode ser escrito como
combinagao linear de ¢o(z), ¢1(z), ..., dn(z).

Prova: Os polinomios ¢g(z), p1(z), ..., d,(x) constituem uma base para o espago dos polindémios de
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grau menor ou igual a n. Assim, se Q(z) é um polinémio da forma:
Q) = ag+az+...+apz"
entdo Q(z) pode ser escrito, através de mudanca de base, como:

Q(z) = bogo(x) +b1¢1(x) + ... + bpn(x) .

Propriedade 2 - Sejam ¢o(z), ¢1(x), ..., dn(z) nas condigdes da propriedade 1. Entao ¢, (z) é orto-
gonal a qualquer polindémio Q(z) de grau menor que n.

Prova: Seja Q(x), um polinémio de grau n — 1. Pela propriedade anterior temos que:

Q(z) = bogo(w) +bid1(w) + ... +bp_19n—1(x) ,

entao:

(Q(x), pn(x)) = (bodo(x) +brd1(x) + ...+ bp_1¢0n_1(2), Pn(x))
= bo(do(), Pn(2)) + b1(1(2), Pn(2)) + ... + bp1(dn—1(2), Pn(z))

= 0

desde que os polinémios ¢g(z), ¢1(x), ..., dn(z) sdo dois a dois ortogonais.

Propriedade 3 - Sejam ¢g(x), d1(x), p2(x),. .., polindmios ortogonais segundo o produto escalar:
b
(f.9) = [ wl@) 1(@) g(o) do.

com w(z) > 0 e continua em [a, b]. Entao ¢, (x) possui n raizes (reais) distintas em [a, b].

Prova: Para verificar a veracidade desta propriedade dividiremos a prova em trés partes, isto é, prova-
remos que:

a) ¢n(x) possui algum zero em |[a, b],
b) os zeros de ¢, () em [a,b], sdo simples,
c) os n zeros de ¢, (z) estdo em [a, b].

Os trés itens serdo provados por absurdo. Assim, para provar a), vamos supor, por absurdo, que
¢ (z) nio possui zeros em [a,b]. Portanto em [a, b], ¢n(z) # 0. Assim:

(60 (@), do(a) = / w(z)bn () do(z)de

b
| w@onw) ds £ 0.

desde que ¢o(x) =1, w(x) > 0, mas nao pode ser identicamente nula, e ¢, (z) # 0 em [a, b].
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Mas ¢, () e ¢o(z) sdo ortogonais, e portanto (¢, (x), do(x)) = 0. Logo é um absurdo supor que
¢n(x) ndo possui zeros em [a, b].

Para provar b) vamos supor, por absurdo, que exista uma raiz de ¢, (z) que seja de multiplicidade 2.
Seja x1 essa raiz. Portanto:

(z — )2
é um polinémio de grau n — 2. Assim, pela propriedade 2:

- Pn () _
(onla). 2210 = o

Mas, usando as propriedades de produto escalar, obtemos:

b
(fula), 20y | @i

(x — x1)?

(v — 1) du

z—1x1) (z—x1)

@) _In(@)

- ((x—zl)’(:rf:cl) =

onde a igualdade é vélida se e somente se % for o polinémio nulo. Portanto é um absurdo supor
1

que os zeros de ¢, (z) em [a, b] ndo sdo simples.

Finalmente, para provar c¢) vamos supor, por absurdo, que exista apenas j zeros de ¢, (z) em [a,b],
com j < n. Sejam x1,2,...,x; 0s zeros de ¢, (z) em [a,b]. Entdo, podemos escrever:

Pn(x) = (x—z1)(x —22) - (T — ) qn—j ()

onde ¢,—; # 0 em [a,b]. Assim, pela propriedade 2, segue que:

(o (), (& — 21)(x — 22) ... (x — x;)) = O.

Mas, usando as propriedades de produto escalar, temos que:

(@n(2), (& —z1) (2 —22) .. (2 = 25)) =

b
/ wE)(z—z1)... (¢ —2j)gn—j(@)(x —21) ... (x — ;) dz
b
= / w(@)(z—21)*. .. (2 — ;)% ¢u_j(z) dz # 0.

Portanto, é um absurdo supor que os n zeros de ¢, (x) nao estdo em [a, b].

Assim, acabamos de provar que ¢, (x) possui n zeros (reais), distintos em [a, b].
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Propriedade 4 - Sejam ¢g(n), ¢1(x), p2(z), . . ., nas condigdes da propriedade 3. Sejam zg, x1, .. .

as raizes de ¢p41(x). Se f(z) é um polindémio de grau menor ou igual a 2n + 1, entdo:

b n
/ w(x) flo)de = Y Ag f(zk)
@ k=0

onde .
A = / w(x) lg(x) de.
a
Prova: Como zg,21,...,2, sdo raizes de ¢,41(z), podemos escrever:
Gnt1(x) = ag(x—x0) (x—x1) ... (x —2p).
Seja Py, (z) o polindémio de interpolagdo de f(x) sobre xg,z1,...,z, em [a,b]. Sabemos que:

f(z) = Py(z) + Ru(z),
onde R, (z) é o erro na interpolagao. Assim:

fin+1)()

f@) = Po(@) = Balx) = (z—20) (@ =) (@ =2n) Zo—55

coma<¢&<b e & dependendo de z.

Entao, em vista de (11.25)) e de que £ é fungao de x, podemos escrever:

7 a)

f(.%‘)—Pn(-T) = by ¢n+1(‘r> (n+1)|

Como f(x) é um polinémio de grau menor ou igual a 2n + 1, temos que:

_ ()
q(z) = m7

é um polinémio de grau menor ou igual a n. Assim, podemos escrever:
f@) = Pulx) = by ¢nia(2) q(2) -
Integrando (11.26)) de a até b, com a fungio peso w(x), obtemos que:

b b
| e 5@ = Pa@) de = [ (@) b dria(o) ala) da

Pela propriedade 2, o lado direito da igualdade acima é igual a zero. Assim:

b
/ w(@) (@) — Pu(a)] de = 0,

347

7"ETL

(11.24)

(11.25)

(11.26)
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ou

/ o) fla) o = / " o(e) Pale) da

I
T~
o
&
oS

Portanto, fica provada a relacao (11.24)).

Esta propriedade garante entao que, para integrar um polinémio de um certo grau k, basta traba-
lharmos com um polinémio ortogonal de grau aproximadamente k/2. E mais, descartados os erros de
arredondamento, o resultado deve ser exato.

11.4 Formulas de Quadratura de (Gauss

Sao férmulas usadas para se calcular:

/  o(a) f(a) do

valendo-se do resultado da propriedade 4. Calculamos o valor aproximado da integral usando:

b n
[ el s de = 3" A fan)
a k=0
onde:
b
A, = / w(z) b () dzx |
a
e r(z) sdo os polindémios de Lagrange sobre as raizes xg, z1,. .., %, de ¢ny1(x).
Assim, o procedimento para se calcular uma integral usando Quadratura de Gauss, é o seguinte:

a) determinar o polinémio ortogonal ¢,11(z), segundo o produto escalar conveniente, isto é, com a
fungao peso w(zx) e no intervalo [a, b].

b) calcular as raizes xg,x1, ..., T, de ¢pi1(x).
c) determinar os polindémios de Lagrange ¢ (z), k = 0,1,...,n, usando os pontos xg, 1, . . . , 5 obtidos
em b).

d) calcular A = ff w(z) l(z) dz , k=0,1,...,n.
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e) calcular o valor de f(x) em zg,21,...,Zy.

f) calcular, finalmente,

b n
[ e s de = 3 A fa)
a k=0

Exemplo 11.9 - Usando quadratura de Gauss, calcular:

/11(x3 — 5x) dx .

Solugao: E claro que para resolver esta integral nao precisamos de método numérico, entretanto este
exemplo servird para ilustrar como resolver uma integral usando o procedimento dado anteriormente.

Na integral, vemos que a = —1, b=1, w(z) =1, e f(z) =23 —5x. Assim f(z) é um polinémio de
grau 3, e pela propriedade 4, temos que: se f(z) é um polindémio de grau 2n + 1, o resultado da integral
¢ exato ( a menos de erros de arredondamento).

Portanto, fazendo 2n + 1 = 3, obtemos que n = 1.

Assim, devemos utilizar os zeros de ¢, 11(x) = ¢2(x), para resolver a integral. O produto escalar,
para obter ¢o(z), sera: fil f(x) g(x) dz. Logo o polinémio procurado é x? — %, (ver exemplo 11.8).

Portanto, fazendo z? — % = 0, obtemos z¢g = —0.57735 e z1 = 0.55735 , (que sdo os zeros de ¢3(x)
em [—1,1]).

Temos que:
(x — x1) (z — 20)
by(z) = —2, 0(z) = 220
R T M ey
e portanto:
1 1
Ay = / lo(x dm:/ de
0 g o(7) T a)
]. 1 1 1_2 L
= r—z)dr=—— (Z _(z 2
(.’170—;1;1) [1 ( 1) (370—3?1)( 9 ( 1))]_1
o —2$1 .
N —2],‘1 o
2
desde que xg = —z1 e % ]711 — 0. Do mesmo modo:

A = /_11 bl@) dm:/—ll m "
1

= m/—l (x — x0) dxzﬁ(%—(wmo))]jl

-2
= =20 -,
—2xq
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Agora, calculamos a f nos zeros de ¢o(x). Assim:

flzo) = f(=0.57735) = (—0.57735)% — 5(—0.57735) ,

f(z1)

F(0.57735) = (0.57735)% — 5(0.57735).

Finalmente, podemos calcular a integral, isto é:

1
/ w3 —brdr = Ay f(xo)+ AL f(z1)

-1

1 x [(—0.57735)% — 5(—0.57735)]

+ 1 x[(0.57735)® — 5(0.57735)] = 0.

Observagao: O procedimento dado é vélido para qualquer produto escalar. Quando particulariza-
mos o produto escalar aos ja mencionados anteriormente, isto é, quando usamos os produtos escalares
para obter os polindmios de Legendre, Tchebyshev, Laguerre e Hermite, necessitamos apenas efetuar os

passos e)

e f) do procedimento dado anteriormente, pois os valores de z; e Ay ja estdo tabelados,

(as tabelas encontram-se no final deste capitulo). Neste caso, temos as férmulas de quadratura de
Gauss-Legendre, Gauss-Tchebyshev, Gauss-Laguerre e Gauss-Hermite.

Antes de descrevermos cada uma destas férmulas daremos as

INSTRUQOES PARA O USO DAS TABELAS
1 - Tabelas 1,2 e 4

a)

b)

d)

Os valores de z; e A; sdo apresentados na forma normalizada, isto é, na forma 0. ... x 107,
onde j aparece, entre paréntesis, antes do nimero. Quando nao aparecer a poténcia, significa
j=0.

Cada valor é dado com 10 casas decimais. No livro de [Stroud, 19..], esses valores sdo apre-
sentados com 30 casas decimais, agrupadas de 10 em 10 para facilitar a leitrura.

Nas tabelas N significa o nimero de pontos que devemos tomar para resolver a integral.
Observe que da teoria tiramos o valor de n o que implica que devemos tomar n + 1 pontos.
Assim N =n+ 1.

Como o intervalo de integragao é simétrico em relagao a origem, as raizes z; também o sao.
Na tabela aparece apenas x; sem sinal; entao, devemos considerar + x;. Por exemplo: tabela
1: N = 3, temos n = 2, isto é, xg,x1 € x2. Neste caso rg = —0.77459...; 1 = 0 e
To = 40.77459. . ..

Os A; sdo sempre positivos! Observe que devemos tomar para A; os valores que estao na mesma
linha dos z;, isto é, considerando os pontos x; do item d) teremos: Ay = 0.55555..., A1 =
0.88888..., e As =0.55555.. ..
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2 - Tabela 3
Uso anélogo as tabelas 1, 2 e 4 com uma Unica excegao:

Os z; sao sempre positivos e estao todos tabelados. Por exemplo, para N = 3 aparecem 3 valores
de ;.

Observe que em todas as tabelas podemos tomar os valores de x; em qualquer ordem, mas para cada
x; devemos tomar o valor A; correspondente.

Daremos a seguir as férmulas de quadratura de Gauss-Legendre, Gauss-Tchebyshev, Gauss-Laguerre
e Gauss-Hermite. Assim:

11.4.1 Foérmula de Gauss-Legendre

Para utilizar a férmula de Gauss-Legendre a integral a ser calculada deve ter a fungao peso w(z) =
1, a=-1 e b=1. Caso o intervalo de integragdo nao coincida com o intervalo [—1, 1], devemos fazer
uma mudanga de varidvel. Daremos a seguir alguns exemplos.

Exemplo 11.10 - Resolver a integral do exemplo anterior, isto €, calcular:
1
/ (2% — 5x) da |
~1
usando quadratura de Gauss.

Solugao: Como w(z) =1, a= -1 e b= 1, estamos nas condigdes de utilizar a férmula de Gauss-
Legendre. Pelo exemplo 11.9, vemos que devemos utilizar os zeros de ¢o(z), desde que f(z) é um
polinémio de grau 3. Assim, pela Tabela 1, (ao final deste capitulo), com N = n + 1 = 2, temos que:

g = —0.55735, Ay = (1)0.10000 = 1 = A4, ,
r1 = 0.55735.

Portanto:
f(xo) = f(=0.57735) = (—0.57735)% — 5(—0.57735) ,
f(z1) = f(0.57735) = (0.57735)3 — 5(0.57735).

Finalmente, podemos calcular a integral. Assim:

1
/ 23 —5xdr = Ao flzo)+ Ay f(21)

-1

= 1x[(—0.57735)% — 5(—0.57735)]

+ 1 x[(0.57735)% — 5(0.57735)] = 0.
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Exemplo 11.11 - Calcular:
2 dx

1 T

usando quadratura de Gauss-Legendre.

Solugao: Como o intervalo de integragdo nao coincide com o intervalo [-1,1] de definigdo do produto
escalar de Legendre, devemos fazer uma mudanca de variavel. Assim:

quando z = 1 devemoster ¢ = —1,

quando = = 2 devemoster t = 1.

A equagdo da reta que passa por (1,2) e (—1,1) pode ser obtida calculando-se o seguinte determinante
e igualando-o a zero, isto é:

T t 1
1 -1 1| =-2x+t+3=0.
2 1 1
Resolvendo esta equagao, obtemos:
t+3 1
= — dr = — dt.
T g 0 € dz 3

Portanto:
/2 dz /1 11 /1 dt
— = —— = dt = T
T 1 <t453) 2 . t+3
Estao, agora, satisfeitas as condiges da férmula de quadratura de Gauss-Legendre com w(z) =1, a =
_ _ 1

Como f(t) ndo é um polinémio, ndo temos maiores informagoes sobre o grau do polinémio a ser usado.
Assim, resolveremos esta integral fixando n = 2. Mais adiante nos preocuparemos com a precisdo do
resultado.

Da Tabela 1, com N = n 4+ 1 = 3, obtemos:

to = —0.7746 , Ay = 0.5556 = A, ,
t =0, A, = 0.8889
ty = 0.7746 .
Assim:
flto) = I YT
O T o6 +3 ’
Flh) = —— — 03333
YT o043 ’
1
ft2) = ———— = 0.2649.

0.7746 + 3
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Logo:
1 1 2
/,1t+73dt ZkZZOAkf(tk)
= (0.4494 4 0.2649)(0.5556) + (0.3333)(0.8889)
= 0.6931 .
Portanto:

2
/ dz ~ 0.6931.
1 x

Observe que:

a) A solugdo exata é:

2
/ dz = In 2 = 0.693147180...
1

X
b) Usando quadratura de Gauss, com n = 4 e 9 casas decimais obtemos:

2
/ dz ~ 0.693147156 .
1 :I:

que pode ser considerado um bom resultado.

11.4.2 Foérmula de Gauss-Tchebyshev

Para utilizar as féormulas de Gauss-Tchebyshev a integral a ser calculada deve ter a fungdo peso

w(x) = 1 , a=—1 e b=1. Novamente, caso o intervalo de integragao nao coincida com o

V1—22
intervalo [—1, 1], devemos fazer uma mudanca de varidvel. Daremos a seguir alguns exemplos.

Exemplo 11.12 - Usando quadratura de Gauss, calcular:

1

senz_
—dx .
—1 V 1-— x2
Solugao: Temos que: w(z) = 1 a= -1, b=1 e f(x) = sen x. Portanto estamos nas condigoes

V1—22’
de utilizar a férmula de Gauss-Tchebyshev. Como f(x) ndo é um polinémio nao temos como obter o
nimero exato de pontos para calcular a integral. Assim, fixemos n = 2. Da tabela 2, com N =n + 1 = 3,

obtemos:
o = —0.8860 5

xn = 0, Ay = Ay = Ay = (1)0.10472 = 1.0472,

o = 0.8860 .
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Coloque sua maquina de calcular em radianos para calcular o valor da f nos pontos x;, i =0, 1, 2.

Assim:
f(zo) = f(—0.8860) = sen (—0.8860) = —0.7617 = —f(x2),

f(z1) f(0) = sen0 = 0.

Portanto: )
sen x

—1 \/1—.’E2

Exemplo 11.13 - Calcular:

dx = 1.0472 (-0.7617+ 0+ 0.7617) = 0.

/2 £
o AVA—2
exatamente, a menos de erros de arredondamento, usando quadratura de Gauss.

Solugao: Como o intervalo de integragdo nao coincide com o intervalo [—1,1], devemos fazer uma
mudanca de varidvel. Assim:

quando t = —2 devemoster x = —1,

quando t = 2 devemos ter x = 1.

Novamente, a equacao da reta que passa por (—2,2) e (—1, 1) pode ser obtida calculando-se o seguinte
determinante e igualando-o a zero, isto é:

—_ =R
e
Il
~
I
[N}
8
Il
o

t
—92 _
2
Resolvendo esta equagao, obtemos:

t = 2x e dt = 2dx.

Portanto:
/2 t3 + 212 B /1 (22)% + 2(2x)? 5 ds
9 44 —1t2 —1 4 /44— (2x)?
1 3 2
_ / 8x° + 8x e
—1 8 \/1 — {E2

Logd 422

— dx .
-1 V 1-— 1’2
Assim temos: w(z) = . — , a=-1,b=1 e f(x)=23+2?% e portanto estamos nas condigoes

V1— 2?2
da férmula de Gauss-tchebyshev.

= 2

Vemos que f é um polinémio, o que era de se esperar, pois queremos calcular a integral exatamente,
(a menos de erros de arredondamento). Fazendo 2n + 1 = 3 obtemos que n = 1, ou seja, devemos tomar
2 pontos. Da tabela 2, com N = 2, obtemos:

r9g = —0.7071, Ay = A; =(1)0.15708 = 1.5708 ,

1 = 0.7071.
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Agora:
f(zo) = (=0.7071)3 + (=0.7071)% = 0.1464 ,
f(z1) = (0.7071)3 + (0.7071)%2 = 0.8535 .
Portanto:
2 3 2 1 3 2
t°+ 2t 2+
2 4 (4-12) -1 (1—-a?)

= 2 x 1.5708 (0.1464 + 0.8535)

= 3.1413.

Observe que sempre falamos em obter o resultado exato, ( a menos de erros de arredondamento),
pois nao trabalhamos com todas as casas decimais disponiveis nos x; e nos A;. Assim, teoricamente, o
resultado deveria ser exato, mas na pratica ele depende da quantidade de digitos significativos com que
trabalhamos.

11.4.3 Foérmula de Gauss-Laguerre

Para utilizar a férmula de Gauss-Laguerre a integral a ser calculada deve ter a fungao peso w(x) =
e, a=0 e b= oo. Novamente, caso o intervalo de integragdo ndo coincida com o intervalo [0, oo],
devemos fazer uma mudanga de varidavel. Daremos a seguir alguns exemplos.

—x

Exemplo 11.14 - Usando quadratura de Gauss, calcular:

oo
/ e * cos x dx.
0
xr

Solugao: Como w(z) = e | a=0 e b= oo, estamos nas condigoes da férmula de quadratura de
Gauss-Laguerre. Desde que f(z) = cos z, nao temos condi¢oes de determinar o nimero exato de pontos
que devemos tomar para resolver a integral. Assim fixemos n = 2. Portanto pela Tabela 3, com N = 3,
obtemos:

2o = 04158, Ay = 0.7111,
21 = (1)0.22943 = 2.2043 Ay = 0.2785
xo = (1)0.62900 = 6.2900 , A = (-1)0.1039 = 0.01039 .
Agora:
f(zo) = f(0.4158) = cos(0.4158) = 0.9148
flz1) = f(2.2943) = co0s(2.2943) = —0.6620 ,
f(za) = £(6.2000) = cos(6.2900) = 1.0.
Portanto:
/ e ™ cos xdr = 0.7111 (0.9148) + 0.2785 (—0.6620) + 0.01039 (1.0)
0

= 0.4765 .
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Exemplo 11.15 - Calcular, usando quadratura de Gauss,

oo
/ e 2% dx .
1

Solugao: Aqui, o intervalo de integragdo e do produto escalar nao coincidem. Entdo devemos fazer
uma mudanca de varidvel. Como um dos limites de integracao ¢é infinito nao podemos utilizar a equacao
da reta para obter a mudanca de varidvel. Nesse caso devemos fazer a mudanga de variavel via calculo.
Assim, se tomarmos x = z + 1, teremos:

quandoz =1 — z=0 ; equandox =00 — z=00 ; dx=dz .
Logo:
/ e tx? dr = / etz 41)%dz = et / e *(z+1)* dz,
1 0 0

portanto nas condigoes da férmula de quadratura de Gauss-Laguerre.

Como f(z) é um polinémio de grau 2, fazendo 2n + 1 = 2, obtemos que n = % — n =1, desde que
n indica o indice do ultimo ponto a ser considerado e portanto deve ser um inteiro. Assim da Tabela 3,
com N = 2, temos que:

zg = 0.5857864 , Ay = 0.8535534 ,
z1 = 3.4142136 , Ay = 0.1464466 .
Calculando f(z) = (z+ 1)? para z e 21, obtemos:

flz0) = 25147185 ,

f(z1) = 19.485282 .

Logo:
1

> Af(ze) = Aof () + Aif (1) = 4.9999998.

k=0
Portanto: - -
/ e Ta?dr = e_l/ e (z+1)%dz = e 1(4.9999998) .
1 0

Observe que o resultado exato da integral é %. A pequena diferenca que existe entre o resultado exato
e o valor obtido é devida aos erros de arredondamento.

11.4.4 Férmula de Gauss-Hermite

Para utilizar a férmula de Gauss-Hermite a integral a ser calculada deve ter a fungdo peso w(z) =
22 . . - o .
e ™ ; a=—00 e b= o0. Neste caso se o intervalo de integragio nao coincidir com o intervalo [—oo, 00],
nao podemos utilizar a formula de Gauss-Hermite. Daremos a seguir exemplo.

Exemplo 11.16 - Calcular, usando quadratura de Gauss,

2

[m 62 2% dx .
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2
Solugao: Estamos nas condigoes da férmula de Gauss-Hermite com f(x) = % Assim, pela propriedade
4, devemos tomar 2 pontos. Pela Tabela 4, com N = 2, temos que:

o = —07071, A() = Al = 08862,
ry = 0.7071.
Assim: 2
—0.7071
f(xo) = (f = 025 = f(a1) .
Portanto:

2

oo —x
/ 62 22 dr = 0.8662 x 2 x 0.25 = 0.4431.

—o0
2
Observe que neste exemplo consideramos f(z) = %, mas poderiamos ter colocado % fora da integral

e considerado f(r) = 2.

11.5 Erro nas Formulas de Gauss

Quando f(z) é um polindmio, sabemos que as férmulas de quadratura fornecem um resultado exato
a menos, é claro, dos erros de arredondamento.

Na maioria das situagoes reais, f(z) ndo é um polinémio e, portanto, sua integral é aproximada
quando calculada através das férmulas de quadratura.

Exibiremos algumas expressoes do termo do resto (ou erro de truncamento) para as vérias férmulas
apresentadas. Nao nos preocuparemos com a deducao de tais expressoes por ser extremamente trabalhosa
e sem nenhum interesse pratico.

Formula de Gauss-Legendre

A expressao do erro, para a férmula de Gauss-Legendre, é dada por:
22n+3[(n+ 1)|}4

En = G 3)ien+ 2)1

5 O, € € (ah) .

Formula de Gauss-Tchebyshev

A expressao do erro para a férmula de Gauss-Tchebyshev é dada por:

e 1 O L € ).

E, =
Formula de Gauss-Laguerre

A expressao do erro, para a formula de Gauss-Laguerre, é dada por:

4 DI onsn) (6 ¢ e (ah) .

En = gnto
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Formula de Gauss-Hermite

A expressao do erro, para a féormula de Gauss-Hermite, é dada por:

+ D/ "
En = Mf@ T2 (&), &e(ab).

Como pode ser observado, todas as férmulas do erro contém a derivada da f de ordem 2n + 2, onde n
é o indice do tdltimo ponto considerado no cédlculo da integral. Assim, usar a férmula do erro para obter
o numero de pontos necessarios para calcular a integral com uma determinada precisao torna-se inviavel.
Portanto, na pratica, se quisermos o resultado da integral com uma determinada precisao, comegamos
calculando a integral com 2 pontos, vamos aumentando o niimero de pontos e comparando os resultados
obtidos. Quando 2 resultados consecutivos tiverem o mesmo ntimero de casas decimais iguais teremos o
resultado com a precisdo desejada. O préximo exemplo ilustra este fato.

1.2
/ e’ cos x dx
0

com 8 casas decimais corretas, usando formula de quadratura de Gauss.

Exemplo 11.17 - Calcular

Solugao: Como o intervalo de integragdo é finito, mas néo cincide com o intervalo [—1, 1], devemos fazer
uma mudanca de varidvel. Assim,

T t 1
0 -1 1| =-22z+4+ 12t 4+ 12 =0.
1.2 1 1
Logo:
x =06 (t+1) e dr = 06dt.
Assim:

1.2 1
/ €’ cos zdxr = 0.6 / e®0 T cos (0.6 (t+1)) dt = I,
0

-1

e portanto estamos nas condigdes da férmula de Gauss-Legendre com f(t) = %6 (+1) cos (0.6 (¢ + 1)).
Fixemos n = 1. Pela Tabela 1, com N = 2, temos que:

to = —05774, Ay = A = 1.0,
ty, = 0.5774.
Agora:
f(to) = f(=0.5774) = €536 ¢0s(0.2536) = 1.2474 ,
ft1) = f(0.5774) = 09164 ¢05(0.9464) = 1.5062 .
Portanto:

I = 0.6 x (1.2474 + 1.5052) = 1.6522 .

Tomemos agora 3 pontos. Assim, pela Tabela 1, com N = 3, temos que:

—0.7746 , Ay = Ay = 0.5556 ,

to
o= 0, A, = 0.8889 ,

ta = 0.7746 .
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Agora:
flto) = f(—0.7746) = €%1352 c0s(0.1352) = 1.1343 ,
f(t1) = f(0) = %% cos(0.6) = 1.5038 ,
f(ta) = f(0.7746) = e'05%8 c0s(1.0648) = 1.4058 .
Portanto:

I = 0.6 (x(1.1343 + 1.4058) x 0.5556 + 1.5038 x 0.8889)) = 1.6488 .

Comparando o resultado obtido com n =1 e n = 2, vemos que s6 temos uma casa decimal correta.
Tomemos entdo n = 3. Assim, pela Tabela 1, com N = 4, temos que:

to = —-0.8611, Ay = Az = 0.3479,
ty = —0.3400, A; = Ay = 0.6521,
ta = 0.3400 ,
t3 = 0.8611.
Agora:
f(to) = f(—0.8611) = 008334 ¢05(0.08334) = 1.0831
ft1) = f(=0.3400) = €39 cos(0.396) = 1.3709 ,
f(ta) = £(0.3400) = %800 ¢0s(0.8040) = 1.5503 ,
f(ts) = f(0.8611) = e!1167 cos(1.1167) = 1.3400 .
Portanto:
I = 0.6 x((1.08314 1.3400) x 0.3479 + (1.3709 4 1.5503) x 0.6521)
= 1.6487 .

Comparando o resultado obtido com n = 2 e n = 3, vemos que temos trés casas decimais iguais.
Assim, temos obtido o resultado da integral com trés casas decimais corretas. Observe que com este
exemplo fica claro a superioridade das féormulas de quadratura de Gauss, pois obtivemos a precisao
desejada usando 3 pontos. Nos exemplos 11.2; 11.3 e 11.4 resolvemos esta integral, e para obter 3 casas
decimais corretas usando as férmulas de Simpson foram necessarios 7 pontos e para a regra do trapézio
seriam necessédrios 49 pontos, (ver exemplo 11.6).

Exercicios:

11.15 - Calcular

1
a) / (2 +22+2+41) dz,
—1

b) /_02 (2* — 1) da,

por quadratura de Gauss e diretamente e comparar os resultados.
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11.16 - Usando quadratura de Gauss, calcular:
! —-1/2
/ (1 — xQ) 22 dx
—1

11.17 - Calcular exatamente, a menos de erros de arredondamento,

/1 Lo 1/2d
L\ 2722 T 22 v

11.18 - Usando quadratura de Gauss, calcular:

/2 dx
1 2 —1)V=a2+3z—-2"
com 2 casas decimais corretas.

11.19 - Calcular:

[ 20"
o \dz | d—dz T

com 2 casas decimais corretas, usando quadratura de Gauss.

/ cos* 6 db ,
11.21 - Usando quadratura de Gauss, calcular:

/°° (x3+4x+2> .
———) e dx,
0 €

exatamente, a menos de erros de arredondamento.

11.20 - Calcular:

usando a formula de Gauss-Tchebyshev.

11.22 - Calcular: -
() = / ez 1 dz, paraa =5,
0

usando quadratura de Gauss.

Observagao: I'(«) é conhecida como funcao gama e vale, para « inteiro, I'(a+ 1) = «o!

ee} —t
/ ¢ at,
L1

usando quadratura de Gauss sobre 4 pontos.

o 2
/ e”* sen x dx ,
— 00

usando quadratura de Gauss sobre 3 pontos.

11.23 - Calcular:

11.24 - Calcular:
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11.6 Exercicios Complementares

11.25 - Obtenha a formula de integracao de Newton-Cotes do tipo fechado, para integrar f(x) com
n =4, ou seja sobre 5 pontos. Usando a formula obtida, aproxime:

3
.
/ T e2 dr,
2

x| 2 225 25 275 3.0
ez | 277 308 349 396 448

sabendo que:

NI

11.26 - Calcule as integrais a sequir pela regra do trapézio e pelas regras % e % de Simpson usando

6 divisoes do intervalo de integracao. Compare os resultados.
2.5 0
I)/ z Inx dx, II)/ x e® dx .
1 -15

11.27 - Nas integrais do exercicio anterior com quantas divisoes do intervalo, podemos esperar obter
erros menores que 10757

11.28 - Considere os sequintes dados experimentais:

T ‘1.0 1.2 14 16 18 20 22 24 26 28 30
y(x) ‘1.00 1.82 2.08 3.18 3.52 4.7 5.12 6.38 6.98 8.22 9.00

encontre a drea sob a curva y = y(x) usando: a regra % de Simpson de 1.0 a 2.2 € a regra % de Simpson
de 2.2 a 3.0.

11.29 - Considere a integral:

1
I = / Se?t dt = 0.45970.
0

mostre que o resultado obtido pela regra % de Simpson com h = 0.5 € surpreendente proximo do resultado
exato. Explique porque isso acontece. (Sugestdo: analise o erro).

11.30 - Em contraste com o exercicio anterior, considere:

1
I = / d—x = 2.30259.
0

1 <

Usando a regra de Simpson sobre N intervalos obteve-se a tabela:

N h I Erro

2 0.45 3.3500 —1.0474
4 0.225 22079 —0.1053
8 0.1125 2.3206 —0.0180

Ezxplique a diferenca entre estes resultados e o do exercicio anterior.
11.31 - Considere a funcao f(x) dada pela tabela:

x| -2 -1 0 1 2
fl@) | -1 5 1 5 35
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a) Avalie:

n [ 22 f(x) de,

usando a formula 11); de Simpson.

b) Se os valores tabelados sao de um polindmio de grau 3 o que pode ser afirmado sobre o erro

cometido na aproximagdo de I) pela férmula % de Simpson?

11.32 - Considere a integral:
1
/ (22° —32% 4+ 1) d .
0
Justifique o porqué da regra do trapézio com h =1 ser exata para calcular tal integral.

Sugestao: Verifique que para 0 < t < 0.5 vale:
f054+t)—P(0.5+¢t)=—(f(0.5—t)— P1(0.5—1))
onde f(z) = 22> —322+1 e Pi(z) € a reta que interpola f(z) em z9 =0 e x1 = 1.
11.33 - Aproxime pela regra de Simpson o comprimento de arco da curva:
y =4z — 3z

de (0,0) a (1,1).

Obs: Lembre que o comprimento de arco de uma curva (a, f(a)) a (b, f(b)) € dada por:

b
/ VT W @)2 da.

11.34 - Uma maneira de se obter numericamente valores da funcdo f(x) = Inx € calcular numerica-
mente valores da integral

T dt
Inx = — .
1t
Calcular:
i) Inl7,
ii) In35,

com erro relativo inferior a 1074,

11.35 - Escolha uma regra de quadratura sobre pontos igualmente espacados de h e avalie:

0
/ x e’ dr ,
-1

com duas casas decimais corretas.

11.36 - Considere a integral:
0.8
1 :/ (2% — cos ) da.
0
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a) Quantos intervalos seriam necessdrios para aprozimar I usando a regra do trapézio, com erro
inferior a 1072,

b) Calcule I com o h obtido no item a).
11.37 - Suponha que se conhece o valor de uma funcao f(x) através da sequinte tabela:

¢ | 10 12 14 17 20 23 265 3.0
fx) | 023 059 1.1 14 092 063 042 038

Como vocé procederia para calcular:
3.0
[ @,
1.0

com a maior precisdo possivel?

11.38 - Considere a integral:

a) Determinar o nimero de intervalos suficientes para garantir o cdlculo de I, com 4 casas
decimais corretas, usando a regra de Simpson, nos sequintes casos:

i) a=0.1,
ii) =001,
i) a=0

b) Obter I com o =0, usando férmula de quadratura de Gauss sobre 8 pontos.

11.39 - Uma maneira de avaliar integrais da forma:

1= [ s s,
0
€ aprozimar I, fazendo:
k
Iz[*:/f(x)dm,
0
onde k é um inteiro escolhido de modo que, dado um valor § > 0, vale |f(x)| < § para todo x > k.

Considere a integral:
o0
I = T'(m) = / e ® ™ de .
0
a) Verificar que, para 6 = 107* e m = 3, para utilizarmos o procedimento acima devemos
tomar k = 15.

ii) Em quantos subintervalos devemos dividir o intervalo [0,15], para obter I* ~ I'(3) com
4 casas decimais corretas, usando a regra do trapézio?

iii) Obter o valor exato de I =T'(3), usando férmula de quadratura de Gauss adequada.

11.40 - Considere o problema: Calcular

I:/:/cdf(x,y)dydas.
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a) Verifique que a aplica¢io da regra do trapézio primeiramente na dire¢io Oy e depois na
direcdo Oz, fornece:
(b—a)(d—rc)

I~
2 2

[f(a,¢) + f(b,¢) + fla,d) + f(b,d)] .

b) Verifique que discretizando [a,b] e [c,d] respectivamente pelos pontos:

bi
zi=atih, 0<i<m, h=-_2,
m

yj:a+jka OS]S’I’L, k= ;
n

e entdo aplicando a regra do trapézio generalizada nas diregoes Oy e Oz, obtemos:
hk m n
i=0 j=0

onde:
aOO:amO:aOn:ann:]-v
aipp =a;pn =2, 1<i<m-—1;
agj = amj =2, l1<j<n-—1;

a;;=4, 1<:<m-1, 1<j<n-1.

c) Usando a férmula obtida em b), com h = 0.5 e k = 0.25, avalie:
1 0.5
/ va2+ys dy dx .
0o Jo

11.41 - Considere a integral:

a) Obtenha I(1) com duas casas decimais corretas usando a regra de Simpson.

b) Calcule exatamente, a menos de erros de arredondamento I(a),a — oo, usando férmula de

quadratura de Gauss.

11.42 - Uma pessoa calculou:

1
I:/ (323 + 22% 4 2) dx ,
-1

usando a regra % de Sitmpson sobre os pontos: -1, 0, 1 e outra pessoa calculou I usando a formula de
Gauss-Legendre sobre os pontos: - 0.57735, 0.57735. Qual das duas obteve melhor resultado? (Suponha
que em ambos 0s casos ndo houve erros de arredondamento).

11.43 - Deseja-se calcular:
2 t
/ ¢ dt
V2=t V2+t

Se vocé sé pode obter o valor do integrando em 2 pontos, quais deverdo ser estes pontos, de modo que
a resposta seja a mais exata possivel?



CAPITULO 11. INTEGRACAO NUMERICA 365

11.44 - Considere a tabela:

x| 0 0.5 10 15 20 25 30
fl@) | -2 15 05 15 45 9.0 170

Sabendo que a formula de quadratura:

b
[ @) do=afw) . azws<s,

é exata para polindmios de grau < 1, caclule A e w e use-0s para aproximar:

/03 f(x) dx.

11.45 - Seja:
2
[ s dn = 0 flao)+ A fa)
-1
onde xg = 1 +2\/§ e T = 1 72\/5 s@o os zeros do polinémio de grau 2 ortogonal em [—1,2] sequndo a

fungdo peso w(x) = 1.
a) Calcule os coeficintes Ag e Aj tal que a férmula seja exata para polindmios de grau < 3.

b) Usando a férmula de quadratura obtida em a), calcule:
0
d
/ iy
_o T +3
11.46 - Determine uma formula de quadratura para aproximar:

/O e

que seja exata quando f(x) € um polinémio de grau < 3. Usando a férmula obtida calcule:

1
/ (z* + 2 sen z) dx .
0

11.47 - Considere a integral:

1.6
I :/ 7% dx .
0

Obtenha o valor aprozimado de I, com 2 digitos significativos corretos:
a) wusando féormula de Simpson.
b) wusando férmula de quadratura de Gauss.

Lembre-se que: lim,_gx” = 1.
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11.7 Problemas Aplicados e Projetos

11.1 - Um corpo negro (radiador perfeito) emite energia em uma taxa proporcional & quarta poténcia
de sua temperatura absoluta, de acordo com a equacao de Stefan-Boltzmann,

E=369 1072 1774,
onde E = poténcia de emissio, W/em? e T = temperatura, K°.

O que se deseja € determinar uma fracdo dessa energia contida no espectro visivel, que € tomado aqui
como sendo 4.107° a 7.107° c¢m. Podemos obter a parte visivel integrando a equacio de Planck entre

esses limites: .
5 /7-10 239 107
g x
visivel w10-s @P(el432/Tz — 1) 7

onde x = comprimento de onda, cm; E e T como definido acima.

A eficiéncia luminosa € definida como a relagdo da energia no espectro visivel para a energia total.
Se multiplicarmos por 100 para obter a eficiéncia percentual e combinarmos as constantes, o problema
torna-se o de calcular:

7.107° da .
FEFF = |64.77 /4‘1075 x5(el-432/T$—1) /T .

Obter a eficiéncia luminosa, com erro relativo < 107°, nas sequintes condicdes:
i) T, = 2000 °K
Ty = 3000 °K
com incremento da temperatura igual a 250.
i) T; = 2000°K
Ty = 3000 °K
com incremento da temperatura igual a 200.

onde T; e Ty sdo as temperaturas iniciais e finais, respectivamente.

11.2 - De um wvelocimetro de um automdvel foram obtidos as sequintes leituras de velocidade ins-
tantanea:

t(min.) | 0 5 10 15 20 25 30 35 40
v(km/h) | 23 25 30 35 40 45 47 52 60

Calcule a distancia em quilometros, percorrida pelo automdvel usando a regra de Simpson.

11.3 - A determinacdo da drea da secao reta de rios e lagos € importante em projetos de prevencdo de
enchentes ( para o cdlculo de vazdo da dgua) e nos projetos de reservatdrios ( para o cdlculo do volume
total de dgua). A menos que dispositivos tipo sonar sejam usados na obtencdo do perfil do fundo de
rios/lagos, o engenheiro civil deve trabalhar com valores da profundidade, obtidos em pontos discretos da
superficie. Um exemplo tipico de se¢cao reta de um rio estd mostrado na figura a sequir:
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super ficie da dgua
0 % Vi

U/
6 4 36 34 28 //
4
/

| Profundidade(m)

0 10 20
distancia da margem esquerda(m)
Use uma formula de quadratura sobre pontos igualmente espagados de h, para calcular a drea da se¢ao

reta da figura dada acima.

11.4 - A equagdo de Clapeyron encontrada no estudo das relagdes de propriedade termodinamica pode

SEer expressa comao:
dinP  AH,

dl RT?’

onde P: pressao do vapor, T: temperatura absoluta, AH,: entalpia da vaporizacao, R: constante de gds.

Esta temperatura, que é vdlida para um intervalo limitado de pressao e temperatura, pode ser usada

para determinar a pressdo de vapor em qualquer temperatura, reecrevendo-se e integrando a partir
de alguma pressao e temperatura conhecidas Py, Ty. Mostre que fazendo isso obtemos:

P T AH,
In— — dT . 11.2
"B /TO RT? (11.28)

(11.27)

A solugao de requer o cdlculo da integral indicada. Entretanto em muitos casos AH,., ndo pode
ser dada por uma expressdo analitica conveniente e a integral deve entao ser calculada por um método
NUMETIco.

Considere uma substancia para a qual os sequintes dados sdao conhecidos:

T 185 190 195 200 205 210
AH, 81.307 80.472 79.568 78.714 77.859 77.002

215 220 225 230 235
76.141 75.272 74.395 73.508 72.610

R = 0.01614 K cal / Kg, Py = 0.028 atm em Ty = 185 °K .

Determine a pressao do vapor a uma temperatura de 235 °K, usando 3, 5, 7, 9 e 11 pontos. Com 11
pontos € possivel dizer quantas casas decimais estdo corretas? Se a resposta for afirmativa diga qual € a
precisao obtida.

Observe que nesse problema vocé nao deve entrar com o valor de €, mas sim comparar os resultados
obtidos.

11.5 - Seja a viga em balanco e o carregamento dado na figura a sequir:
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onde E = 200t/cm? (mddulo de elasticidade do concreto).

O deslocamento vertical no ponto B pode ser obtido através da expressao:

B MoM,
. EJ

dvp = dx ,

com 5
1 bh
My = 5(f—:c)2, My=(—z, J= 17
onde My € o momento da viga, My é o momento da viga correspondente a uma carga unitdria na dire¢do
e sentido do deslocamento e J é o momento de inércia de uma sec¢do retangular de altura h.
Determine o deslocamento vertical 5y com erro relativo inferior a 1072,

11.6 - Na determinac¢ao da radiag¢do luminosa emitida por um radiador perfeito € necessdrio calcular-se
o valor da integral:

A2 2hc?

—————d),
A AB(ersT — 1)

Q=

onde:

Q = radiacdo emitida por unidade de tempo por unidade de drea entre os comprimentos de onda A\q

e Ay, em erg/cm?.s,

A1 e Ao = limites inferior e superior, respectivamente, do comprimento de onda, em cm,
= constante de Planck = 6.6256 x 10727 erg.s,

¢ = velocidade da luz = 2.99793 x 1019 c¢m/s,

k = constante de Boltzmann = 1.38054 x 10716 erg/k,

T = temperatura absoluta da superficie, °K,

A\ = wvaridvel de integracdo = comprimento de onda, cm.

Obter @Q, com erro relativo < 107°, nas sequintes condicdes:



CAPITULO 11. INTEGRACAO NUMERICA 369

i) A1 =3.933666 x 10°° cm |
Ao = 5.895923 x 10~ em
T = 2000 °K .

ii) A1 =3.933666 x 107° cm
Ay = 5.895923 x 1075 cm
T = 6000 °K

11.7 - A fungdo de Debye € encontrada em termodindamica estatistica no cdlculo do calor especifico da
dgua a volume constante de certas substincias. A fungdo é expressa por:

z .3
D(I)*3/O Y _dr.

C g8 ev —1

Obter D(x), com erro relativo < 107>, nos sequintes casos:

i) x=05
i) z=10
i) 2 =50

11.8 - Uma aproximacao para a velocidade em fungdo do tempo de um paraquedista em queda livre na
atmosfera € dada pela equacdo:

o(t) = %(l—e_ﬁt) ,

onde g é a aceleragdo da gravidade (9.8m/s?), m é a massa do paraquedista (68kg), ¢ € o coeficiente de
arrasto (12.5kg/s) et € o tempo (em s) a partir do inicio da queda. Suponha que o paraquedista salte de
uma altura de 3000m. Sabendo que o espago percorrido pelo paraquedista entre os instantes de tempo a
e b ¢ dado por:

b
As :/ v(t) dt ,

calcule a altura em que se encontra o paraquedista nos instante t = 2s e t = 10s. Em ambos os casos,
utilize a regra % de Sitmpson, com um numero adequado de subintervalos para que o erro seja menor que
Im.

11.9 - O etileno ocupa a quinta posicao entre os produtos quimicos mais fabricados nos Estados Unidos
e o primeiro lugar entre os produtos quimicos organicos, ao longo de um ano. Mais de 28 milhdes de
libras foram produzidas em 1985 e vendidas a U $ 22/libra. De todo etileno produzido, 65% € usado na
fabricacao de pldsticos, 20% para dzido de etileno e etileno glicol, 5% para fibras e 5% para solventes.

Deseja-se determinar o tamanho (volume) de um reator necessdrio para produzir 300 milhdes de
libras de etileno por ano do craqueamento de etano puro. A reacdo € irreversivel e elementar. Além
disso, deseja-se alcangar 80% de conversao para o etano operando o reator isotermicamente a 1100K e
a pressdo de 6atm. A equagdo para o reator é dada por:

o dx
V. = F / —
A0 0 FA

onde: V é o volume do reator (ft3); Fao € a tava de alimentacio do reagente (Ib moles/s); —ya € a
taza de reacio (ft3/lb mol), e x é a conversio. A taza de desaparecimento do etano (—T'4) é dada
por: —I'y = kC |, onde k é a constante de reagao e C, a reconcentragio do reagente (etano) é dada
por: C=Co(l —2)/(1+¢€), com Cy sendo a concentragdo inicial do reagente e € o fator de mudancga de
volume. Usando uma regra de quadratura sobre pontos igualmente espacados de h, determine o volume
de um reator, dado que: Fao = 0.4251b moles/s, k = 3.07s7 1,z = 0.8, Cy = 0.004151b moles/ft> e e = 1.
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11.10 - A figura a sequir mostra um circuito tipico contendo um amplificador.
0
gb saida

o—|it ML

Muitos tipos de amplificadores sao usados em instrumentos como transmissores de rddio e televisdo,
dispositivos de medidas, etc. Alguns tipos de amplificadores produzem correntes em pequeno pulso. Essa
corrente € periddica no tempo, com T representando o periodo.

Para analisar o circuito, € usualmente necessdrio expressar a corrente em termos de uma fun¢ao
analitica. Usando a série de Fourrier truncada em m termos para I, temos:
27775) 47t

»(t) = Io+ I cos ( T + I cos (T)

onde cada Iy, € dado por:

2 T
I — T/o (t) cos () de, ko= 0.1,.m.

Suponha que em certo experimento vocé mediu a corrente I, em vdrios instantes de tempo e obteve a
tabela a sequir:

t(seg.) o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
ING) 100 94 80 60 31 0 -30 —58 —81 —95 —101

11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
-9 —-82 —-60 —-30 0 32 59 80 95 99

a) Considerando T = 20, calcule: Iy, I1,. .., Is.

b) Desprezando os erros de arredondamento o que vocé pode concluir sobre a verdadeira ex-
pressdo da funcdo para I,(t)?

11.11 - O servigo de protecio ao consumidor (SPC) tem recebido muitas reclamagoes quanto ao peso
real do pacote de 5kg do agiicar vendido nos supermecados. Para verificar a validade das reclamagaes,
o SPC contratou uma firma espacializada em estatistica para fazer uma estimativa da quantidade de
pacotes que realmente continham menos de bkg. Como € invidvel a repezagem de todos os pacotes, a
firma responsdvel pesou apenas uma amostra de 100 pacotes. A partir destes dados e utilizando métodos
estatisticos eles puderam ter wma boa idéia do peso de todos os pacotes existentes no mercado.
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Chamando de x; o peso do pacote i, tem-se que a média da amostra T € dada por:

n
_ 1
.’£:7§ Z;,
n-
=1

onde n € o numero de pacotes da amostra. Serao omitidos os pesos, face ao elevado niumero de pacotes
examinados.

Calculando-se a média:

1
T = — 499.1 = 4.991kg .
T 100 X 499 991kg

O desvio padrao que € uma medida estatistica que dd uma nocdao da dispersao dos pesos em relagdao a
média € dado por:

1 & )
n_lz(x—xi) .

=1

S = +

Para os dados deste problema tem-se que S = 0.005kg.

Supondo-se verdadeira a hipdtese de que a variacao do peso dos pacotes nao € tendenciosa, isto €,
que o peso de um pacote € funcdo de uma composicao de efeitos de outras varidveis independentes, entre
a quats podemos citar: regulagem da mdquina de ensacar, variacao da densidade do acicar, leitura do
peso, etc.; pode-se afirmar que a varidvel do peso tem uma distribuicao normal. O grdfico da distribuicao
normal € apresentado a sequir:

A forma analitica desta funcao é:
1(z—x\°
1
oy = = SUFT)
SV2r

O wvalor de f(x) € a frequéncia de ocorréncia do valor x. A integral de f(x) fornece a frequéncia
acumulada, isto é:

Fao) = [ OO fe) dz

¢ a probabilidade de que x assuma um valor menor ou igual a xg. Graficamente, F(xo) € a drea hachurada
na figura a sequir:
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No problema em questao, o que se deseja € determinar :

1 ()
F(5) = —c : dz .
(5) [oo 0.005 v2m

Observagoes:

1) [Z f(z) de=1.

2) A curva é simétrica em relagdo a média (T), logo:

/1 fz) do = /OO f(z) dz = 0.5.

T

11.12 -A definicao da integral impropria é:
9] b
I = / f(z) doz = blim / f(z) dz .
a —Ja

Se essa integral for convergente podemos avalid-la aproximadamente por método numérico. Por exem-
plo, a integral exponencial Fi(x) pode ser avaliada tomando o limite superior U suficientemente grande

ems: v
Ei(z) = / ¢ dv ~ / ¢ dv .

Sabemos que U € “suficientemente grande” quando as contribuicdes adicionais ao fazer U maior sao
despreziveis. Estimar EI(0.5) .

Note que pode-se usar subintervalos maiores a medida que v cresce. Compare o valor obtido com o
valor tabular: 0.5598.

11.13 - A secao reta de um veleiro estd mostrada na figura a sequir:
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=1
% __z 0m
cabos de
suporte 9R
vento
mastro Il: ™
T |
1 2=0
3m

A for¢a que o vento exerce sobre o mastro (devido ds velas), varia conforme a altura z ( em metros)
a partir do convés. Medidas experimentais constataram que a forca resultante exercida sobre o mastro
(em N) é dada pela equagdo:

10
z —2z
F: d = 10
e, g6 = e

Deseja-se saber a linha de acao de F', isto €, o ponto onde pode-se aplicar uma for¢ca de mesmo maodulo,
direcao e sentido de I, tal que o efeito sobre o mastro seja o mesmo de F'. Esse ponto, localizado a uma
altura d do convés do barco, pode ser determinado a partir da sequinte equacao:

_ folo z f(z) dz .
Jo" f(z) dz

Pede-se entao calcular o valor de d, usando formula de quadratura sobre pontos igualmente espacados
de h.

11.14 - Suponha que a dgua em uma represa exerce uma pressao sobre a face esquerda da mesma, como
mostrada na figura:

y
z
60 t-------- 200
+ e 190
40 + — 175 /
N 160 ——
20 + — 135 ——
+ — 130
0 122

(a) (0)

Essa pressao pode ser caracterizada pela expressao:

p(2) = pg(D—z),
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onde p(z) é a pressdo (em N/m?) na altura z (em m) a partir do fundo do represa. A densidade da
dgua p € suposta constante e vale 103 kg/m3, a acelerag¢do da gravidade vale 9.8m/s?, e D é a altura
(em m) da superficie da dgua a partir do fundo do represa. Sabe-se que a pressio aumenta linearmente
com a profundidade, como mostrado em (a). A forca total f; sobre a face esquerda da represa pode ser
calculada multiplicando-se a pressao pela drea da face da represa. A largura da represa para diferentes
profundidades, estd mostrada em (b). Assuma que a largura da represa varia linearmente desde 200m (
na superficie) até 122m ( a 60 m de profundidade).

Assim a forca resultante sobre a face da represa pode ser obtida através de:

D
ﬁ :né pgw() (D—2) dz,

onde w(z) € a largura da represa na altura z a partir do fundo. Determine a altura d da linha de agdo
da forca resultante, que pode ser obtida através do cdlculo de:

I zpgwz) (D-=2)
1

d = dz .
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TABELA 1 IY fla)ds

;

0.5773502691

0.7745966692
0.0000000000

0.8611363115
0.3399810435

0.9061798459
0.5384693101
0.0000000000

0.9324695142
0.6612093864
0.2386191860

0.9491079123
0.7415311855
0.4058451513
0.0000000000

0.9602898564
0.7966664774
0.5255324099
0.1834346424

Ai

(1)0.1000000000

0.5555555555
0.8888888888

0.3478548451
0.6521451548

0.2369268850
0.4786286704
0.5688388888

0.1713244923
0.3607615730
0.4679139345

0.1294849661
0.2797053914
0.3818300505
0.4179591836

0.1012285362
0.2223810344
0.3137066458
0.3626837833
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TABELA 2 [' (1-42)" f(z)da

ZT; Ai

a=-1/2
N =2

0.7071067811 (1)0.1570796326
N =3

0.8660254037 (1)0.1047197551

0.0000000000 (1)0.1047197551
N =14

0.9238795325 0.7853981633

0.3826834323 0.7853981633
N =5

0.9510565162 0.6283185307

0.5877852522 0.6283185307

0.0000000000 0.6283185307
N =6

0.9659258262 0.5235987755

0.7071067811 0.5235987755

0.2588190451 0.5235987755
N =7

0.9749279121 0.4487989505

0.7818314824 0.4487989505

0.4338837391 0.4487989505

0.0000000000 0.4487989505
N =8

0.9807852804 0.3926990816

0.8314696123 0.3926990816

0.5555702330 0.3926990816

0.1950903220 0.3926990812
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TABELA 3 1S e f(x)da

Ly

0.5857864376
(1)0.3414213562

0.4157745567
(1)0.2294280360
(1)0.6289945082

0.3225476896
(1)0.1745761101
(1)0.4536620296
(1)0.9395070912

0.2635603197
(1)0.1413403059
(1)0.3596425771
(1)0.7085810005
(2)0.1264080084

0.2228466041
(1)0.1188932101
(1)0.2992736326
(1)0.5775143569
(1)0.9837467418
(2)0.1598297398

A;

0.8535533905
0.1464466094

0.7110930099
0.2785177335
(-1)0.1038925650

0.6031541043

0.3574186924
(-1)0.3888790851
(-3)0.5392947055

0.5217556105

0.3986668110
(-1)0.7594244968
(-2)0.3611758679
(-4)0.2336997238

0.4589646739
0.4170008307
0.1133733820

(-1)0.1039919745

(-3)0.2610172028

(-6)0.8985479064
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TABELA 4

2

e " f(z)dx

Xg

0.7071067811

(1)0.1224744871
0.0000000000

(1)0.1650680123
0.5246476323

(1)0.2020182870
0.9585724646
0.0000000000

(1)0.2350604973
(1)0.1335849074
0.4360774119

(1)0.2651961356
(1)0.1673551628
0.8162878828
0.0000000000

(1)0.2930637420
(1)0.1981656756
(1)0.1157193712

0.3811869902

A

0.8862269254

0.2954089751
(1)0.1181635900

(-1)0.8131283544
0.8049140900

(-1)0.1995324205
0.3936193231
0.6453087204

(-2)0.4530009905
0.1570673203
0.7246295952

(-3)0.9717812450
(-1)0.5451558281
0.4256072526
0.8102646175

(-3)0.1996040722
(-1)0.1707798300
0.2078023258
0.6611470125
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Capitulo 12

Solucao Numeérica de Equacoes
Diferenciais Ordinarias

12.1 Introducgao

Muitos problemas encontrados em engenharia e outras ciéncias podem ser formulados em termos de
equagoes diferenciais. Por exemplo, trajetorias balisticas, teoria dos satélites artificiais, estudo de redes
elétricas, curvaturas de vigas, estabilidade de avioes, teoria das vibragoes, reagoes quimicas e outras
aplicacoes estao relacionadas com equacgoes diferenciais. O objetivo deste capitulo é apresentar uma
introdugao a resolucao de equagoes diferenciais ordindrias através de métodos numéricos.

A equacao:

y = @), (12.1)

é chamada Equagao Diferencial de primeira ordem. Nesta equacao f é uma funcao real dada, de
duas variaveis reais = e y, e y ¢ uma fungao incégnita da varidvel independente x. Além disso, y e f podem
ser vetores, caso em que teremos um sistema de equagoes diferenciais de primeira ordem. Trataremos
inicialmente apenas o caso escalar.

Resolver corresponde a se determinar uma fungéo y = y(x), diferencidvel, com z € [a, b] tal que
y'(x) = f(z,y(x)). Qualquer fungdo que satisfaga essa propriedade é uma solugdo da equagao diferencial
(12.1). Por exemplo, a funcdo y(z) = Ce® ¢, para qualquer valor da constante C, uma solucdo da
equacao diferencial 4’ = . Assim, cada equacao diferencial de primeira ordem possui um ntmero infinito
de solugoes. Contudo, podemos selecionar uma solucao particular, se junto com a equacao diferencial for
dado o valor da solugao y(x) em um ponto, por exemplo, y(zg) = yo (chamada condic¢ao inicial). Se para
a equacao diferencial: 3y’ = y é dado que y(0) = 1 entdo obtemos C' = 1 e assim a solugdo do (p.v.i.) é
y(z) = e*.

A equacao diferencial juntamente com a condigdo inicial constituem um problema de valor inicial,
(p.v.i), isto é:

y = f(x,y)
(12.2)
y(xo) = Yo

O seguinte teorema, estabelece condigoes sobre a f(x,y) as quais garantem a existéncia de uma tnica

solugdo do (p.v.i) (12.2).

379
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Teorema 12.1 - Existéncia e Unicidade - Seja f(x,y) definida e continua em D = {(x,y) / a <
x < b; —00 <y < o0; aebffinitos} . Suponhamos que existe constante L > 0 tal que

[f(z,y) = fle,y")] < Lly—y*|, V(z,y), (z,y") € D.

Entdo, se yo ¢ um nimero dado, existe uma tnica solu¢do y(z) do (p.v.i.) (12.9), onde y(z) é
continua e diferencidvel para todo (x,y) € D.

Prova: A prova deste teorema pode ser encontrada em [Henrice, 1962].

A grande maioria das equagoes encontradas na pratica nao podem ser solucionadas analiticamente;
o recurso de que dispomos é o emprego de métodos numéricos. Para todos os métodos descritos neste
capitulo consideraremos o (p.v.i.) com a hipétese que f satisfaz as condigoes do Teorema 7
o qual garante que o problema tem uma tnica solugao continuamente diferencidvel, a qual indicaremos
por y(z). Também consideraremos a sequéncia de pontos {z,} definida por:

Tp=x9+nh; n=0,1,... N,

onde zg=a, ty =b, e N = b—a

Dizemos que o comprimento do intervalo, h, é o tamanho do passo, os pontos z,, sao os pontos
da malha e N é o niimero de passos.

Uma propriedade importante dos métodos computacionais para a solugao de ([12.2)) é a discretizagao,
isto é, desejamos obter a solugdo aproximada do (p.v.i.) ndo num intervalo continuo a < z < b, mas sim

num conjunto discreto de pontos {z,, / n=0,1,...,N}.
Denotaremos por: vy, uma aproximagao para a solu¢do tedrica em x,, isto é: y, ~ y(x,) e por
fn = f(xnvyn)

Nosso objetivo é entdo determinarmos aproximagoes y, da solucdo verdadeira y(x,) nos pontos da
malha. Portanto a solugdo numérica serd uma tabela de valores dos pares (zn,yn), Un = y(Tn)-
Veremos a seguir alguns métodos para solucdo numérica de ((12.2]).

12.2 Método de Taylor de Ordem ¢

O primeiro método que discutiremos nao é exatamente um método numeérico, mas é algumas vezes
usado em combinagao com esquemas numéricos; € de aplicabilidade quase que geral, e servird como
introdugao para outras técnicas que estudaremos.

Consideremos o (p.v.i.) . A fungdo f pode ser linear ou ndo, mas vamos admitir que f seja
continua e suficientemente derivavel em relagdo a = e y. Seja y(x) é a solugdo exata de . A expansao
em série de Taylor para y(z,, + h) em torno do ponto z,,, é dada por:

ylxzn +h) = ylz,) + hy'(z,) + gy”(xn) +...
(12.3)

+1
+ %y(Q)(xn) + (erl)!y(q+1)(fn) v T <& <xpt+h,

onde o dltimo termo € o erro de truncamento local.

As derivadas na expansao nao sao conhecidas explicitamente, uma vez que a solugao exata
nao é conhecida. Contudo, se f é suficientemente derivavel, elas podem ser obtidas considerando-se a
derivada total de y' = f(x,y) com respeito a x, tendo em mente que f é uma fungao implicita de y.
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Assim sendo, obtemos para as primeira derivadas:

y/ = f(x7y)7
y// = f/: 85""25 Ellfqy; fa:""fyfa
(12.4)
g

= f;wc"’f:cyf"’fyacf+fyyf2+fyf1+f§f
= fmz+2fmyf+fyyf2+fmfy+fy2f'

Continuando desta maneira, podemos expressar qualquer derivada de y em termos de f(x,y) e de
suas derivadas parciais. Contudo, é claro que, a menos que f(x,y) seja uma fungdo muito simples, as
derivadas totais de ordem mais elevada tornam-se cada vez mais complexas. Por razoes praticas deve-se,
entao, limitar o nimero de termos na expansao . Truncando entao a expansao , apés (g +1)
termos; obtemos:

y(@n +h) = y(xn) +h f(@a, y(zn)) +.. + ? f(q 1)(xn7y(xn)) .

Esta equacao pode ser interpretada como uma relacao aproximada entre valores exatos da solucao de
(12.2). Uma relac@o exata entre valores aproximados da solugao de (12.2)) pode ser obtida substituindo-se

y(xn) por yn e f9)(x,, y(z,)) por f(]) j=0,1,...,qg — 1. Fazendo isso, obtemos:

2

h” h? -1
Yn+1 :Z/n+hfn+§f7z+-~'+?fn ) (12'5)

que é chamado Método de Taylor de ordem g.
Exemplo 12.1 - Resolver o (p.v.i):
Yy = —y+az+2 ;

usando o método de Taylor de ordem 3.
Solugao: Temos que o método de Taylor de ordem 3 é dado por ((12.5)), com ¢ = 3, isto é:

h2 h3
Yntl = Yn+h fr+ fn+ . (12-6)

Desde que f = —y + = + 2, obtemos:

ff= 1+(-)(-y+z+2) = y—z-1,

f//

“1+(1)(—y4+2x+2) = —y+a+1.
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Fazendo n = 0 em (|12.6]), obtemos:

h? h3
Yy = yo+hfo+?f6+§ 0 -

Observe que para calcular y; devemos avaliar f e suas derivadas em (zg, y9). Temos que o intervalo,
onde desejamos obter a solugao do (p.v.i.), é [0,0.3] e yo = 2. Assim (xg,yo) = (0,2). Logo:

fo = f(zo,v0)=f(0,2)=-240+2=0,
fo = [flzo.p)=f02)=2-0-1=1,
¢ = f@oy0)=1"(0,2)=-24+0+1=—1.
Portanto:
y1 = 2+ 0.1(0) + wu) + (0371!)3(,1)

= 2.0048 ~y(x1) = y(0.1) .
Fazendo agora n =1 em ((12.6)), obtemos:
h73 11
3

Assim para calcular yo devemos avaliar a f e suas derivadas em (x1,%1). Temos que h = 0.1 —
(z1,91) = (0.1,2.0048). Portanto:

h2
Yo = y1+hf1+7f{+

fi = flx,91) = f(0.1,2.0048) = —2.0048 + 0.1 + 2 = 0.0952 ,
1 = [f(z1,y1) = f'(0.1,2.0048) = 2.0048 — (0.1) — 1 = 0.9048 ,
7= f(x1,y1) = £7(0.1,2.0048) = —2.0048 4+ 0.1 + 1 = —0.9048 .
Logo:
(0.1)2 (0.1)3
yo = 2.0048 +0.1(0.0952) + 5 (0.9048) + 30 (—0.9048)

= 20186 ~y(zz) = y(0.2).
Finalmente, fazendo n = 2 em ([12.6]), obtemos:

h2 ! h3 1"
ys = 2th ot o fot o fo
Temos que (z2,y2) = (0.2,2.0186). Assim:
fo = f(z2,y2) = £(0.2,1.9603) = —2.0186 + 0.2 + 2 = 0.1814 ,
fo= f(xa,y2) = £/(0.2,1.9603) = 2.0186 — 0.2 — 1 = 0.8186 ,

5 " (z2,y2) = £7(0.2,1.9603) = —2.0186 + 0.2 + 1 = —0.8186 .
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Portanto:

(0.1)2 (0.1)3

3!

s 2.0186 + 0.1(0.1814) + (0.8186) + (—0.8186)

= 2.0406 ~y(z3) = y(0.3).

Assim a solugdo do (p.v.i.) dado é:

0 2 2

0.1 | 2.0048 | 2.00484

0.2 | 2.0186 | 2.01873

0.3 | 2.0406 | 2.04082

onde a ultima coluna foi obtida através da solugdo exata do (p.v.i.) que é: y(x) = e * + 2+ 1.

Observe que nem sempre podemos aplicar o método de Taylor de ordem ¢, com ¢ qualquer, como
pode ser observado no préximo exemplo.

Exemplo 12.2 - Resolver o (p.v.i):

usando o método de Taylor de ordem 3.

Solugdo: Temos que o método de Taylor de ordem 3 é dado por (12.6). Inicialmente calculamos as
derivadas da f. Temos que:

1
"o I =
y o= f 5Y

._1—
y_3y7

—2
3

ol
ol

Observe que a derivada segunda de y nao existe, desde que yo = 0. Assim, s6 podemos utilizar o
método de Taylor com ¢ = 1.

Assim as desvantagens do método de Taylor de ordem ¢ sdo: calcular as derivadas da f e a cada passo
avalid-las nos pontos (z,,y,), € o fato de nem sempre podermos utilizar o método com ¢ qualquer.

12.3 Meétodos Lineares de Passo Multiplo

Inicialmente, para resolver o (p.v.i.) (12.2), descreveremos os Métodos Lineares de Passo
Multiplo ou Métodos de k-passos.
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Definicao 12.1 - Um método linear de passo multiplo ¢ definido pela segquinte relagao:

k k
Z Qj Yntj = h Z Bi frti s (12.7)
j=0 j=0

onde o e B; sdo constantes arbitrdrias independentes de n, com ai # 0 e ag e By ndo ambos nulos.

Vamos supor o, = 1.

Dizemos que o método (12.7)) é explicito se §; = 0 e implicito se 3y # 0.
Os métodos de passo multiplo podem ser obtidos de varias maneiras. Veremos a seguir algumas
técnicas de como obter tais métodos .

12.3.1 Obtidos do Desenvolvimento de Taylor

Descreveremos aqui como obter métodos lineares de passo multiplo para resolver (12.2)), baseados no
desenvonvimento da solugao exata do (p.v.i.) em série de Taylor. Novamente, a funcio f pode ser linear
ou nao, mas vamos admitir que f seja continua e suficientemente derivdvel em relacao a x e y.

I) O método mais simples de passo multiplo é obtido fazendo ¢ = 1, no método de Taylor de ordem g,
férmula (12.5). Obtemos entdo o método explicito de 1-passo:

Ynt1 = Ynth fn, (12.8)
chamado Método de Euler.
Exemplo 12.3 - Usando o método de Euler, resolver o (p.v.i.) do exemplo|(12.1]
Solucao: Fazendo n =0, em , obtemos:
yi=yo+h fo=2 4 01(0) =2 ~ y(z1) =y(0.1),
onde f; foi calculada no exemplo Fazendo agora n = 1, em , segue que:
Yo =y1 +hfi =2+0.1(0.1) = 2.01 ~ yx)=1y(0.2),

desde que f1 = f(z1,y1) = f(0.1,2) = —240.142 = 0.1. Finalmente, fazendo n = 2 em , obtemos:

ys = Y2 + hfz =2.014+0.1(0.19) = 2.019 ~y(x3) = y(0.3),

desde que fo = f(x2,y2) = £(0.2,2.01) = —2.01 + 0.2 + 2 = 0.19.

Assim a solugéo do (p.v.i.) dado é:

Tn | Yn
0 | 2

0.1] 2

0.2 | 2.01

0.3 | 2.019
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Compare os resultados obtidos com os do exemplo Como pode ser observado os resultados
obtidos pelo método de Euler nao sao de boa qualidade. Em geral, o método de Euler tem, na verdade,
mais importéancia tedrica do que pratica. E necessédrio entao estabelecermos métodos mais precisos.

IT) Considere agora o desenvolvimento de y(z,, + h) e y(x, — h) em série de Taylor em torno do ponto

T, isto é:
2 3
Y(aa+h) = y@n) + hy'(e) + By + By @)+

2 3
y(xn —h) = y(z,) — hy'(z,) + %y"(xn) — %y”'(xn)Jr... .

Calculando y(z, + h) — y(z, — h), obtemos:

y(x, +h) — ylx, —h) = 2hy'(z,) + %Sy’”(:rn) +... .
Considerando apenas o primeiro termo do lado direito da expansdo acima, substituindo y(z,, + h) por
Yn+1s Y(xn — h) por yn_1 e y'(z,) por f,, obtemos:
Yntl — Yn—1 = 2hfn .
Esta formula pode ser colocada na forma trocando n por n + 1. Fazendo isso, obtemos que:
Ynt2 = Yn + 2hfniq, (12.9)
que é um método explicito de 2-passos chamado Regra do Ponto Médio.
Observe que para resolver um (p.v.i.) usando um método explicito de 2-passos, como é o caso da

regra do ponto médio, devemos ter disponiveis além do valor de yg, o valor de y;. Assim, o valor de 1
deve ser obtido de alguma outra forma, por exemplo, usando método numérico de 1-passo.

Exemplo 12.4 - Resolver o (p.v.i.) do exemplo através da regra do ponto médio. Use o método
de Taylor de ordem 2, para obter os valores iniciais necessdrios.

Solugao: Temos que: o valor de yg é dado no (p.v.i.) e para calcular y;, usaremos o método de Taylor
de ordem 2, o qual é dado por ([12.5)), com ¢ = 2, isto é:

h2
Yn+1 = yn"‘hfn"‘? fqlm
Os valores de fj e de f{ j& foram calculados no exemplo Assim:

(0.1)2

y1 = 2+ (0.1)(0) + (1) =2.0050 ~ y(z1) =1y(0.1) .

Agora fi = f(z1,11) = £(0.1,2.0050) = —2.0050 + 0.1 + 2 = 0.0950.

Assim, fazendo n = 0, em ([12.9)), obtemos que:
Y2 =10 + 2hfi =2 + 2(0.1)(0.0950) = 2.0190 ~ y(z3) = y(0.2) .

Finalmente, desde que fo = f(z2,y2) = f(0.2,2.0190) = —2.0190+0.2+2 = 0.1810, obtemos, fazendo
n=1,em (Z9), que:

ys = 1 + 2hfy = 2.0050 +2(0.1)(0.1810) = 2.0412 ~ y(x3) = y(0.3) .

Assim a solugéo do (p.v.i.) dado é:



CAPITULO 12. SOLUCAO NUMERICA DE EQUACOES DIFERENCIAIS ORDINARIAS 386

T | Yo
0 2

0.1 | 2.0050

0.2 | 2.0190

0.3 | 2.0412

Observe que o resultado aqui é mais preciso do que o obtido pelo método de Euler.

12.3.2 Obtidos de Integracao Numérica
Descreveremos aqui como obter métodos lineares de passo miiltiplo para resolver o (p.v.i.), ,

obtidos a partir de férmulas de integracao numérica.

Integrando a equacao diferencial de primeira ordem, do (p.v.i.) (12.2), de z,, até z,x, obtemos:

/z T ) do = /I T b)) da (12.10)

n n

Agora, desde que o lado esquerdo de (12.10) pode ser integrado exatamente, obtemos que a solucdo
exata de (|12.2)) satisfaz a identidade:

otk
Y(Enik) — y(En) = / fley(x)) de (12.11)

‘n

para quaisquer dois pontos z, e T,y em [a,b]. Assim, para diferentes valores de k, apds aproximar a
integral do lado direito de (|12.11]), obtemos diferentes métodos lineares de passo multiplo. De fato:

I) Fazendo k = 1 em ({12.11)), obtemos:

) —uen) = [ " (@) de

n

e assim podemos aplicar a regra do trapézio, férmula (11.6)), para calcular a integral, na expressio acima
desde que a mesma estd sendo avaliada entre dois pontos consecutivos. Fazendo isso, segue que:

Y(rns2) = 9(oa) + o [Fny(n) + Fnen, yons))]

Substituindo y(x,) e y(xn+1) POT Yn € Ynt1, respectivamente, obtemos:
h
Yn+1 = Yn + 5 [fn + fn-i-l] » (12'12)
que é um método implicito de 1-passo chamado método do trapézio.
Observe que, (|12.12) é uma equagao implicita para y,4+1, uma vez que y,4+1 aparece como argumento
no segundo membro. Se f(z,y) for uma func¢do nao linear, ndo teremos, em geral, condi¢oes de resolver

(12.12) em relagdo a y,4+1 de uma forma exata. Assim métodos implicitos serdo usados nos métodos do
tipo Previsor-Corretor que serdao descritos mais adiante.
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IT) Fazendo k = 2 em ({12.11)), obtemos:

ans) —uen) = [ " (@) de

e assim podemos aplicar a regra % de Simpson, férmula 4) para calcular a integral na expressao

acima desde que a mesma estd sendo avaliada entre trés pontos consecutivos. Fazendo isso, segue que:

Ynsz) = y(n) + 5 @) + 47 @t pns) + fonszsylansa))]

e como no caso anterior, obtemos:

h
Yn+2 = Yn + g [fn + 4fn+1 + fn+2] ) (1213)
que é um método implicito de 2-passos chamado método de Simpson.

Observe que para poder aplicar o método (12.13)), precisamos além de utilizar métodos do tipo
Previsor-Corretor, também obter valores iniciais por métodos de 1-passo.

Além de aproximar a integral do lado direito de (12.11)), usando as férmulas de Newton-Cotes do tipo
fechado, dadas no Capitulo 11, podemos também obter métodos de k-passos, baseados em férmulas de
integracdo numérica, usando as férmulas de Newton-Cotes do tipo aberto, como veremos a seguir.

III) Seja P(z) o tnico polindémio de grau 2 passando pelos pontos:

(xnafn) ) (In+1afn+1) ) (zn+2afn+2) .
Usando a forma de Newton-Gregory para o polinémio de interpolagao, férmula (10.32]), obtemos:

A%,

P(x) = fo + (@ —3,)Af, + (z—xp) (@ — Tp41) 5

Agora, desde que os pontos x;, i = n,n + 1,n + 2 sdo igualmente espacados de h, podemos fazer a
T — Xy

seguinte mudanga de variavel: u = e assim:
u(u —1)

P(z) = P(zp+uh) = fn + uAf, + 5

A?f, .

Integrando a equacao diferencial de primeira ordem, do (p.v.i.) (12.2)), de z,+1 até x, 2, substituindo
Y(Tn+2) € Y(Tnt1) DPOr Ynt2 € Ynt1, respectivamente, e usando o fato que:

/%H fz,y(z)) doe = /M+2 P(z) dz = /12 P(z,, +uh) h du,

‘n+1 Tn++1

obtemos:

u(u—1)

2
wiz =~ v = [ [fn - ubf, + A?fn} du
1

u? 1 u? u? 2
= —A S (=——=)A? .
h[fnu+2 fn+2<3 2) fn]l
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Agora, pela féormula ((10.31]), temos que as diferencas ordinarias de ordens 1 e 2, sdo dadas, respecti-
vamente, por:

Afn = fnJrl_fna

Aan = fn+2 - 2fn+1 + fn .

Assim, substituindo as diferengas ordindrias na expressao acima e agrupando os termos semelhantes,
segue que:
h
Yn+2 = Yny1 T+ 12 [_fn +8 fnt1 + 5fn+2} ) (12'14)

que é um método implicito de 2-passos chamado Método de Adams-Moulton. Vale aqui a mesma
observacao dada no método de Simpson.

IV) De maneira semelhante ao método anterior, se aproximarmos f(z,y(x)) por um polinémio de inter-
polacao sobre os pontos (xn, fn) , (Tnt1, fnt1), isto é, por um polinémio do primeiro grau, e integrarmos
a equagao diferencial de primeira ordem, do (p.v.i.) (12.2), de 2,41 até z,42, obtemos:

h
Yntz = Yn+1 g [—fn +3 fatr1] (12.15)

que é um método explicito de 2-passos chamado Método de Adams-Bashforth. Como na regra do
ponto médio, para aplicar este método devemos obter, inicialmente, o valor de y; por método de 1-passo.

Exemplo 12.5 - Resolver o (p.v.i.) do exemplo usando o método de Adams-Bashforth. Use o
método de Taylor de ordem 2, para obter os valores iniciais necessdrios.

Solugao: Temos que: yo = 2 (condigao inicial), fo =0 e y; = 2.005, f; = 0.095) ( calculado no exemplo

112.4). Assim, fazendo n = 0 em ([12.15)), segue que:

h 1
Y2 i+ 5= fo+ 3] =2.005+ ;[-0+3(0.095)

= 2.0193 ~ y(z2) = y(0.2) .

Agora f(z2,y2) = £(0.2,2.0193) = —2.0193 + 0.2 + 2 = 0.1807. Assim, fazendo n = 1 em (12.15)),
obtemos:

h 1
Ys v + 5 [=f1 + 32 = 2.0193 + £ [~0.095 + 3(0.1807)

= 2.0417 ~ y(xz3) = y(0.3) .

Assim a solugdo do (p.v.i.) dado é:

Tn | Yn
0 2

0.1 | 2.005

0.2 | 2.0193

0.3 | 2.0417
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Observe que todos os métodos de passo multiplo obtidos via integracao numérica satisfazem:

oap=1, aj=-1 e a;=0,7=0,1,...,7—-1,7+1,....k—1.

Existem outras maneiras de se obter métodos lineares de passo multiplo, entretanto julgamos que os
métodos aqui apresentados dao uma boa idéia ao leitor do que sejam tais métodos e como podem ser
aplicados.

Exercicios

12.1 - Mostre que, fazendo k =3 em (12.11), e usando a férmula , obtem-se:
3h
Ynt3 = Yn + ) [frn +3(fas1 + fare2) + fays]

que € um método implicito de 3-passos chamado método % de Simpson.

12.2 - Considere os seguintes problemas de valor inicial:

y/:y2+1

a)
y(0) =0 ; 0<zxz<1 ; h =02
y = 2y

b)
y(0) = 1 0<z<06 ; h = 03
y = —wy

¢)
y(0) = 2 0<x2<03 ; h =01

Resolva-os pelo:
a) método de Euler,
b) método de Taylor de ordem 2,
¢) regra do ponto médio,

d) método de Adams-Bashforth,

usando para os itens c) e d), o item b) para obter os valores iniciais necessdrios,

12.3.3 Ordem e Constante do Erro

Analisaremos aqui a Ordem e a Constante do Erro, para os métodos lineares de passo multiplo

definidos por (12.7)).
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Definicao 12.2 - Definimos o operador diferenca linear L, associado ao método linear de passo
mailtiplo , por:

k
Lly(x);h] = > logy(x+jh) — hBy' (@ +jh)] (12.16)
=0

onde y(x) € uma fungdo arbitrdria continuamente diferencidvel em |a,b].

Expandindo y(z+jh) e y'(z+jh) em série de Taylor em torno do ponto x, desenvolvendo o somatério
e agrupando os termos semelhantes, obtemos:

Lly(x);h] = Coy(x) + Crhy' () + ...+ CyhyD(z) + ... , (12.17)
onde
CO = Oéo+0t1+...+0[k-,
Cy = ar420m+...+kay — (Bo+br+...+06k), (12.18)
1 1 -1 -1
Cq = a(a1+2qa2+...+kqak) — W(ﬁl‘f‘zq ﬁ2++kq Bk)

Definicao 12.3 - O operador diferenca e o método linear de passo multiplo associado ,
tém ordem g, se em ,Co=C1=...=C;=0eCyt1 # 0. Cgs1 € chamada de constante do

€erro.

Exemplo 12.6 - Obter a ordem e a constante do erro para:
a) o método de FEuler,

b) a regra do trapézio.

Solugao: Temos que o método de Euler é dado por ([12.8)), de onde deduzimos que:

Qp = _]-7 ﬂO = 13
a1 = 1, 51 = 0.
Assim:
Co = ap+om :>00:—1+1=O,
Ci = a1—(Bo+p) = Ci=1-(1+0)=0,
1 1 1
Cy = 5(041)—(51) = 0225(1)—(0)25-

Logo, Cy = C1 =0 e Cy # 0. Portanto a ordem do método de Euler é ¢ = 1 e a constante do erro é
1
CQ = j
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O método do trapézio é dado por ((12.12]). Assim:

040:—]., ﬂ():%a
a; =1, 51=%~
Portanto:
Co = ap+a; = Ch=-1+1=0,
1 1
C, = 041—(50+51):>01=1—(§+§)=0,
o (5] _1 1_
Cy = o1 51:>C'2—2 2—0,
- (6751 ﬂl 71 17 1
o= g (2)!§0376 4 12

Logo, Co = Cy = Cs =0 e C3 # 0. Portanto a ordem do método do trapézio é ¢ = 2 e a constante do
erro é C3 = —112.

Exercicio

12.3 - Determinar a ordem e a constante do erro para:
a) regra do ponto médio,

b) método de Simpson,

c) método de Adams-Moulton,

d) método de Adams-Bashforth,
e) método % de Simpson.

12.3.4 Erro de Truncamento Local

Agora, podemos definir formalmente o erro de truncamento local de um método linear de passo
multiplo.

Definigao 12.4 - Definimos Erro de Truncamento Local, em x,,; do método linear de passo

maultiplo, definido por , por:

k
Toir = Lly(za)ih] = Y lagy(@ns;) — hBy (wnss)]

=0

onde y(z) € a solugio ezata do (p.v.i) (12.9).
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Observe que o erro de truncamento é chamado local, pois supomos que nenhum erro foi cometido
anteriormente, isto é, impomos:

Yn+j :y(xn+j), j=0,1,....k—1,

e entao so consideramos o erro em Yy, 4.

Pode-se mostrar que:
of
Thyr = 1—ﬁk@($n+k’§n+k) Y(Tnir) — Yntk) - (12.19)

onde &nik € (Yntks Y(Tngn))-

Supondo que a solugdo tedrica y(x) tem derivadas continuas de ordem suficientemente elevadas, entao
para ambos, métodos implicitos e explicitos, de (12.19) pode ser deduzido que

Y(Tntk) — Yntk = Cq+1hq+1y(Q+1)(xn) + O(hq+2)7
onde ¢ é a ordem do método. O termo Cq+1hq+1y(q+1)(nn) é frequentemente chamado de Erro de
Truncamento Local Principal.
Assim, o erro de truncamento local, para :

a) o método de Euler é dado por:

h2
o7 y"(€) , onde z, < & < Tpy1

isto ¢, o erro de truncamento local é da O(h?), e este é identicamente nulo se a solugdo de (12.2)) é
um polindémio de grau nao excedendo 1.

b) o método do trapézio é dado por:

h3
fﬁy’”(g) , onde T, < & < Ty,

isto é, o erro de truncamento local é da O(h3), o que representa um aperfeicoamento sobre o método
de Euler. Observe que o erro de truncamento local é exatamente o erro da regra do trapézio, formula

(11.14), visto que o lado esquerdo da expressao (12.10) é calculada exatamente.

Exercicio

12.4 - Determine o erro de truncamento local para:
a) regra do ponto médio,

b) método de Simpson,

c) método de Adams-Moulton,

d) método de Adams-Bashforth,

e) método % de Simpson.

As propriedades mais importantes dos métodos numéricos para resolver problemas de valor inicial sao
consisténcia e estabilidade.
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12.3.5 Consisténcia e Estabilidade

Descreveremos aqui as propriedades de consisténcia e estabilidade dos métodos de k-passos. Dado o
método linear de passo multiplo (12.7)), definimos, inicialmente:

k k
p&) =D a8 e 7€) = Y B¢,
=0 =0
como sendo o primeiro e segundo polindémio caracteristico, respectivamente.

Defini¢ao 12.5 - Um método linear de passo multiplo é estavel se nenhuma raiz de p(§) tem mddulo
maior do que 1 e toda raiz com mddulo 1 € simples.

Exemplo 12.7 - Verificar se o método de Simpson € estdvel.
Solugao: Temos que o método de Simpson é dado por ((12.13]), de onde deduzimos que:
a():—l, a1:0, a2:1.

Assim:
pl§) =€ -1 — ¢ =41
Logo as raizes tém maédulo 1 e sao simples. Portanto o método de Simpson é estavel.

Definigao 12.6 - Um método linear de passo miltiplo é consistente se tem ordem q > 1.
Assim, por ( 12.18), vemos que um método linear de passo multiplo é consistente se e somente se

k k k
Yaj =0 e DB = ja (12.20)
j=0 J=0 J=0

Exemplo 12.8 - Verificar se 0 método de Adams-Basforth € consistente.

Solugao: Temos que o método de Adams-Basforth é dado por (12.15)), de onde deduzimos que:

OLOZO, 60:_%3
041:717 ﬂl = %7
Oé2:1, ﬁ2:0
Assim:
Co = agtar+ay = Cog=0—-1+1=0,
1 3
Cr = o142~ (fo+ b1+ B2) = Ci=—5+5+0=0,

Assim, o método de Adams-Basforth é consistente.

Definicao 12.7 - Se o erro de truncamento local de um método de k-passos é: C’qﬂhq“y(q“)(nn),
entdo dizemos que o método € consistente de ordem gq.

Pelo Exemplo , vemos que o método de Euler é consistente de ordem 1 e que o método do trapézio
é consistente de ordem 2.
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Exercicio

12.5 - Determine a ordem de consisténcia dos sequintes métodos:
a) regra do ponto médio,
b) método de Simpson,

c) método de Adams-Moulton,

d) método % de Simpson.

12.3.6 Convergéncia

O resultado mais importante sobre métodos de passo multiplo é saber se a aplicagado de um determi-
nado método serd convergente para a solucao exata do problema de valor inicial. Seja o (p.v.i.) (12.2),
cuja solugao exata é y(x) e seja o método linear de passo multiplo ((12.7)).

Por convergéncia entendemos que os valores encontrados convergem para a solugao exata do problema,
isto é, que ¥, — y(z,) quando h — 0.

Definigao 12.8 - Um método linear de passo miltiplo é convergente se a sequinte afirmagao é ver-

dadeira: Seja f(x,y) satisfazendo as condi¢oes do Teorema [12.1l Se y(x) € solugdo do (p.v.i.) ,

entao:
’lligé Yn = y(on) ,
hn=z—a(fixo)

vale para todo x € [a,b] e todas as solugbes y, do método de passo mailtiplo tendo valores iniciais y,,
satisfazendo limp oYy = Yo, 0 =0,1,...,k — 1.

Assim para dar uma idéia de convergéncia, consideremos que estamos resolvendo um (p.v.i.), com os
seguintes comprimentos de passo: h = hy, %ho, zleho, e T — a fixo, como mostrado na Figura 12.1.

To T T2
: % | h = ho
a T
xo x1 Z2 x3 T4 1
L Il I I | h = ho
r T T T 1 Q
a T
o T T2 xrs3 T4 Ts Te X7 s 1
: % % % % % % % | h= gho
a T
Figura 12.1

Seja yn(h) a notagdo para o valor de y,, obtido por um método numérico quando o tamanho do passo
é h. Se estamos interessados, por exemplo, no valor de y(z) quando x = Z, (Figura 12.1), teremos con-
vergéncia se a sequéncia yg(ho)7314(%110)7yg(Zl[hO)7 convergir para o valor de y(Z), ou seja a verificagao
da convergéncia deve ser feita nos pontos da malha. Em geral, consideramos o caso em que h tende
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continuamente a zero, isto é, consideramos h = 0.1,0.01, .. ..

Antes de definirmos as condig¢oes que garantem a convergéncia dos métodos de k-passos, analisemos
o seguinte: quando calculamos o erro de truncamento local de um método de k-passos, intuitivamente,
esperamos que tal erro ocorra pela aplicacao do método linear de passo multiplo num passo simples, ou
seja que o erro ocorra apenas no calculo de ¥, pois consideramos na anélise do erro que a solugao nos
pontos anteriores sdo calculados exatamente. Entretanto, no cdlculo de y,,, n passos (aproximadamente)
sdo usados. Portanto se o erro de truncamento local for da O(h?™1), o erro em y,, sera:

nO(h?) = nhO(h?) = (z, —x0)O(h9) .
Assim, se h — 0 com z,, fixo, o erro global y(z,) — y, é da O(h9).
Definicao 12.9 - Um método linear de passo miutiplo é convergente de ordem q, se o erro:
Y(xn) —yn = O(h7) ,
quando h — 0, com x,, fixo.

Apresentamos assim uma idéia intuitiva de que se um método é consistente de ordem ¢ entao ele é
convergente de ordem ¢. Entretanto, podemos enunciar o seguinte teorema, o qual pode ser provado
rigorosamente.

Teorema 12.2 - Um método linear de passo mailtiplo é convergente de ordem q se e somente se é
estavel e consistente de ordem q.

Prova: A prova deste teorema pode ser encontrada em [Henrici, 1962].

Assim, tanto a consisténcia como a estabilidade de um método de k-passos sdo importantes para
garantir a convergéncia. Cabe salientar que enquanto a consisténcia controla o erro local em cada passo
a estabilidadade controla a forma pela qual o erro se propaga quando o numero de passos aumenta.
Além disso, quanto maior for a ordem de consisténcia do método, mais rapidamente obteremos a solucao
desejada.

Exemplo 12.9 - Considere o (p.v.i.):

y(0) =1 0<z<1 ; h =01

cuja solugdo exata € y(x) = e*.

Verifique que, usando o segquinte método:
Ynt2 = —3Yn +4Ynt1 —2hf, . (12.21)

com yp =1, e y; = 1.10517 nao obtemos a solugao do problema original. Analise entGo as condi¢oes que
garantem a convergéncia.

Solugao: A tabela a seguir mostra alguns dos valores obtidos com a aplicagdo do método:
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Tn Yn y(zn)
0 1 1

0.1 | 1.10517 | 1.10517

0.2 | 1.22068 | 1.22140

0.5 | 1.60638 | 1.64872

0.7 | 1.63634 | 2.01375

0.9 | -0.74079 | 2.45960

1.0 | -6.55860 | 2.71828

Vemos pelos valores obtidos que o método nao é convergente. Analisemos entao a consisténcia e a

estabilidade. De (|12.21]), segue que:

Yn+2 _4yn+1 +3yn - _2hfn .
e assim:
Qo = 37 50 = 725
ap = _47 ﬂl = 07
Qg = 17 62 = Oa
Portanto:
Co = agtaj+ay =Cy = 3—-4+4+1 =0,
Ci = o1 +20—0Fyg =C1 = —4+2+2 =0.

Logo o método é consistente. Mas,

p(§) = € —46+3 = (£-1)(€-3).

e assim as rafzes de p(§) sdo £ =1 e & =3 . Portanto o método nédo é estavel. Isso explica a nao
convergéncia do método.

Exercicios

12.6 - Verifique se o método explicito de dois passos:

h
Ynt2 — Yng1l = g[*an + 3fns1]

pode ser utilizado para resolver um (p.v.i.) com garantia de convergéncia.

12.7 - Mostre que o método implicito de dois passos:

h
_fn + 8fn+1 + 4fn+2] )

Yn+2 — Yn+1 = E[

nao € consistente.
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12.4 Métodos do Tipo Previsor - Corretor

Descreveremos aqui como utilizar um método linear de passo multiplo implicito, para determinar a

solugao do (p.v.i.) (12.2).

Para os métodos de k-passos implicitos, em cada passo, devemos resolver para y,+r a equacao:

k—1 k—1
Yntk = = Y QYnri + h D) Bifari + hBf(@ntis Ynrn) | (12.22)
j=0 j=0
onde Yn1j € fntj, j=0,1,...,k — 1 sao conhecidos.

Como j4 dissemos anteriormente, se f for uma funcao nao linear em y, nao teremos, em geral, condigoes
de resolver (12.22) em relacao a y,4x de uma forma exata. Entretanto pode ser provado que uma unica
solugao para y,,i existe e pode ser aproximada pelo método iterativo:

k—1 k—1
+1
?J?[{:k] = = > i + hY Bifar; + hﬂkf(wnJrk’yy[ﬂrk)v (12.23)
j=0 7=0
onde s = 1,2,..., e mantendo x,4) fixo, y}zoik, pode ser obtido usando um método linear de passo

miultiplo explicito. Assim,
k—1 k—1
0 * *
yLJ]rk = - Zajyn+j + hZﬁjfnJrj .
§=0 §=0

Ao método explicito chamaremos Previsor.

Com esse valor e o método implicito, (12.23)), o qual chamaremos Corretor, calculamos yiﬂrk , yiﬂk, e

Indicaremos por:
P: aplicagao do Previsor,
E: célculo de f(anrk,yErk),
C': aplicagao do Corretor.

O par PC serd entao aplicado no modo P(EC)™E, onde m é o ntimero de vezes que calculamos f
e aplicamos C. A iteragdo finaliza quando dois valores sucessivos de y, obtidos com a aplicacdo de C,
satisfazem a precisao desejada.

Duas questoes que surgem naturalmente vinculadas as férmulas corretoras sao:
1 - Sob que condigGes convergird a formula corretora?

2 - Quantas iteracoes serao necessarias para se atingir a precisao desejada?

A resposta a ultima pergunta dependerd de muitos fatores. Contudo, a experiéncia mostra que so-
mente uma ou duas aplicagbes da corretora sao suficientes, desde que a amplitude do intervalo h tenha
sido selecionada adequadamente. Caso verifiquemos que uma ou duas corre¢oes nao sao suficientes, sera
melhor reduzirmos a amplitude do intervalo h ao invés de prosseguirmos a iteracdo. Assim, na prética,
nao usamos m > 2.

A resposta a primeira questao estd contida no seguinte teorema.
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of

Teorema 12.3 - Se f(z,y) e g—‘; forem continuas em x e y no intervalo fechado [a,b], e se y nao se
anular neste intervalo, convergird, desde que h seja escolhido de modo a satisfazer:

B

h <

S

Prova: Pode ser encontrada em [Conte,19..].

Podemos agora definir formalmente a aplicacdo do par PC, no modo P(EC)™E: Calcular a cada
passo:

k—1 k—1
(0] x, [m] x p[m]
Ynin + D0 = h) B
=0 =0
paras=0,1,...,m—1,
e = Fanr vl
s+1 k—1 m k—1 m s
yr[ik] = _ijo ajy7[l+]j + hzjzo ﬁjfT[L-‘r]j + hﬁkfr[w]rk

e finalmente,
0 = Fnvynty) -

Exemplo 12.10 - Resolver o (p.v.i.) do exemplo usando o par PC, onde:

P: yni2 = Ynt1 + %[*fn+3fn+ﬂ7
(12.24)

C: Yny2 = Yn + %[fn +4fn1 + fn+2] )
no modo P(EC)E. Obter os valores iniciais necessdrios pelo método de Taylor de ordem 3.

Solugao: Temos que: yo = 2 e, pelo exemplo y1 = 2.0048. Assim, fazendo n = 0 em ([12.24)),
obtemos:

h 0.1
Py = gy o+ 3[3f1 — fol = 2.0048 + %[—0 + 3(0.0952)]

= 2.0191,
desde que, pelo exemplo fo=0¢e f1 =0.0952. Agora,

E: £V = fa2,y") = £(0.2,2.0191) = —2.0191 + 0.2 + 2
— 0.1809 .
Portanto:
h 0.1
C:y) = g+ g[f0+4f1+f2(0)] :2+(—3)[0+4(0.0952)+0.1809]

= 2.0187 ~y(z2) = y(0.2) .
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Agora:

E: fV Flaa,y) = £(0.2,2.0187) = —2.0187 + 0.2 + 2

= 0.1813 .

Finalmente, fazendo n = 1 em ((12.24]), obtemos:

h 0.1
Py = o+ 3[4 32 = 2.0187 + %[—0.0952 +3(0.1813)]
= 2.0411,
desde que f; = 0.0952 e £ = 0.1813. Agora,
E: f9 = flas, ") = £(0.3,2.0411) = —2.0411 4+ 0.3 + 2
= 0.2589 .
Portanto:
h
C: yél) = yn + g[fl +4f2+f3§0)]

1
= 2.0048 + %[0.0952 +4(0.1809) + 0.2589)]

= 2.0407 ~y(z3) = y(0.3).

Assim, a solugdo do (p.v.i.) dado é:

'r’fb yn
0.0 | 2.0000

0.1 | 2.0048

0.2 | 2.0187

0.3 | 2.0407

399

Compare os resultados obtidos com a solugao obtida nos exemplos anteriores. Lembre-se que a solugao

exata do (p.v.i.) é y(z) =e*+a+ 1.

12.4.1 Erro de Truncamento Local

Supomos a aplicagdo do par PC, no modo P(EC)™ ou P(EC)™E onde o previsor tem ordem ¢* > 0;

o corretor tem ordem ¢ > 1 e m > 1. Pode-se mostrar que: (ver [Lambert, 19..])

1) se ¢* > g entédo o erro de truncamento local principal do par PC é o mesmo do C.
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2) se ¢* =q—j; 0 < j < qentdo o erro de truncamento local principal do par PC' é:

2.1) omesmo do C'sem > j+1,
2.2) da mesma ordem do C, mas diferente dele se m = j,

2.3) da forma kh9—ITm+l 4 Q(RI7ITMF2) ge my < 5 — 1.

Exercicios

12.8 - Resolver o seguinte (p.v.i.):

y(0) = 1; z€10,04]; h = 0.2

usando o par PC, onde:
P: Yn+1 = Yn + hfna

Ct Yny1 = Yn + %[fn+fn+1]a
no modo P(EC)?E.

12.9 - Considere o (p.v.i.):

y(0) = 1; x €10,0.3]; h = 0.15
Resolva-o usando o par PC, onde:

P ypyo = yYny1 + %[*fn+3fn+l}'

C: Ynt+2 = Yn+1 T %[_fn + 8fn+1 + 5fn+2}
no modo P(EC)E, e o método de Taylor de ordem 3 para obter os valores iniciais necessdrios.

12.10 - Resolver o (p.v.i.):

usando o par PC, onde:

P yny3s = Ynyo + Thg[5fn - 16fn+1 +23fn+2] )

C: Yni2 = Yn + %[fn+4fn+l +fn+2}>

no modo P(EC)?E, e o método de Taylor de ordem 3 para obter os valores iniciais necessdrios.

400
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12.5 Método Geral Explicito de 1-passo

Muitas vezes desejamos resolver o (p.v.i.) usando um método de k-passos; k > 1. Precisamos
entao obter os valores iniciais necessarios, para se utilizar tal método, que sejam o mais preciso possivel.
Isto pode ser feito através do método de Taylor de ordem ¢, se possivel, pois nem sempre existem as de-
rivadas de ordem superior da f, ou entao pelos métodos de Runge-Kutta, desde que ambos sao métodos
explicitos de 1-passo. Os métodos de Runge-Kutta, assim como o método de Taylor de ordem ¢, também
podem ser utilizados para determinar a solugdo do (p.v.i.) para x € [a,b].

Definigao 12.10 - Um método geral explicito de 1-passo € definido pela relagao:
Yn+1 — Yn = h¢($n7ynvh) . (12.25)

onde ¢ € uma funcdo que depende de x,,y, € h.

12.5.1 Ordem
Definicao 12.11 - O método é de ordem q, se q € o maior inteiro tal que:

y(x +h) = ylz) = ho(z,y(x),h) = O(AT), (12.26)

onde y(z) € a solugdo ezata do (p.v.i.) (12.9).

12.5.2 Consisténcia
Definicao 12.12 - O método é consistente com o (p.v.i.) se:
¢(x,y,0) = f(z,y) . (12.27)
Exemplo 12.11 - Considere o método de Taylor de ordem q, dado por .
a) Verificar que € um método geral explicito de um passo.
b) Determinar sua ordem, usando (12.26).
c) Verificar se é consistente, usando (12.27).
Solugao: Temos por , que:

h? h

Ynit = Yo th ot op fute o 7Y

hy o
= Ynth|fot = f 4. +—— fl
2! q!

= Yn+ h(be(fn,ynv h) )
onde denotamos por ¢r(x,y,h), a fungdo ¢ do método de Taylor calculada no ponto (x,y), isto é:

q—

1
Srlay ) = fe) + o fle) bt hT F (@, y) (12.28)
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Assim (|12.5) é um método geral explicito de um passo. Agora,

y(l’ + h) - y(m) - h¢(x,y7 h)

h h
y(@) +hy'(z) + 59" (@) + ...+ ?y(‘”(af) +O(h™™)

q—1

@)~ Fa) ) e o T () O)

= O(h*t).

onde desenvolvemos y(x + h) em série de Taylor em torno do ponto x e substituimos ¢(z,y, h) pela ¢r .
Portanto o método de Taylor tem ordem ¢ e é consistente com o (p.v.i) (12.2), pois ¢(z,y,0) = f(z,y).

12.5.3 Convergéncia
Teorema 12.4 - Seja ¢(x,y, h) satisfazendo as condigoes:

i) ¢(x,y,h) € continua em

S={(z,y,h) a<x<b; —00 <y<oo; 0<h<hyho>0} .

it) ¢(x,y,h) satisfaz a condi¢ao de Lipschitz em relagao a vy, isto é:
[¢(x,y.h) — o(x,y" h)| < Lly—y|,
para todos os pontos (x,y,h) e (z,y*, h) em S.
Entao o método € convergente se e somente se € consistente.

Prova: A prova deste teorema pode ser encontrada em ...

Para todos os métodos que estudaremos aqui, as condigoes i) e ii) do Teorema sao satisfeitas
se f(z,y) satisfaz as hipGteses do Teorema Para tais métodos consisténcia é condicao necesséria e
suficiente para garantir convergéncia. Note que nao existe exigéncia correspondente a estabilidade, desde
que nenhuma solugao parasitica pode ocorrer com método de um passo.

Exercicios

12.11 - Considere o método de Fuler, dado por .

a) Verificar se € um método geral explicito de um passo.

b) Determinar sua ordem, usando .

c) Verificar se é consistente, usando .

12.12 - Mostre que um método do tipo consistente tem ordem pelo menos 1.

Estamos agora em condigoes de definir os métodos de Runge-Kutta.
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12.5.4 Meétodos de Runge-Kutta
Definicao 12.13 - O método geral de Runge-Kutta de R estdgios é definido por:

Yn+1 — Yn = h¢(mn7yn7h)7

onde
R
¢,y h) = Y ek, (12.29)
r=1
kl = f(x7y)7
r—1
ke = fle+ash, y+h Y buks); r=273,... R,
s=1

[e7%

r—1
> b r=23,...,R.
s=1

Para se obter métodos de Runge-Kutta devemos determinar as constantes c,,a, e b.s da definicao
12.13] Determinamos estas constantes comparando a expansio da fungéo ¢(z,y, h), definida por (12.29),

em poténcias de h, com a fungéo ¢r(z,y, h) do método de Taylor, (12.28)), no sentido de se obter métodos
de determinada ordem. Veremos a seguir como fazer isso.

Métodos de Runge-Kutta de ordem 2

Consideremos incialmente, que desejamos obter métodos de Runge-Kutta de 2 estdgios. Devemos
tomar entdao R = 2, na definigao (12.13). Assim:

d)(xvyvh) = clkl + C21627
ki = flz,y),
k2 = f($+02h7 y+hb21k1) s

Ay = b21 .
Portanto:
ko = f(x+ash, y + hasf) .

Desenvolvendo ko em série de Taylor em torno do ponto (z,y), obtemos:

a 2
b = Fy)+ @R le9) + (haaf)fy ) + OB g )

(hasf)?

+  (azh)(haz f) fay(z,y) + 2

fyy(z,y) + O<h3) .



CAPITULO 12. SOLUCAO NUMERICA DE EQUACOES DIFERENCIAIS ORDINARIAS 404

Portanto:
¢(z,y,h) = ciki + cake
(az2h)?
= clf + co f + (a2h)f:v + (G2hf)fy + Tf:cz
ashf)?
b2 hy + g o)
= (c1 +e2)f +coanh(fe + fyf)
ash)?
b et 20y + %) + O
onde agrupamos os termos de mesma poténcia de h. Denotando por:
F = fz+fyf e G = fxz+2ffxy+fyyf2~ (12~30)
obtemos:
(agh)? 3
o(x,y,h) = (c1 + c2)f + coashF + 51 oG 4+ 0(h%) (12.31)

Agora, podemos escrever a fungéo ¢r(z,y, h), (12.28), como:

¢T($a Y, h)

h ! h2 " 3

2

h h
f+ E(fa: +fyf) + ?(fxw +2facy f

_|_

Fyul? + fufy + 1y £) +O(?)

Agrupando os termos semelhantes e usando ((12.30]), obtemos:

2
brlwyh) = + OF + 5 (G4 f,F) + 00) (12.32)

Para determinar um método de 2 estégios e ordem méxima, comparamos (12.31)) com ((12.32]), obtendo:

cp + co =1
(12.33)
CoQ9 = %

Resolvendo esse sistema iremos obter métodos de Runge-Kutta de ordem 2, pois na definigao ,
temos hé(x,y,h) e portanto estamos impondo igualdade até termos da O(h?). Além disso, como o sis-
tema possui 2 equagoes e 3 incognitas, este possui infinitas solugoes e portanto podemos afirmar
que existem infinitos métodos de Runge-Kutta de 2 estigios e ordem 2.
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Observe que para se obter um método de Runge-Kutta de 2 estdgios e ordem 3, é necessario que além

de (12.33]) tenhamos:

2
asco 1 1
—-—G = -+ - f,F

2 66l

2
asca 1 1
= G—* = —f,F.

< 2 6) 6fy

A igualdade acima sé pode ser satisfeita impondo severas condigoes sobre a fungao f, e portanto ndao
existem métodos de Runge-Kutta de 2 estagios e ordem 3.

Assim, atribuindo um valor para uma das constantes em , obtemos as outras duas, em funcao
desta. Os métodos de Runge-Kutta de 2-estagios e ordem 2, mais usados sao obtidos tomando:

a)cg = 0= ¢ =1¢e€ ay = % Portanto:
Ynt1 = Yn + hka ,onde:
ki = f(@n,yn) , (12.34)
_ 1 1
k2 - f(xn"_ 2hayn+ 2hk1) )

que é conhecido como Método de Euler Modificado. Observe que apesar de k1 ndo aparecer
explicitamente, ele deve ser calculado a cada passo.

b) ¢ = % = ¢y = %6(12 = 1. Portanto:
Yntl = Yn + %(kl + ko) , onde:
ki = f(Tn,Yn) » (12.35)
ke = f(xn+ h,yn + hk1) ,

que é conhecido como Método de Euler Melhorado.

Exemplo 12.12 -Usando o método de Euler Modificado, resolva o (p.v.i.) do exemplo|12.1].

Solugao: Temos que yo = 2, (condigao inicial). Fazendo n = 0, em ([12.34)), obtemos:

y1 = y0+h1€2 s
onde:
kl = f(anyO):f(O,Q) :—2+O+2:0’
1 1 01 _ 0.1
ko = f (aﬁo+ §h7y0+ 2hk;1) =f (0+ 7724_ 2(0))

= £(0.05,2) = =24 0.05 + 2 = 0.05 .
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Portanto:
y1 = 2+0.1(0.05) = 2.005 ~ y(z1) = y(0.1) .

Fazendo agora n = 1, em ({12.34)), obtemos:

Y2 = y1 + hks,
onde:
ki = f(x1,91) = f(0.1,2.005) = —2.005+0.1+2=0.095,
ke = f (xl + %h,yl + ;hkq) =f (0.1 + 0?1)2.005 + 0;(0.095))
= £(0.15,2.0098) = —2.0098 + 0.15 4+ 2 = 0.1403 .
Portanto:

y2 = 2.0054+ 0.1(0.1403) = 2.0190 ~ y(z2) = y(0.2) .
Finalmente, fazendo n = 2, em (|12.34])), obtemos:

Yys = Y2 +hk2 3
onde:
ki = f(x2,y2) = £(0.2,2.0190) = —2.0190 + 0.2 + 2 =0.1810 ,
1 1 0.1 0.1
ky = f (!IJQ + §h7y2 + 2hk1> =f (02 + 77 2.0190 + 2(01810))
= £(0.25,2.0281) = —2.0281 + 0.25 + 2 = 0.2220 .
Portanto:

ys = 2.0190 + 0.1(0.2220) = 2.0412 ~ y(z3) = y(0.3) .

Assim, a solugdo do (p.v.i.) dado é:

Tn | Yn
0.0 | 2.00000
0.1 | 2.005
0.2 | 2.0190
0.3 | 2.0412

Métodos de Runge-Kutta de ordem 3

406

Se desejamos obter métodos de Runge-Kutta de 3 estagios, devemos além do que ja foi feito na secao
anterior, desenvolver também ks em série de Taylor, pois os métodos de Runge-Kutta de 3 estagios sao

obtidos a partir de:
Ynt1 = Yn + h(ciky + coka + c3ks) ,
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onde, k1 e ko possuem as mesmas expressoes do método de 2-estagios e,

ks = f(x+ has,y + hbzi k1 + b3aks)

= f(x+ has,y+ h(ag — bs2)k1 + bs2ks) ,

desde que ag = bs1 + bse. Devemos entao agrupar os termos semelhantes e comparé-los com a ¢r(x,y, h).
Como pode ser observado na secao anterior, a obtengao de métodos de Runge-Kutta envolve manipulacoes
tediosas, e assim serao omitidas. Daremos aqui apenas o sistema obtido quando se compara ¢ com ¢
para se obter métodos de Runge-Kutta de 3 estdgios e ordem méxima. Assim:

Cl+02+03:1
_ 1
02a2+63a3—§

(12.36)
c3bsaas = L
303202 = @

203 + c3a3 = %

que é um sistema de 4 equagdes e 6 incégnitas, onde comparamos os termos de ¢ e ¢ até O(h?).
Atribuindo valores a duas das varidveis obtemos as outras quatro em fungao destas. Novamente temos
infinitos métodos de Runge-Kutta de 3 estégios e ordem 3. Também nesse caso nao conseguimos métodos
de 3 estagios e ordem 4 a menos que se imponha condicoes sobre a f.

Os métodos de Runge-Kutta de 3 estdgios e ordem 3, mais populares, sao obtidos de (12.36]), fazendo:

a) ¢; = %ecz =0.

Assim, da primeira equagao, de (|12.36)), obtemos: cs = % Substituindo na segunda equacao segue

que %ag = % — az = % Finalmente da tltima equagao, resulta que:

o+ 2 (2) =1

que é satisfeita para qualquer valor de as. Escolhendo entao as = % obtemos da terceira equacao
que b3y = % Portanto:
Yntl = Yn + %(kl + 3ks3) ,onde :

k= f(mrwyn) )
(12.37)
ky = f(@n+ Shyn + $hky)

ks = f(@n+ Fhyn + Fhka) |

que é conhecido como Método de Heun. Novamente, o termo ko nao aparece explicitamente, mas
deve ser calculado a cada passo.
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b) co = cseay = as.

Substituindo os valores na segunda e quarta equacoes, segue que:

2c3a3 = % = C3a3 =
(12.38)
2cza3 = % = cza3 =

Substituindo em (12.38)), a primeira equacao na segunda obtemos que: as % = ap. Assim

c3 = % = co. Da primeira equagao obtemos: ¢; =1 —2c3 =1 — % — ) = 21[ . Finalmente, de
c3bzsas = % segue que: bgy = % Portanto:

Yn+1 = Yn + % ky + %(kz + kg):| ,onde :

ki = f(&n,yn) (12.39)

by = f(@n+ 3hyn+ 3hk1)
ks = f(za+ 3hyn + 3hky) |

que é conhecido como Método de Nystrom.

Exemplo 12.13 - Resolver o (p.v.i.) do exemplo usando o par PC dado por|12.24, no modo
P(EC). Obtenha os valores iniciais necessdrios pelo método de Heun, férmula .

Solugao: Temos que yo = 2, (condigdo inicial). Fazendo n = 0 em (12.37]), obtemos:

h
Y1 = Yo+ Z(kl + 3k3) ,onde :

ki = flzo,y0) = f(0,2)=-2+0+2=0,

1 1 0.1 0.1
ko = f($0+§h,yo+§hk1) = f(0+?,2+?(0)),

= £(0.0333,2) = —2 4+ 0.0333 + 2 = 0.0333

2 2 0.2 0.2
ks = flwo+ Shiyo+ k) = f(O+ ==, 2+ —=(0.0333))

= £(0.0667,2.0022) = —2.0022 + 0.0667 + 2 = 0.0645

Assim 01
y1 = 2+ T(O + 3(0.0645)) = 2.0048 ~ y(x1) = y(0.1)

Desde que y; = 2.0048, a determinagao de y2 e ys, usando o par PC dado por|12.24]} no modo P(EC),
fornece exatamente o mesmo resultado do exemplo [12.10} ou seja , a solugdo do (p.v.i.) dado é:
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Tn

0.0

0.1
0.2

0.3

Métodos de Runge-Kutta de ordem 4

Yn

[ 2.0000

2.0048

2.0187

2.0407
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Neste caso, a comparacao de ¢ com ¢, para se obter métodos de Runge-Kutta de 4 estagios e or-
dem maxima, fornece um sistema de 11 equagoes e 13 incégnitas. Cada solucao desse sistema define um
método de Runge-Kutta com ordem 4. Portanto existem infinitos métodos de Runge-Kutta de 4 estagios

e ordem 4.

O dois métodos mais utilizados de Runge-Kutta de 4 estagios e ordem 4 sao dados por:

Yntl — Yn = %[kl + 2(k2 + k3) + k4] ,onde :
ki = f(mnayn) )
_ 1 1
k2 - f(xn+2hayn+2hk1) ’
— 1 1
k3 = f(zn + Qhayn + Qth) )
ky = f(l‘n + h,yn —+ hkg) s
¢ h
Yn+l —Yn = g[k’l + 3(k2 + k3) + k4] ,onde:

ki = f(xmyn)v

_ 2 1
k3 - f(il?n + 3h7yn ghkl) + hk2) 9

ki = f(zy + h,yn + hk1 — hko + hk3) |

Exemplo 12.14 - Resolver o (p.v.i.) do exemplo usando o método dado por (12.40).

1
3

hki) ,

Solucgao: Temos que yg = 2. Fazendo n = 0 em ([12.40)), obtemos:

h
Y1 ="Yo + E[kl + 2(ka + k3) + k4] ,

(12.40)

(12.41)
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onde:

Portanto:

k1

ko

k3

ka

= f(x07y0) =0 3
= flxo+ 1h + lhk )
= Zo 5 » Yo B 1)
0.1 0.1
= f(0+7,2+7(0)):f(0.05,2):0.05 ,
= flwo+ 1h + 1hk )
- Zo ) > Yo 2 2)
0.1 0.1
= f(0+ 5 2+ 7(0.05)) = £(0.05,2.0025) = 0.0475 ,

= f(xo+ h,yo + hks) ,

= f(0+0.1,2+0.1(0.0475)) = £(0.1,2.0048) = 0.0952

0.1
y1 = 2+ ?[0 + 2(0.05 + 0.0475) + 0.0952]

= 2.00484 ~ y(x1) = y(0.1) ,

Fazendo n = 1 em ({12.40)), obtemos:

onde:

kq

)

k3

k4

h
Yo = Y1 + 6%1 + 2(ka + k3) + k4

Flz1,y1) = £(0.1,2.00484) = 0.0952 ,
[z + Lh + Lk )
T 2 » Y1 2 1)
0.1 0.1
J(O-14 55+, 2.00484 + == (0.0952)) = £(0.15,2.0096) = 0.1404

1 1

—h —hk
f($1+2,y1+2 2)7

0.1 0.1
F(0.1+ ==, 2.00484 + =-(0.1404)) = £(0.15,2.0119) = 0.1381 ,
f(x1+h,y1 + hks) ,

£(0.140.1,2.00484 + 0.1(0.1381)) = £(0.2,2.0187) = 0.1813 .

410
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Portanto:

0.1
y2 = 2.00484 + ~=[0.0952 + 2(0.1404 + 0.1381) +0.1813]

= 2.01873 ~ y(22) = y(0.2) ,

Finalmente, fazendo n = 2 em (|12.40f), obtemos:

onde:
ky
ko
k3
kg4
Portanto:

Y2

h
Yz = Y2 + g[kl + 2(/€2 +]€3) +k’4] s

Fx2,y2) = £(0.2,2.01873) = 0.1813 ,

1 1
—h —hk
f($2+2 ay2+2 1)7

0.1 0.1
F(02+ =, 2.01873 + —(0.1813)) = f(0.25,2.0278) = 0.2222 ,

1 1
f(x2 + §h7y2 + §hk2) 5
0.1 0.1
F(02+ =5,2.01873 4 —-(0.2222)) = £(0.25,2.0208) = 0.2202,,

f($2 + h7y2 + hk?)) )

£(0.2+0.1,2.01873 + 0.1(0.2202)) = £(0.3,2.0408) = 0.2592 .

0.1
= 201873+ —[0.1813 + 2(0.2222 +0.2202) + 0.2592]

= 2.04082 ~ y(z3) = y(0.3) ,

Assim a solugao do (p.v.i.) dado é:

I’n, yn
0 2

0.1 | 2.00484

0.2 | 2.01873

0.3 | 2.04082

Pelo que foi visto nessa se¢ao nos dé a impressao que podemos obter sempre métodos de Runge-Kutta
de R estdgios e ordem R. Entretanto, [Butcher, 1964], provou a nao existéncia de métodos de Runge-
Kutta de 5 estdgios e ordem 5. Além disso, provou o seguinte resultado: Seja ¢(R) a maior ordem que
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pode ser obtida por um método de Runge-Kutta de R estdgios. Entao:

¢(R) = R, R=1,23,4,
q(5) = 4

q6) = 5

q(7) = 6

q@8) = 6

q9) = 7

¢(R) < R—2, R=10,11,...

Na pratica os métodos de Runge-Kutta mais utilizados sao os de ordem 4.

Exercicios

12.13 - Mostre que o método de Fuler melhorado € equivalente a aplicacdo do método previsor-corretor,
onde o previsor é o metodo de Euler e o corretor o método do trapézio, aplicados no modo P(EC)E.

12.14 - Resolva o (p.v.i.) do exemplo usando o método da Adams-Basforth. Escolha um método
de Runge-Kutta de ordem 2, para obter os valores iniciais necessdarios.

12.15 - Verifique que, usando o método de Euler modificado para resolver o (p.v.i.):

y = y-u
y(0) = 2; x €10,0.5]; h = 0.1
obtem-se:
Tn Yn ylz) =e*+ax+1
h=0.1 =0.01

0.0 | 2.00000 | 2.00000 2.00000

0.5 | 3.14745 | 3.14870 9.14872

1.0 | 4.71408 | 4.71824 4.71828

12.16 - Resolva o (p.v.i.) do exemplo usando o método de Nystrom.

12.17 - Obter um método de Runge-Kutta de 3 estdgios e ordem 3, tomando em ,C = % ecy =

[SV]\V]

12.6 Sistemas de Equacoes e Equacoes de Ordem Elevada

Até agora nos preocupamos em resolver equagoes diferenciais de primeira ordem, mais especificamente
problemas de valor inicial de primeira ordem. Entretanto, a maioria das equagoes diferenciais com
importancia prética, sdo de ordem maior que 1 ou entdo sdo sistemas de equacoes diferenciais. Veremos
inicialmente como resolver um sistema de equagoes diferenciais de primeira ordem, e, para finalizar esse
capitulo, como resolver numericamente uma equagao diferencial de ordem elevada.
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12.6.1 Sistemas de Equacoes Diferenciais

Consideremos um sistema de n equagoes diferenciais de primeira ordem:

yll = f1($791>y2a---7yn)
y,2 = fQ(mayl,y%"'vyn)

y;z = fn(w7y17y27"'7yn)

o qual pode ser escrito, como:
y/ = f(:caY) y

onde y, y’ e f séo vetores com componentes y;, y; e f;, (i = 1,2,...,n), respectivamente. Para que esse
sistema possua uma tnica solucao é necessario impormos uma condigao adicional sobre y. Esta condicao
é usualmente da forma:

y(®o) = Yo,

para um dado numero zy e um vetor yo. Condigdes suficientes para a existéncia e unicidade de solugao
de tais sistemas podem ser encontradas em [Rao,1981].

Agora descreveremos como os métodos apresentados nas segoes anteriores para a solugao de equacoes
diferenciais de primeira ordem podem ser aplicados para resolver sistemas de equacgoes diferenciais de
primeira ordem. Para efeito de simplicidade, e sem perda de generalidade, consideramos apenas o caso
em que n = 2, isto é, o sistema possui apenas duas equagoes, e, para maior clareza usaremos a notagao:

y' = f(z,y,2)
2 =g(z,y,2)
(12.42)
y(xo) = o
2(x0) = 20 x € [zo, b]
Assim, se desejarmos resolver o sistema ((12.42]) pelo método de Euler, teremos:
Yn+1 Yn + hf(xna Yn, Zn)
(12.43)
Zn4+1 = Zn + hg(x’ru Yn, zn)

que serd aplicado passo a passo, como mostra o exemplo a seguir.

Exemplo 12.15 - Usando o método de Fuler, resolver o seguinte sistema diferencial:

/

!/

(
(

IS
S0
| <

<
=}
==

613
1
0

W

z€1[0,02, h=0.1
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Solugao: Para esse sistema, usando a férmula (12.43)), obtemos:

Ynt1 = Yn+ h(zn)
Zntl = Zn + h(yn +€")
Assim, fazendo n = 0, obtemos:
1 = Yo+ h(z)=1+0.1(0) = 1~y(x;)=1y(0.1)
21 = zo+h(yo+e™)=0+0.1(1+¢€%) =02~ z(z;) = 2(0.1)
Para n = 1, segue que:
y2 = y1+h(z1)=1+0.1(0.2) = 1.02 ~ y(z2) = y(0.2)
7 = z1+h(—y1) =02+0.1(1+ ") = 0.4105 ~ z(z) = 2(0.2)

Assim, a solugdo do sistema dado é:

T Yn Zn
0.0 1 0
0.1 1 0.2

0.2 | 1.02 | 0.4105
Exemplo 12.16 - Resolver o sistema dado no exemplo usando o par PC, onde:
P: Ynt+l = Yn + h fn )

C: Ynt+l = Yn + %[fn"‘fnJrl]v
no modo P(EC)E.

Solugao: Temos entao:

Yl = ynthfa
P
25321 = Zn +hgn
0 0 0
f7(1+)1 = f(wnJrl»yy(LszprL)
E:
0 0 0
g'gL-‘,)-l = g(xn+l7y£H)-17Z§H)_1)
h
y;L];‘y)-l = Yn+ §[fn + fi(i)l]
C:
h
Zgll = Zn+ 5[% + 97(321]
1 1 1
f7(l~21 = f(xn+17y£14)»1725p31)
E

1 1 1
924)-1 = g(@nt1, y£L4)-17 224)-1)

414
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No nosso problema:

Assim, fazendo n = 0, obtemos:

_ -
P
A =
0) _
=
E:
9" =
4“0 -
C:
A =
1Y =
E:
0

Logo:

u'

——
—

)

fn = f(xnaynazn) = Zn,

gn = g(‘rnvynazn) = yn+exn7

k k
fr(er)l = 27(1421 9 k = Oa 1 )
g = wth e k=01,

Yo+ h(fo) =1+0.1(0) =1
20 +h(go) =0+0.1(1 +€°) = 0.2

A% =02

0)

= 49 fem = 140D = 21051

o

h
Yo + §[f0 +£ =1+ 5 0+0.2] =1.01

h 0.1
20+ glo0 + ¢ =0+ - [2+2.1051) = 0.2053

= 2V =0.2053

ygl) + e’ =1.01 + 6(0'1) = 2.1152

1.01 y(a1) y(0.1)

z(0.1)

R
|

0.2053 z(x1)

415
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Agora, fazendo n = 1, obtemos:

v = gy +h(f1) = 1.01+0.1(0.2053) = 1.0305

P
A9 = 21 4 h(g1) = 0.2053 + 0.1(2.1152) = 0.4168
O = 2 = 0.4168
E:
g =y + e =1.0305 + 0 = 2.2519
o =yt glfi+ 2] = 101+ =-[0.2053 + 0.4168] = 1.0411
C:
(1) h (0) 0.1
zy) = 21+ 5[91 + g5 '] = 0.2053 + 7[2.1152 +2.2519] = 0.4237
Logo:
y§v 1.0411 y(z2) y(0.2)
z;l) 0.4237 z(x2) 2(0.2)

Portanto, a solucao do sistema dado é:

Ln Yn Zn

0.0 1 0

0.1 1.01 0.2053

0.2 | 1.0408 | 0.4231

416

Exemplo 12.17 - Resolver o sistema dado no exemplo usando o método de Euler Melhorado,

formula .
Solugao: Para resolver um sistema usando ([12.35)), fazemos:

Uit = Yo+ B(k1 ko) | e

Zntl = Zn+ %((1 +¢3) , onde:

ki = f(@n,yn,2n)

l = g(Tn,Yn, Zn)

ky = f(xn+ h,yn + hk1, 2, + hk1) ,

by = g(xp + h,yn + Ry, 2, + hey)

(12.44)

Fazendo entdo n = 0 em ([12.44)), e lembrando que: f(z,y,2) = 2z, g(z,y,2) =y +€*, o =0, yo =



CAPITULO 12. SOLUCAO NUMERICA DE EQUACOES DIFERENCIAIS ORDINARIAS

1, zo =0, e h=0.1, obtemos:

h
Yo + 5(]?1 +k2)

h =
h
z21 = 2+ 5(61 +42) ,
onde:
kl - f(ZanO,ZO):f(OalaO):Ov
Zl = g(x07y0azo) :g(oalao) =2 )
kQ - f($0+01,y0+(01)k1,20+(01)k1) :f(O]-v]-vO) =0 )
by = g(xo+0.1,y0+ (0.1)¢1, 20 + (0.1)¢1) = ¢g(0.1,1.2,0.2) = 2.3052 .
Assim:
0.1
0.1
z1 = 04 7(2 +2.3052) = 0.2153 ,
Logo:
Y 1 y(z1) y(0.1)
z1 0.2153 z(z1) z(0.1)
Fazendo agora n = 1 em [12.44)), obtemos:
h
Y2 = Y1+ 5(161 +k2) ,
e
h
Z9 = 21+ 5(51 +43)
onde:
kl = f(ﬂ&‘l,yl, 2’1) = f(O.l, 1, 0.2153) = 0.2153 :
4 = g(z1,y1,21) = ¢(0.1,1,0.2153) = 2.1052 ,
ks = f(z14+0.1,y1 + (0.1)k1, 21 + (0.1)k1) = £(0.2,1.0215,0.2368) = 0.2368 ,
by = g(x1 +0.1,y1 + (0.1)¢1,21 + (0.1)¢1) = g(0.2,1.2105, 0.4258)

= 1.2105+ %2 = 2.4319 .

417
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Assim:
0.1
y2 = 1+—-(02153+0.2368) = 1.0226 ,
e
0.1
s = 021534 —=(2.1052 + 24319) = 04422 ,
Logo:
Yo 1.0226 y(x2) y(0.2)
Z9 0.4422 z(z2) 2(0.2)

Portanto, a solucao do sistema dado é:

Ln Yn Zn

0.0 1 0

0.1 1 0.2153

0.2 | 1.0226 | 0.4422

Pelos exemplos desta segao, vemos que a aplicagao de um método numérico a um sistema de equagoes
ordindrias de primeira ordem se processa como no caso de uma Unica equagao, sé que aqui devemos
aplicar o método numérico a cada uma das componentes do vetor.

12.6.2 Equacgoes Diferenciais de Ordem Elevada

Finalmente, mostraremos como equagoes de ordem elevada podem ser escritas e portanto resolvidas
como um sistema de equagoes de primeira ordem. Consideremos a equagao diferencial de ordem n:

y™ = flxyy,. ., y™ D).

com as condigoes iniciais:

n— n—1
y(zo) =yo , ¥ (@) = b s - » v Do) =y .

Novamente, para simplicidade, mas sem perda de generalidade, consideremos a equagao diferencial de
segunda ordem:

y’ = f(z,y,v)
y(@o) = wo (12.45)
y'(zo) = o

Podemos resolver qualquer equacao diferencial de ordem elevada reduzindo-a a um sistema de equacoes
diferenciais de primeira ordem. Para tanto basta fazer uma mudanca adequada de varidvel, para a equagao
de segunda ordem, ({12.45)). Fazendo a seguinte mudanca de varidvel:

obtemos:
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Assim o (p.v.i.), (12.45)), se reduz a:

y: =
;(;) 9@y, 2) (12.46)
z(xg) = zo

Observe que podemos reescrever o sistema ((12.46[) na forma:

y, = f(xaya Z)
2 =g(x,y,2)
(o) = Yo
z(xg) = 20

Daremos agora alguns exemplos.

Exemplo 12.18 - Resolver a equag¢do diferencial de sequnda ordem:

y// —y = e
y(0)=1
y(0)=0 2€[0,03], h=0.1

usando o método de Euler.

Solugao: Fazendo 3’ = z obtemos que: 2z’ = y +e®. Assim a equacao de segunda ordem fica reduzida ao
sistema:
y =z
2=y +
(0) =
(0)—0 x €10,03], h=0.1

Eﬁ

Observe que o sistema obtido é exatamente aquele dado no exemplo e portanto ja determinamos
sua solugao. Além disso, cabe salientar que, a solugao aproximada da equagao diferencial de segunda
ordem encontra-se na primeira componente do vetor, isto é, apenas nos interessa o valor de y,,, apesar de
termos de calcular, a cada passo, todas as componentes do vetor. Para a equagao dada a solugao exata
é y(x) = %[ex(l +2z) + 3e 7] .

Exemplo 12.19 - Escrever a equacao diferencial de terceira ordem:

"o 2373// _|_4y/ _ mQy =1

y(0) =1
y'(0) =2
y"(0) =3

na forma de um sistema de equacgoes diferenciais de primeira ordem.

Solugao: Fazendo: y' = z e 2’ = w, obtemos:

y = z
Z = w
w = 2zw—4z+x°+1
y(0) =1
z(0) = 2
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Exercicios

12.18 - Considere o sistema de equacoes diferenciais de primeira ordem:

Y Z

y(0) =1

z(0) = -1
Resolva-o usando:

a) método de Euler,

b) Método de Adams-Bashforth,
c) Método de Nystrom.

12.19 - Usando o par PC, onde:

P: Yn+2 = YUn+1 + [_fn+3fn+1}

NS>

|~

C. Yn+2 = YUn+1 + 12 [_.fn + 8fn+1 + 5fn+2}
no modo P(EC)E, resolva a equagao diferencial de sequnda ordem:
' +3y +2 = €*

y(0) = 1
y(0) = 2, 2€[0,04], h=0.05.

12.7 Exercicios Complementares
12.20 - Considere o sequinte problema de valor inicial:
y =223 — 2zy
y(0)=1 x €10,0.3]; h=0.15
Rseolva-o:

a) pelo método de Euler,

b) pelo método de Taylor de ordem 2.
12.21 - Resolva aprorimadamente o problema de valor inicial:

y=y+x

y(0)=1 z€10,0.2); h=01,

escolhendo q adequadamente tal que seja possivel a aplicagao do método de Taylor de ordem q.

420
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12.22 - O (p.v.i.):

y(l) = 6 com h = 2,

tem como solugdo exata y(x) = 3z + 3. Usando o método de Euler, determine y(7). Era de se esperar
tal concordancia mesmo com h bastante grande? Por que?

12.23 - Considere o método de Quade:

8 6
Yn44 — Tg(yn+3 - yn+1) —Yn = Tgh[fn+4 + 4(fn+3 + fnJrl) + fn] .
a) Determine sua ordem e a constante do erro.
b) Verifique se este método pode ser aplicado para resolver um (p.v.i.) com garantia de convergéncia.

12.24 - Mostre que a ordem do método de passo maultiplo:

sz + (0= Dynsr) ~bya = 7AI0+3)fusa + 35+ 1]

€2seb# —1e 8 seb=—1. Mostre que o método nao é estdvel se b= —1.
12.25 - Considere o método explicito de 2-passos:
Ynt2 +4Ynt1 —5yn = h[bifny1 +bofn] -
a) Mostre que by e by podem ser determinados se a ordem do método for q = 3.
b) Calcule a constante do erro.

c) Este método de ordem 3 foi aplicado ao (p.v.i.):

y(0) =1 z€[0,1.0; h=01,

e os cdlculos foram realizados com seis casas decimais. O valor de yyo tornou-se negativo. Ezrplique
porque o erro foi tao grande.

12.26 - Resolva o sequinte problema de valor inicial:
Yy =zy—y>+1
y(0)=1 x €[0,0.2); h=0.05
usando:
a) método de Euler,

b) método previsor-corretor, onde

P:ynJrl :yn+hfn

C: Yn+1 = Yn T+ %[fn +fn+1}

usando o par PC no modo P(EC)?E,
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¢) método previsor-corretor, onde

{ P: Yn+2 = Yn+1 + h[_fn + 3fn+1]
C: Yn+2 = Yn+1 + ﬁ[_.fn + 8fn+1 + 5fn+2]

usando o par PC no modo P(EC)E. Obtenha y; pelo método de Taylor de ordem 8 ou pelo método
de Heun.

12.27 - Prove que se o método de Runge-Kutta € consistente entdo Zle e = 1.
12.28 - Resolva o sequinte sistema de equagoes diferenciais ordindrias:
y=y+z

7 =2y+3z2

)
)

o O

y(0) =2
2( 0 x €[0,0.3]; h=0.1
usando 0s métodos do exercicio [12.20.
12.29 - Dado o (p.v.i.):
2yy" — dxy® + 2(senx)yt = 6
y(1) =0
y' (1) =15
a) reduza-o a um sistema de equagées de primeira ordem,
b) resolva o (p.v.i.) dado, usando um método de Runge-Kutta de ordem 2, a sua escolha.

12.30 - Resolva o problema de valor inicial de terceira ordem:

zy" —a?y" + (y)’y =0
y(0) =1

y'(0)=2

y"(0)=3

usando o método previsor dado por (12.24), no modo P(EC)E.

12.31 - Resolva o problema de valor inicial de seqgunda ordem:
y' =3y +2y=0
y(0) = -1

y'(0)=0 x €10,03]; h=0.1

usando os métodos do exercicio [12.26
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12.8 Problemas Aplicados e Projetos

12.1 - Um projétil € lancado para o alto contra a resisténcia do ar. Suponha que a equacdo do movi-

mento é dada por:
dv cv?
— =-32-—.
dt m
Se % =2 e v(0) = 1, determine o tempo necessdrio para que o projétil alcance sua altura mdzima,
resolvendo o problema de valor inicial pelo método previsor-corretor:

P:ypio=Yny1+ %[*fn + 3 frs1]

C:Yni2 =yn + %[fn +4fnt1 + fasol

no modo P(EC)E. Obtenha os valores iniciais necessdrios pelo método de Taylor se ordem 2, ou pelo
método de Heun. Considere h = 0.01.

12.2 - Um corpo com uma massa inicial de 200kg € acelerado por uma for¢a constante de 200N. A
massa decresce a uma taza de 1 kg/s. Se o corpo estd em repouso em t = 0 encontre sua velocidade ao
final de 50s. Sabe-se que a equagao diferencial € dada por:

dv 2000

dat 200 —t

Resolva o problema usando:
a) método de Euler,
b) método de Euler melhorado,

c) método de Nystrom.

Observagao: A solugao exata desse (p.v.i.) é:

200
v = 2000log {20015} ,

de modo que v(50) = 575.36.

12.3 - Suponha que o corpo descrito no problema[I12.9 estd sujeito a uma resisténcia do ar igual a duas
vezes a velocidade. A equacdo diferencial agora é:

dv 2000 — 2v
dt 200 —t

Se o corpo estd em repouso em t = 0, a solucdo exata é v = 10t — 40t?, de modo que v(50) = 437.50.
Resolva o problema numericamente usando um método de Runge-Kutta de ordem 4.

12.4 - Considere o conjunto massa-mola dado na Figura 12.2.
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F(t)

Figura 12.2

A equacao diferencial que descreve o sistema €:

dv(t)
dt

MO bty = F(t) |

onde v(t) é a velocidade no instante t > 0. Assuma que:
ti=1th, 1=0,1,...5; h=04;
v(0) =0m/s, b=3Kg/s, M =1Kg, F(t)=1N .
a) Calcule v(2) pelo método de Euler.
b) Calcule v(2) pelo método de Taylor de ordem 2.

c) Calcule v(2) pelo método previsor-corretor dado no item b) do exercicio [12.26,

d) Sabendo que a solugao exata é dada por:

faca uma tabela comparando os resultados obtidos nos itens a), b) e c) com a solugao exata.

12.5 - A taza de fluzo de calor entre dois pontos de um cilindro aquecido em uma das extremidades é

dada por:

d dr

Q _ 49T

dt dt
onde \ € uma constante, A é a drea da secdo reta do cilindro, Q € o fluzo de calor, T € a temperatura, t é
o tempo, e x é a distancia até a extremidade aquecida. Como a equagao envolve duas derivadas, podemos

simplificar a equacgao dada assumindo que:

dT 100(L —x)(20 — )
dt 100 — at ’

onde L € o comprimento do cilindro. Combinando as duas equagoes, obtemos:

dQ _ | ,100(L—x)(20~ 1)

dt 100 — xt

Utilizando o método de Runge-Kutta de quarta ordem, calcule o fluzo de calor de t = Os até t = 2s
em passos de 0.01s. Adote X\ = 0.3cal.cm/sC°, A = 10cm?, L = 20cm, x = 2.5¢m, e como condi¢do
inicial, Q =0 em t = 0.
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12.6 - Um paraquedista em queda livre estd sujeito a sequinte equagao:

dv c
a 9T
onde m € a massa do paraquedista, g € a aceleracao da gravidade,

Supondo que no instante tg = 0, o paraquedista salte de um avido com velocidade vertical vg = 0,
determine, usando o método de Euler com passo de 0.01s, a velocidade do paraquedista nos instantes de
tempo: 2,4,6 e 8s em m/s.

12.7 - Numa reacdo quimica, uma molécula de um reagente A combina-se com uma molécula de um
outro reagente B para formar uma molécula de um produto C. Sabe-se que a concentracdo y(t) de C, no
tempo, € solugao do sequinte (p.v.i.):

Yy = k(a—y)(b-y)

onde k € a constante de reagdo, a e b sdo, respectivamente, a concentra¢do inicial do reagente A e B.
Considerando os sequintes dados: k = 0.01,a = 7T0milimoles/litro e b = 50milimoles/litro, determine
a concentragio do produto C' sobre o intervalo [0,20], usando o método de Heun, com h = 0.5, e compare
os resultados obtidos com a solucdo exata:

350(1 — e02t)
7 — He—0-2t

y(t) =

12.8 - Para um circuito simples RL, a lei de voltagem de Kirchoff, exige ( se a lei de Ohm vale), que:

di
L—+Ri =0,
dt
onde i é a corrente, L é a indutincia, e R é a resisténcia. Sabendo que i(0) = 1073 e considerando
que L = R =1, resolva o problema usando um método numérico a sua escolha, obtendo a solugdo com
precisio de 1074,

12.9 - Em contraste com o problema anterior, resistores reais podem mnao obedecer a lei de Ohm. Por
exemplo, a queda de voltagem pode ser nao linear e a dinamica do circuito € descrita por:

Ry S VR o
dt 1 1 -
onde todos os parametros sao definidos como no problema anterior, e I é a conhecida corrente de re-

feréncia. Considere I = 1. Resolva entao o problema para i como func¢do do tempo usando as mesmas
condicoes especificadas no problema anterior.

12.10 - O estudo sobre o crescimento da populacdo é importante para uma variedade de problemas de
engenharia. Um modelo simples, onde o crescimento estd sujeito a hipotese de que a taza de variagao da
populagao p € proporcional a populagao num instante t, isto é:

dp

=G
dt P,

onde G ¢ a taza de variagao (por ano). Suponha que no instante t = 0, uma ilha tem uma populagdo de
10000 habitantes. Se G = 0.075 por ano, utilize o método de Euler para prever a populacdo em t = 20
anos, usando comprimento de passo de 0.5 ano.
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12.11 - A resposta y(> 0) de uma certa vdlvula hidrdulica sujeita a uma entrada de variagao senoidal

€ dada por:
dy y?
2 = /2(1= =0,70=0.
dt ( sen2t )0 SO Yo T B0

Deseja-se obter a solu¢do numérica desse (p.v.i.) usando um método numérico de ordem 3. Pergunta-
se: o algoritmo de Taylor pode ser usado para obter a solugdo desse (p.v.i.)? Se possivel resolva-o pelo
algoritmo de Taylor de ordem 3, caso contrdrio use o método de Runge-Kutta de ordem 3.

12.12 - A corrente i num circuito LR num instante t qualquer depois que uma chave é ligada em t = 0

pode ser expressa pela equacao:

di (E'sen wt — R)

dt L ’
onde E = 50 Volts, L =1 Henry, w = 300, R = 50 Ohms e a condi¢ao inicial é que i(0) = 0. Resolva
numericamente o (p.v.i.) por um método de Runge-Kutta de ordem 3 e compare sua solu¢ao com a
solugao analitica:
~Rt/L

E
i = ﬁ(Rsen wt —wlLcos wt+wle

onde Z =/ R?2 + w?2L2.

12.13 - Uma quantidade de 10 kg de um certo material € lan¢ado em um recipiente contendo 60 kg de
agua. A concentragdo da solugado, ¢, em percentagem, a qualquer instante t € expressa como:
d k
(60 — 1.2120)—0 = —(200 — 14¢)(100 — 4c) ,
dt 3
onde k, o coeficiente de transferéncia de massa, € igual a 0.0589. A condi¢ao incial € que emt = 0,c = 0.
Determine a relagao entre ¢ e t usando um método de Runge-Kutta de ordem 2.

12.14 - A equacdo de Van der Pol, da eletrénica, é:
y'+ (1 -y +y =0,

com condigoes iniciais: y(0) = 0.5 ey’ (0) = 0. Obtenha o valor de y,y',y" emt = 0.4 usando um método
de Runge-Kutta de ordem 2.

12.15 - Um sistema simples em vibracao tem uma massa sujeita ao atrito de Coulomb, de modo que a
equacao de seu movimento é:
A, Yy >0

onde A é uma constante, e y(0) = 3, y'(0) = 0. Considerando m = 1,n = 0.8 ¢ A = 2 e usando um
método de Runge-Kutta de ordem 3, obtenha o valor de y em t =5 sequndos, com precisio de 1072,

12.16 - Engenheiros ambientais e biomédicos precisam frequentemente prever o resultado de uma
relagao predador-presa ou hospedeiro-parasita. Um modelo simples para esse tipo de relacdo é dado pelas
equacoes de Lotka-Volterra:

dH
— = H—-diPH
dt g1 1 )
dP

= —dyP+ ¢, PH .

dt
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onde H e P sao, respectivamente, por exemplo, o numero de hospedeiros e parasitas presentes. As
constantes d e g representam as taxas de mortalidade e crescimento, respectivamente. O indice 1 refere-
se ao hospedeiro e o indice 2 ao parasita. Observe que essas equagoes formam um sistema de equagoes
acopladas. Sabendo que no instante tg = 0, os valores de P e H sdo , respectivamente, 5 e 20, e que
g1 =1,dy =0.1,go = 0.02 e dy = 0.5, utilize um método numérico para calcular os valores de H e P de
0 até 2s, usando passo de 0.01s.

12.17 - As equacgoes:

y(t) = ———2
/y2 + 22
() =1- 22—

descrevem a trajetoria de um pato nadando em um 1io e tentando firmemente chegar a posicdo t. Veja
Figura 12.4.

S

t (1,0) Yy
Figura 12.4

O pato parte de s, de modo que y(0) =1 e z(0) = 0.
Calcule a trajetéria do pato até t = 0.2 usando o par PC no modo P(EC)?, onde o previsor é o

método de Euler e o corretor a regra do trapézio. Considere h = 0.1,0.01,0.001. Quantas casas decimais
vocé pode garantir que estdo corretas?
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Capitulo 13

Solucao Numeérica de Equacoes
Diferenciais Parciais

13.1 Introducgao

Um modelo matematico é uma representacao, idealizada e muitas vezes simplificada, da natureza.
Quando derivado de maneira criteriosa, sua solugao simula propriedades dos processos naturais envol-
vidos, tais como velocidade e pressao no escoamento de um fluido, temperatura na previsao do tempo,
trajetéria de um satélite artificial, etc... Assim, as solugoes das equagoes de um modelo, devem apresentar
um comportamento compativel com as propriedades do problema modelado, nao sendo possivel, na mai-
oria dos casos, justificar a utilizagdo de hipéteses simplificadoras (tal como linearidade) que permitam a
determinacao de uma solucao exata. Dai a necessidade da procura de solugoes numéricas, ou aproximadas.

A importancia da modelagem matematica cresceu muito nos ultimos anos porque a anélise detalhada
de um modelo e suas propriedades permite um melhor entendimento do evento modelado e, mais do que
isso, permite a simulagao de mudancas nos parametros do modelo e a respectiva andlise da respectiva
resposta, que nao seriam possiveis na situagao real. Por exemplo, no projeto de um carro, alteragoes na
forma resultam em modificacées no comportamento aerodinamico, de cuja andlise obtem-se um indicador
dos ganhos e/ou perdas em performance; a localizacao ideal da asa de um aviao em relagéo ao casco pode
ser obtida pela resposta a simulagao matemética das equagoes da aerodinamica, e até a melhor politica
de vacinagao contra doengas transmissiveis, tipo sarampo, podem ser decididos com base em modelos
matematicos. A economia de tempo gerada por esta maneira de projetar um produto, ou tomar decisoes,
é clara, diminuindo sensivelmente o numero de protétipos ou modelos em tamanho reduzido a serem
construidos e ensaiados. No projeto de equipamentos complexos, o minimo que a simulagao através da
modelagem matematica coopera é na eliminacao de casos triviais ou impossiveis, fornecendo um guia
seguro para a selecao dos casos a serem ensaiados em modelos de escala reduzida ou para a construcao
de protétipos.

Como virtualmente todas as areas em matematica aplicada o principal objetivo das equagés diferen-
ciais é o de modelar matematicamente eventos da natureza nas mais diversas areas de aplicacao. Um
modelo com varias varidveis independentes envolve necessariamente derivadas com respeito a cada umas
dessas varidveis ou derivadas parciais, sendo portanto denominado uma equacdo diferencial parcial ou um
sistema de equacgdes diferenciais parciais.

Resumindo as idéias apresentadas acima o processo de simulagao é constituido de trés partes nitida-

429
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mente distintas: A fase de modelagem, isto é a construgao de um conjunto de equagdes mateméticas que
reputamos representar os fendomenos e os processos modelados. A segunda fase de solugao desse conjunto
de equagoes, normalmente utilizando técnicas de discretizagao numérica e um computador e finalmente a
fase de interpretacao dos resultados face as caracteristicas do problema original. Esse é um processo com-
plexo que exige do profissional um conjunto bastante amplo de habilidades; exige um bom conhecimento
de engenharia para os ajustes finos do modelo desprezando complicacées que nao sao fundamentais, um
bom conhecimento de métodos numéricos para selecionar aquele que melhor adapta-se ao problema e
finalmente um bom faro de detetive para analisar os resultados e interpretd-los a luz das restrigoes e
caracteristicas do problema. Este capitulo trata exclusivamente da segunda fase desse processo.

E claro portanto que a solucado do modelo matematico, ou seja, das equagoes representantes desse
modelo, é fundamental para a compreensao do fenémeno modelado. Este é o papel da discretizagao das
equagOes parciais, uma vez que, como ja dissemos, uma solugao analitica nem sempre esta disponivel;
ou ela tem uma forma ndo prética ou é impossivel de ser obtida. Assim os métodos numéricos sao
amplamente usados para a aproximacao dessas solugoes. A esséncia dos métodos numéricos estd na re-
presentagao discreta (finita) do problema que, em geral, é originalmente modelado como um continuo.
Essa discretizacao é que viabiliza o uso dos computadores no tratamento numérico das equacoes diferen-
ciais.

O objetivo deste capitulo é apresentar uma introducao a solugao numeérica de equagoes diferenciais
parciais, através da discretizacao por diferencas finitas, enfatizando os principais conceitos com vistas as
aplicagoes praticas. Nos restringiremos aos casos das equagoes parabdlicas e elipticas, por serem mais
adequados para a solucao por diferencas finitas. No entanto, equacoes hiperbdlicas também podem ser
resolvidas por diferencas finitas, mas nesse caso temos que ser mais cuidadosos devido ao aparecimento
de singularidades nas solucoes.

Por razoes praticas e talvez também didaticas é costume na literatura classificar as equagoes diferenci-
ais parciais em tres grupos distintos: Equacoes Parabdlicas, Equacoes Elipticas e Equagoes Hiperbdlicas.
No caso de equagoes de segunda ordem em duas dimensoes da forma:

a(z, Y) gy + (2, Y) gy + (@, Y)Yyy + d(T, y, Uz, Uy, uw) = 0, (13.1)

onde u, denota a derivada de u em relacao a variavel x e a, b, ¢ e d sao funcoes conhecidas, a classificacao
é feita em funcao do sinal do discriminante: A = b? — 4ac.

1. A =0 - Equagao Parabdlica,
2. A <0 - Equagao Eliptica,
3. A > 0 - Equagao Hiperbdlica.

E claro que, como, a,b e ¢ dependem de z,y, A também depende e portanto o sinal de A pode variar
para diferentes valores de z e y, e nesse caso a equagao muda de tipo no dominio de definigao. De forma
que é perfeitamente possivel que uma mesma equacao seja de um, dois ou mais tipos dependendo da
regiao do dominio considerada.

A classificagdo acima pode em principio parecer irrelevante, mas de fato ela é de extrema importéancia,
tanto do ponto de vista pratico das aplicagoes quanto do ponto de vista da solugao numérica. Na area
de aplicagbes temos, por exemplo, que as equagoes elipticas sao adequadas para modelar problemas de
equilibrio, as equagoes parabdlicas problemas de difusao e as equagoes hiperbdlicas problemas de con-
veccao. Portanto a classificacao constitui-se em um teste da adequacao do modelo ao problema. Ja
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no contexto de solugao numeérica, sabemos da teoria matemédtica das equacoes diferenciais parciais, que
as equagoes parabolicas e elipticas apresentam solugoes altamente regulares, enquanto as equacoes hi-
perbdlicas podem apresentar solucoes singulares. Essa informagao pode ser crucial no desenvolvimento
de um método numérico.

13.2 Equacoes Parabdlicas

Nesta segao apresentamos os métodos mais conhecidos para solugao de equagoes parabdlicas. Essas
equagoes aparecem no modelamento de processos conhecidos como de difusao. Por exemplo, a distribuicao
de temperatura em uma barra de metal cujas extremidades sao mantidas a temperaturas conhecidas e
termicamente isolada ao longo do comprimento, veja figura, é descrita pela equagao do calor:

Ut = QUgyg - (132)

COLOCAR FFIGURA 13.1
Supomos que a barra tem comprimento L, coincide com o eixo x e tem uma das extremidades localizada
na origem do eixo z. Portanto a temperatura u(z,t), além da equacao (13.2)), deve satisfazer as seguintes

condicoes de fronteira:
u(0,t) = To, u(L,t) =T, t>0. (13.3)

A equagao justifica-se assumindo que a barra é feita de um material homogeéneo, de forma
que a temperatura numa secgao transversal ao eixo z seja constante. Podemos entao considera-la como
unidimensional e portanto a distribuicao de temperatura serd uma fungao da posicao x e do tempo t. E
claro que se quisermos levar a espessura da barra em consideracao basta introduzir mais uma variavel e
teremos entao a equagao do calor em duas dimensoes:

U = a(Ugg + Uyy) (13.4)

que nao apresenta muito mais dificuldades de solugao do que a versao unidimensional. Obviamente as
condicoes de fronteira devem ser modificadas para adequarem-se a geometria do problema.

Voltando ao problema unidimensional note que a distribuicao de calor ao longo da barra depende
claramente de qual é a temperatura no instante inicial em que comegamos nossa observagao. Isto é
traduzido matematicamente em uma condigao, chamada condicdo inicial que normalmente expressamos
da forma:

u(z,0) = ¢Yx), 0<z<L, (13.5)

onde 1(z) é uma fungao conhecida.

A equagdo (13.2)), juntamente com a condicéo inicial (13.5)) e as condigoes de fronteira ([13.3]) formam
um problema de equagGes diferenciais parciais para o qual buscamos uma solugao. O leitor podera
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facilmente constatar consultanto um livro de matemética aplicada, por exemplo (citar o livro do Djairo),
ou ([?], pdgina 100) que a solugdo do problema acima é:

2 X T, cos -7, 2t\ .
u(z,t) = Ta—|—(Tb—Ta)% + ;Z bCOb(TZT) exp( o’ )Sm(nzx)

L2
(13.6)

+ ZC’ exp( OmLWQt> sin (?) , (13.7)

= i/oLw(z) sin (?) de .

O leitor deve estar se perguntando, se temos a solugao analitica do nosso problema o que mais resta
a fazer? A resposta a esta pergunta é: de fato nosso problema modelo permite uma solucdo analitica
em forma de série de poténcias, por ser um problema muito simples. Mas este nao serd sempre o caso.
Existem problemas para os quais uma solugao analitica ndo é possivel. Para dar um exemplo basta fazer
o em uma funcgao de z ou t e as coisas se complicam consideravelmente. S6 uma solu¢ao numérica
sera possivel nesse caso.

onde

Na discucao acima procuramos, de maneira um tanto concisa, situar o leitor diante do problema de
modelagem e a necessidade de solucao numérica da equacao diferencial resultante. Passaremos a seguir a
discutir as técnicas numéricas que permitem a obtencao de uma solucao. Com esse objetivo introduzimos
brevemente a aproximacao das derivadas de uma fungao de uma varidvel, por diferencas finitas.

Diferencas Finitas

A idéia geral do método de diferengas finitas é a discretizagdo do dominio e a substitui¢ao das deriva-
das presentes na equagao diferencial por aproximacgoes envolvendo somente valores numéricos da funcao.
Na pratica substitui-se as derivadas pela razao incremental que converge para o valor da derivada quando
o incremento tende a zero. Dizemos entdao que o problema foi discretizado. Quando o dominio tem mais
de uma variavel, a idéia acima é aplicada para cada uma delas separadamente.

Seja xp um nimero real pertencente ao dominio em questao e A um ntmero positivo. Definimos malha
de passo h associada a xg como o conjunto de pontos

g Ly ooy

N .

Nos pontos dessa malha serao calculadas aproximagoes de uma fungao y(z) e suas derivadas.

A ferramenta matematica bésica no cdlculo de aproximagoes para as derivadas é a série de Taylor
que relaciona valores da funcao e suas derivadas num ponto x com valores dessa mesma fungao numa
vizinhaga de x, ou seja com y(z + h). Se y(x) tem derivadas até a ordem n + 1 em x, obtemos:

h? h"

ylr+h) = y@)+hy'(@) + Spy'(@)++ Sy ™)+
(13.8)
hn+1

+ my("“)(ﬁ) ., z<&{<z+h, (13.9)
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o tultimo termo da expressao acima representa o erro da aproximacao de y(z + h) pelo polinémio (na
varidvel h) de grau n.

Sen =1 em (13.9) teremos a formula progressiva que utiliza a diferenca progressiva (Ay(zx)) e seu
erro, ou seja:

y) = WEENZVEL B
= LAy() - 5y

De modo semelhante, tomando —h em (|13.9), ainda com n = 1, obtemos a férmula regressiva que
utiliza a diferenca regressiva (Vy(x)) e seu erro, ou seja:

y) = WLZVEZR L B

1 h
= V@) + 33"

Fazendo agora, n = 2 em (13.9) com h e —h, respectivamente, temos

h2 h3
y(x +h) =y(x) + hy'(z) + gy”(x) + gy’”(é“z)

/ h’2 11 h'3 "
y(@ —h) =y(z) = hy'(@) + 5ry"(2) = 5797 (&) -
Subtraindo a ultima expressao da peniltima obtemos a férmula centrada que utiliza a diferenca central
(6ry(x)) e seu erro, ou seja:

1 h2 "
= %5hy($)+§y (€)-

onde £ € (x —h,z+h) .

Quando se fizer necessario deixar claro o passo h para o qual um operador estd sendo utilizado escre-
veremos: 0y, 6%, Ay, Vp, caso contrario o indice h serd omitido.

Erro e Ordem de Aproximagao de Uma Férmula de Diferenca

Seja F(x) uma férmula de diferenca para aproximacao da derivada de ordem ¢ de uma fungao y(z)
com erro £(z). Entao:

Y (2) = F(x) + E(x).

Dizemos que a férmula F(x) é de ordem p se £(x) = hPR(z), onde R(z) ndo depende de h. Nesse caso

usamos a notacao £(x) = O(h?). Essa notacao significa que limy_q Rh;: ¢ uma constante finita.
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Por exemplo, no caso da férmula centrada temos que:

ylz +h) —y(x —h) h?

o) = - e &)=y (©)

de forma que essa férmula é de segunda ordem.

Seguindo as mesmas idéias podemos estabelecer uma expressao para o calculo aproximado da segunda
derivada.Tomando n = 3 em ((13.9) com h e —h obtemos:

B2 B3 A
y(w+h) = y@)+hy' (@) + 5y (@) + 5y @) + v &)
¢ 2 3 4
Yo —h) = ylo) — hy' () + oy (@)~ oy @)+ )
Somando estas duas tltimas expressoes e isolando y”(x) temos:
yi@) = MR R) Ty 4 Ty

onde € € (x — h,z + h).

As férmulas de diferencas finitas em uma dimensao obtidas acima, podem agora ser utilizadas em cada
variavel para gerar aproximacgoes para as derivadas parciais de uma fungdo de varias varidveis. Assim,
temos as seguintes formulas:

progressiva
w(x,t+k)—u(x,t k
ug(x,t) = ( ]i (z,1) - 51%(30,()
1 k
= EAtu(xat) - 5%(%0 ) (t<(<t+k). (13.10)
regressiva
u(x,t) —u(z,t — k k
w(z,t) = (2,%) k:( ) + 5%(%@“)

= %Vtu(a:,t) + gutt(x,o , t—k<(<t). (13.11)
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central
u(x + h,t) —u(x — h,t h?
= e Pty @oh<e<zih
- 2h .Tu -T7 6 UIIZL’ b ) X X N
w(x + h,t) = 2u(z,t) +u(x — h,t)  h?
Uz (2,t) = 2 D)
= i52( t)—h—2 (&,1) (x—h<&<az+h) (13.12)
= %ule, 13 Uaaa (§:1) x x . .
w(x,t + k) —2u(z,t) +u(z, t — k) k>
Utt(l‘,t) = k2 — E
1, k2
= ﬁdtu(x,t)—ﬁum(x,o , (t—h<{<t+h).
w(x+h,t+k)—u(lzx+ht—k)—ulzx—ht+k)+ulz—ht—k)
var(®:1) = Ahk
h2 /{52
_zuwxwt(glacl) -

= O’ +k), z-h<&é&<a+h e t—k<(Ql<t+tk.

onde denotamos por wu;(x,t) a derivada parcial da fun¢ao v com relagdo a t e por Ayu(z,t) a diferenga
progressiva de u na variavel t.

O Problema de Dirichlet

Em aplicagbes, uma forma mais comum de ocorréncia de equagdes parabdlicas é a forma:

u — g(x, g, = r(z,t,u,ugy), a<z<be <t<T,
u(z,0) = (), a<z<b,
(13.13)
u(a, t) = f(t), 0<t<T,
ub,t) = g¢g(t), 0<t<T.

que é chamado de Problema de Dirichlet.

Teorema 13.1 - Se g(x,t) € continua e limitada e r(x,t,u,u,) € monotonicamente decrescente em wu,
entdo existe uma Unica solug¢do para .
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Prova: A prova deste teorema pode ser encontrada em ....
Para mais detalhes sobre a teoria geral de equagbes parabélicas ver Friedman [?] e Bernstein [?].

O modelo fundamental das equagdes parabdlicas é a equacao do calor:

ur — a(z, gy = r(z,t), afz,t) >0, 0<z<L, 0<t<T, (13.14)

u(z,0) =¢(x), 0<ax<L condigdo inicial ,

u(0,t) =f(t), 0<t<T,

w(L,t) = g(t) 0<t<T } condicoes de fronteira.

E importante lembrar que no caso das equagoes parabdlicas, a solugao num ponto interior depende
de toda a condigao inicial. Além disso, o operador parabdlico regulariza a condicgao inicial, ou seja, num
ponto interior (¢ > 0), mesmo que bem préximo da condigéo inicial (¢ = 0), a solugdo é completamente
suave (regular), mesmo que, por exemplo f(0) # ¢(0). A mesma observacao é vdlida préximo de x = L.

Discretizagao

As técnicas de solugao de equacoes parabdlicas serao apresentadas para o problema modelo da equagao
do calor, dado por ([13.14), com a(z,t) constante e r(z,t) = 0.

Consideremos, entao, o problema de Dirichlet dado por e as condicoOes iniciais e de fronteira.
Dividindo o intervalo [0, L], da varidvel espacial z, em N partes iguais de comprimento h, temos os N +1

pontos x; = ih,i = 0,1,..., N, onde h = # e, dividindo o intervalo [0, 7], da varidvel tempo ¢, em M
partes iguais de comprimento £, temos os M + 1 pontos t; = jk,j = 0,1,..., M, onde k = % Assim

vamos obter uma aproximagao da solu¢ao nos pontos (z;,t;) da malha, como mostra a Figura 13.2:

Figura 13.2: Dominio da equacao e respectiva malha.
Vamos denotar por u; ; a solucdo exata no ponto (z;,t;) e por U; j um valor aproximado de u; ;.

13.3 Métodos de Diferencas Finitas

Método Explicito

Usando diferencgas centradas de segunda ordem na varidvel espacial para aproximar a derivada de
segunda ordem obtemos:

U1, = 2Uij + Uit

3 = 62U, 5 . (13.15)

Ugg (T4, 1) =~
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e usando agora diferengas progressivas no tempo para aproximar a derivada de primeira ordem produzimos

a aproximagao:

Vijt1 =Uij _ A 17
k — StYig -

Substituindo essas aproximagoes em ((13.2)), obtemos a equagao aproximada:

ug(@s, tj) =~

Uijr1 —Us Ui —2U; j + Uit 5
SIS g - , (13.16)
ou seja,
Uijt1 =Uij+0Ui—1; —2U;; + Uit1,5), (13.17)

onde o = ka/h?.

Assim, conhecidos os valores U;_1 ;,U; ; e Uj41,; calculamos U; j41 explicitamente, sem qualquer
complicagao suplementar (ver Figura 13.3):

Figura 13.3: Discretizacao e correspondente molécula computacional do método explicito.

A molécula computacional é uma traducao grafica da férmula , pois ela estabelece a relagao
de dependéncia existente entre o valor no ponto (i,j + 1) e seus vizinhos. Note que no caso do método
explicito o ponto (4,j + 1) depende apenas dos pontos (i — 1,7), (¢,7) e (¢ + 1,J) todos do nivel anterior
e dai a palavra explicito. Observe também na Figura 13.3 que, como os valores sobre a linha j = 0 sao
conhecidos (dados iniciais), é possivel calcular os valores da linha j = 1 a menos do primeiro e do tltimo,
mas esses dois valores sao dados exatamente pelas condi¢oes de fronteira completando assim o calculo
da linha 57 = 1. Tendo a linha 5 = 1 procedemos de maneira andloga para calcular a linha j = 2,....
Tlustraremos essas idéias através de um exemplo.

Exemplo 13.1 - Calcule a primeira linha de solucoes da equacdo a sequir , com o = % ek= 5%1
Ut = Uzs , 0<x<1, O0<t<T,
w(r,0) = z(1—2z), 0<ax<1,
(13.18)
u(0,t) = 0, 0<t<T,
u(l,t) = 0, 0<t<T,
cuja solugao exata é:
8 = sen(2n + 1)z 3
u(z,t) = ;Zn: 2n 1P exp(—((2n + 1)m)%t) . (13.19)
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Solugao: Como o = %, a=1lek= 5%1 temos que h = % e portanto zg =0 ,z1 = % , Ty = % ,x3=1e
to=0,t1 = 5%1,752 = %, .... Da condicao inicial vem que:
upop — u(.ro,to) = u(0,0) = 0(1 — 0) =0= UOO s
1 1 1 2
= to) =u(=,0)=~(1—-2)=2= =
U1 u(z1,t0) U(3a0) 3( 3) 9 Ui ,
2 2 2 2
— 7t = 770 :71_7:7:U b
Uzo u(@2,t0) = u(3,0) = 31— 3) =5 =U
usp = u(xg,to) = u(l,O) = 1(1 - 1) =0= U30 .
Das condigoes de fronteira deduz-se que:
1
= t = _ = =
U1 u(fEO, 1) U(O, 54) 0 UOl ’
= went) = u(l, =) = 0 = U
U31—U$3,1—U,54— = Us1 .
Usando o método explicito:
5
Uy = u(wl,tl) = 0.1861023 ~ Uy; = U10+0'(U00—2U10+U20) = ﬁ = 0.1851852 ,
5
UuU21 = U(Zg,h) = 0.18610232[]21 = U20+O’(U10—2U20+U30) = ﬁ = 0.1851852 .

Erro de Truncamento Local

O exemplo acima mostra claramente que a solu¢do numérica calculada nos pontos (z1,t1) e
(2,t1) s@0 apenas aproximagoes para o valor verdadeiro da solucdo nesses pontos, apesar de termos
utilizado a solucao exata no célculo dos valores anteriores que entram na formagao de Uy 1 e Uz ;. Dessa
forma, o erro introduzido no céalculo acima advém tnica e exclusivamente da substituicao das derivadas
por diferencas finitas, ou em dultima instancia da substituicdo da equacao diferencial pela equagao de
diferencas. A esse erro chamaremos de Erro de Truncamento Local, que passaremos a definir preci-
samente.

Denotando por u; ; = u(x;,t;) e por 7; ; o erro ocorrido no célculo de U; j+1 assumindo que todos
os valores anteriores utilizados nesse calculo sao exatos, e ponderado pelo passo temporal k, podemos
definir:

_u(@istjsr) = Ui _ ul(@istjyr) — Uiy + 0(Uicay; — 204, 5 + Uiga5))
Tij = L = k )
onde utilizamos a equacao de diferengas para substituir o valor de U; ;1. Usando agora a hipétese
de que U, ; = u(z;,t;), Vi temos:

- u(wi, tjp1) — (w(@i, t;) + o(u(@i1,t)) — 2u(ws, t)) + w(@iv1,t;)))
i, k ;

que, substituindo o valor de o pode ser reescrita na formas:

L}{:—u” = %(uifl,j —2u; 5 + Ui+1¢j) + Tij (13'20)
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Observe que tem exatamente a mesma forma de a menos do termo do erro de trun-
camento local, o que nos permite dizer que o bf Erro de Truncamento Local é uma medida de quanto a
solugao da equacgao diferencial, discretizada na malha, deixa de satisfazer a equagao de diferengas. Note
que a situacao inversa, isto é, quanto a solucao da equagao de diferengas deixa de satisfazer a diferencial
nao é possivel de ser definida, uma vez que a primeira sendo uma solugao discreta nao pode ser diferenci-
ada para substituicdo na equacao diferencial. Portanto o inverso do erro de truncamento local nao pode
ser definido.

Uma forma mais préatica para o erro de truncamento local pode ser obtida aplicando expansao em
série de Taylor em torno de (z;,y;).

Ui j+1 = u($0 + ih, to —|—]k—|—]€)
_ , ou ) ‘ 20%u 3
= u(xg +ih,to + jk) + ka(xo +ih,to + jk) + T e (o +ih,to + jk) + O(k°) ,
Uiy1,j = u(xo +ih + h,to +]k)
— w(@o+ ihyto+ jE) + h 2 (@0 + ihyto + k) + 282u( +ih,to + jk)
= ulToTloT ] amﬂio t,to T J 282560201
K3 03u ht 0%u . . s
+ 3| or 3(‘T0+Zh tO +.7k) 4 81‘4(x0+Zh7t0 +]k)+0(k ) )
Ui—1,; = (330 +ih — h,tg +]k)
. . Ju , ) 2 0%
= u(xo +ih,to + jk) — h%(xo + ih,to + jk) + W (zo +ih,to + jk)
h3? 3u h* 0%u

xo + ih, to + jk) + (zo +ih,to + jk) + O(K®) .

3! Oz 3( 41§zt
Substituindo na equacao (13.20f), e cancelando os termos comuns obtemos:

2

k h
us + §Utt + O(kg) = QUgg + aﬁummwz + O(hs) + Tij -

Dai utilizando a equagao diferencial u; = aug,, podemos reescrever o erro de truncamento local como:

k ah?

PRLSTY

5 Uppze + O(K?) +O(h*) = O(k+ h?) . (13.21)

Tij =

Erro Global, Estabilidade, Consisténcia e Convergéncia

Definimos o erro global em um ponto (x;,t;), por:

eij = Uij—uij,
isto é, a diferenca entre a solugdo aproximada e a exata no ponto (z;,%;) da malha. Note que diferente-
mente do caso do erro de truncamento local a definicao de erro global nao assume que os valores anteriores
utilizados no célculo de U; ; sao exatos, e portanto o erro global como o nome sugere, pode conter toda
espécie de erro que contamine a solugao incluindo o erro de arredondamento do computador.
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Entéo, da equagao (13.17)), temos:

€ij+1 = Uijt1 —uij

= Uiyj + O'(Uiflyj — 2Ui,j + Ui+1,j) — [ui,j + U(Uiflyj - 2ui,j + ui+1,j) + kTiyj]

(13.22)
= €5 tolei—1,; —2€;+eit1;) — ki
= o(ei—1,j teir1j) + (1 —20)e;; —krij,
e, entao
leij+1l < lol(leim14] +leiv i) + |1 —20llei ;| + | — kl|7i 4] - (13.23)

Fazendo E; = max{le, ;|,0 < p < N}, 7, = max{|7,;|,0 < p < N}, supondo 1 — 20 > 0, (condicao
de estabilidade) e como o > 0 podemos reescrever a equagao ((13.23) como:

leijr1l < [012E; + 1 = 20|Ej + [kl|7i | S Ej +k |7 [S Ej+7; .

Portanto:
Ej+1 S Ej +/€Tj . (1324)

Aplicando (13.24)) recursivamente para j,j — 1,7 — 2,...,1, obtemos a seguinte expressao:
Eivh < k(no+n+...4+47)<(G+1D)kr<Tr,

onde 7 = max{r;,i =0,1,...,M} e T = Mk é um limitante para o dominio na dire¢do do eixo tempo,

ver equagao (|13.14]).
Entao, se a condigao 1 —20 > 0 é satisfeita e se 7 é de ordem pelo menos h, E;;1 — 0 quando k — 0.

Observe que para provarmos que E; — 0 foi necessario assumir duas condigdes: 7 = O(h) e 1—20 > 0.
Essas duas hipdteses sao cruciais para a conclusao do resultado, sem elas ele nao pode ser provado. Essas
hipdteses sao na verdade os conceitos de Consisténcia e Estabilidade que passamos a definir mais
precisamente.

Definicao 13.1 - Um método numérico é consistente com relacdo a uma dada equacdo se o erro de
truncamento local desse método para aquela equagdo for pelo menos de O(h)

Definicao 13.2 - Um método numérico é estavel se a equacao de diferencas associada nao amplifica
erros dos passos anteriores.

Por exemplo a equacao de diferencas y;+1 = oy, ¢é est dvel se |o| < 1 e instavel se |o| > 1 pois: Sejam
y; € z; as solugoes dessa equacao com os dados iniciais yg € zg = yo + €, onde € é um nimero pequeno.
O leitor nao tera dificuldade em mostrar que

i = (0)y0, 2= (0)"20 = (0)’(yo + €) = (0) yo + (0)c .
E portanto, ‘
12j = yj| = ()€

)

ou seja o erro € cometido no primeiro passo é amortecido ou amplificado dependendo de |o|.
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Definicao 13.3 - Um método numérico é convergente num ponto (x,t) do dominio se o erro global
E; ; associado com esse ponto tende a zero quando os indices ¢ e j tendem para infinito de maneira que
o pontox =1ixh et =jxk permaneca fixo.

O teorema de equivaléncia de LAX estabelece que para equagoes lineares as propriedades de estabili-
dade e consisténcia sao equivalentes aquela de convergéncia. (citar referencia)

Voltando ao exemplo do método explicito observamos que desigualdade 1 — 20 > 0, pode ser rees-
crita como o < %, que é a condicao para estabilidade para esse método, que serd entao chamado de
condicionalmente estavel.

Chamamos atencao também para o fato de que a estabilidade é uma propriedade intrinseca da equagao
de diferengas finitas, e consiste em que esta nao tenha o defeito de amplificar erros dos passos anteriores. Ja
com relacao aos critérios para determinacao da estabilidade, estudaremos a seguir os dois mais conhecidos:
o de Von Neumann e o da matriz.

Estabilidade - Critério de von Neumann

Este é um critério simples e muito utilizado para determinar a estabilidade de um método numérico.
Ele é baseado no principio da superposicao, ou seja na observacao de que o erro global é a somatéria de
erros mais simples também chamados harmoénicos. Esse processo é inspirado na expansao de uma fungao
em série de Fourier. Denotando por E;, 1 =0,1,... N o erro global em cada ponto ao longo da primeira
linha t = 0 podemos escrever:

N
E;, = Zanexp(lanih), 1=0,1,...N,

n=0

onde I =+v/—-1, «, = % e Nh = L, o que constitui um sistema linear com N + 1 incégnitas a,, e N + 1
equagoes, cuja matriz dos coeficientes é nao singular, e portanto pode ser resolvido de maneira tinica para
determinar a,. Tendo representado o erro no passo inicial, para analisar sua propagagao ao longo dos
passos subsequentes basta observar a propagagdo de um harménico genérico exp(Ifih)exp(Ajk) onde 3
é um nimero real e A um ntimero complexo, ambos arbitrarios.

Portanto a estratégia do critério de von Neumann para determinacao da estabilidade é a de examinar
o resultado da propagacao de um dado modo de Fourier em uma linha ou estéagio subsequente j. Se houve
amplificacao desse harmoénico dizemos que o método é instavel, se houve amortecimento ele serd estavel.

Por utilizar o principio de superposicao o critério de von Neumann sé deve ser usado quando a equagao
é linear com coeficientes constantes e além disso ele ignora completamente a influéncia das condigoes de
fronteira sobre o comportamento da solucao da equagao de diferencas. Geralmente, a condigao de esta-
bilidade deduzida do critério de von Neumann produz uma condi¢ao necessaria para a estabilidade, mas
nao suficiente, uma discussao bastante detalhada desse problema é apresentada em [?] pdginas 117-132,

veja também o exercicio (|13.22)).

A seguir ilustramos a aplicacao pratica do critério de von Neumann utilizando-o para determinar a
estabilidade do método explicito. Com esse objetivo vamos admitir entao que exista uma solucao da
equacao de diferengas (13.17) da forma:

N IB MG B
7 - - ) M
Ui eMe (e*)e (13.25)

e tentamos encontrar A e (3 tais que ([13.25)) seja de fato uma solugao de (13.17). Substituimos ([13.25))
em ([13.17)) para obter:

AUTDIB = (1 — 20)U; j + o(eMe!PU=D 4 XD
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Assim:
BAUi)j = (1 — QU)Ui,j + O'(e_IﬂUiJ‘ + elﬁUi,j) .

Logo, eliminando os termos comuns obtem-se:

e = (1-20)+o(e 1P 4elP)

(1—-20)+4+20cosf
= 1+420(cosf—1)

B
= 1—40 sen’Z .
056112

Como ¢ > 0 entdo e* =1 — 4o sen2§ < 1. Assim, se e > 0, de a solucdo da equacdo
decaira uniformente quando j — oco. No entanto e* pode ser negativo, uma vez que A é complexo, e
portanto teremos mais duas situacdes a considerar: —1 < e* < 0 a solucdo tera amplitude decrescente e
sinal oscilante quando j — co. Finalmente, se e* < —1 a solucio oscila com amplitude crescente quando
j — oo. Neste dltimo caso é instavel, enquanto que no caso anterior ela serd estavel. Assim,
resumindo, para estabilidade serd exigido que:

ler < 1.
Como e* < 1 sempre, precisamos ainda impor —1 < e*, ou seja, —1 < 1 — 4o senzg.
Portanto: 1 )
o < T cos V3, ouseja o < 3 (13.26)

Note que a condicao (|13.26]) obtida pelo critério de von Neumann para estabilidade do método explicito
é exatamente aquela que obtemos na se¢ao anterior impondo que 1 — 20 > 0.

Com a imposicao do limitante sobre o para estabilidade, o método explicito geralmente produz apro-
ximagoes satisfatérias. Porém, o < % é uma condigao muito restritiva para o tamanho do passo na direcao
2
t, pois esta condigao significa que k < hTa’ e o esfor¢o computacional podera ser grande se desejarmos
calcular a solugao para um tempo T' razoavelmente longo.

Estabilidade - Critério da Matriz

Vamos iniciar esta secdo observando que a discretizacao explicita da equacao (|13.14]) e respectivas
condicoes iniciais e de fronteira fornece a seguinte equacao de diferencas:

Uijt1 = oUi1,;+(1—-20)U;j+0U;—1,, i=12,...N—-1, j=0,1,...,
Uio = (ih), i=0,1,...N,

(13.27)
Uoj = [fUk), j=12,...,

Uv; = gGk), j=12,....
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Introduzindo a notagao vetorial:
U; = (Uy;,Usj,-Un-1;)" (13.28)
entao para cada j a equagao pode ser escrita na forma matricial:
Ujp1n = AUj+c;, j=0,1,..., (13.29)

onde A é a seguinte matriz (N — 1) x (N —1):

1—20 o 0 0
o 1—20 o 0
0 c 1—20 o
0 0 o 1—-20

e c; é um vetor de (INV — 1) componentes contendo informacoes das condigoes de fronteira dado por:

G = (f(]k>70’70ag(]k))T

De maneira andloga introduzindo os vetores u; = (u(z1,t;), ..., u(zn_1,t;))", 75 = (71,5, Tn=1,5)T
ee; = (eLj, ...,e N_Lj)T para representarem, respectivamente, a solugao exata, o erro de truncamento
local e o erro global, e considerando , podemos escrever a equacao matricial para o erro de trun-
camento local:

Wjr1 = Au]' + Cj + T - (1331)
Subtraindo ((13.29) de ((13.31]) obtemos a equacao vetorial para o erro global:
€j+1 = Aej + 7. (1332)

Aplicando a equacao (|13.32]) recursivamente para j, j — 1, ...0 obtemos:

€j+1 = Aj+1e0 + AjTO + Aj_l'rl + -+ Aijl + 7;
(13.33)
= AjTo+Aj71T1+"'+ATj_1+Tj,

se lembrarmos que ey = 0 por construgao. Vé-se de que o erro global é formado pelo actimulo dos
erros de truncamento local de cada passo propagados pelas poténcias da matriz A. Portanto a matriz
A tem um papel crucial na propagacao desses erros e ela é chamada de matriz de amplificagdo. O erro
cresce se algum autovalor de A tem médulo maior do que 1. Se todos sao menores do que 1 em moddulo,
temos o erro decrescendo e portanto estabilidade. Definimos entao:

Definicao 13.4 - Uma equacgdo vetorial de diferencas da forma:
Ujr = AUj +¢j,

¢ estavel com relagao a alguma norma || - || se e sémente se existem constantes hg > 0, kg > 0, K > 0
e8>0 com:
I[A"|] < Kexp(Bt) ,

sempre que 0 <t=nk, 0<h<hg e0<k<kqy. Em particular se os autovetores de A sao linearmente
independentes e se seus autovalores \; satisfazem |\;| <1+ O(k), Vi, entdo o método serd estdvel. Ver

exercicio (13.10).
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No caso particular da matriz A do método explicito (13.30) seus autovalores sao dados no exercicio
(13.12)) e portanto para estabilidade precisamos que:

T
N = [1—4 22y <1 k
il = 1= dosen®(55)| < 14 O0(k) |

que pode ser facilmente mostrado implicar em o < %, ou seja a mesma, condi¢ao ja obtida pelos critérios
anteriores.

Note que a matriz A de um método numérico geral tera sempre seus elementos dependentes do
parametro o, e portanto determinar a estabilidade desse método numeérico requer a determinacao dos
autovalores de uma matriz de ordem arbitraria N cujos elementos dependem de o. Esta pode ser uma
tarefa bastante dificil. Para tanto contamos com alguns resultados de dlgebra linear que nos auxiliam na
tarefa de encontrar limitantes para esses autovalores. Eles sao os teoremas de Gerschgorin que aplicam-se
para uma matriz A geral da forma:

a1 a2 - aiN

a21 az2 - asN
A =

aNi an2 ... OAaNN

Seja d; = Zjvzl la; j|, temos ent@o o primeiro teorema:
Teorema 13.2 Seja A o maior autovalor de A tomado em mddulo. Entio A < maxj<;<n |di|-

Prova: Ver [?] pdgina 87.
O segundo teorema pode ser enunciado como a seguir:

Teorema 13.3 Seja r; = d; — |ai;|. Entao os autovalores de A estio na unido dos discos de centro em
lai;| e raio r;.
Prova: Ver [?] paginas 88-89.

Como mostrado em ((13.21)) o erro de truncamento local do método explicito é de ordem O(k + h?).
Uma pergunta que surge naturalmente é se podemos obter métodos com ordem melhor. A resposta é
positiva como veremos a seguir.

Melhorando a ordem

Uma tentativa de melhoria da ordem, ainda mantendo a condi¢ao de método explicito, pode ser feita
incorporando-se mais um ponto & férmula (13.17)), ou seja, usando-se diferenga centrada na varidvel t.
Tem-se entao a seguinte equagao de diferencas, chamado Método de Richardson, e respectiva molécula
computacional:

Uijt1 = Uij-1r _  Uisrj = 2Uij + Uiz

o % (13.34)
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e o erro de truncamento local sera:

k2 h? 9 9
Tij = Kuttt(zian) - Euxacmc(g:tj) = O(h +k ) y

portanto de ordem 2.
A anilise da estabilidade pode ser feita utilizando o critério de von Neumann. Escrevemos entao:
Ui,j = e)‘jelﬁi s
que apos substituicdo em ([13.34)) e varias simplificagbes resulta em:
A= —do sen2§ + (14 1602 sen4§)% .

Teremos sempre uma raiz de médulo maior do que 1, portanto este método é incondicionalmente
instavel.

Uma opgao para solucionar o problema da instabilidade é substituir o termo U; ; pela média dos termos
Ui.j+1 e U; j—1, na aproximagao de uz;. Vamos obter dessa forma o Método de Du Fort-Frankel:

Uijs1 = Uijr _ Uirrj = Uigsr + Uijr) + Uicry
2k h? ’

cujo erro de truncamento local é dado por:

k2 h? k2 E*
4 4
Tij = g Wt = 5 Uezer — 55 Wl +O(h" + k" + ﬁ) .
Agora, se k = rh temos que o método nao sera consistente, melhor dizendo, o método sera consistente
com a equagao:
Ut = QUgy — ozrzutt 5

que é uma equacao hiperbdlica!

Portanto, para obtermos um método consistente, é preciso restringir k£ em funcéo de h, por exemplo
k = rh? e af teremos um método consistente de ordem 2. O método de Du Fort-Frankel é pois condicio-
nalmente consistente e a condigao imposta é bastante restritiva.

Analisando a estabilidade, vemos que, a partir de
Uij+1 = Uij-1 = 20(Uit1,; — (Ui i1 + Ui j—1) + Uir5)

obtem-se:
(1+20)U; j41 — 20(Uit1,5 + Ui—1,5) — (1 = 20)U; 1 = 0,
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e pelo critério de von Neumann, escrevendo:

Ui,j = 6/\J6[ﬁ2 5

teremos:
(1+20)e** —2erocosf—(1—-20)=0,
cujas raizes sao:

14 20 T 1420

Temos que 1 — 40 sen?3 < 1, podendo ser positivo ou negativo.
i) Se negativo: Teremos rafzes complexas conjugadas e

20cos B+ (1—4osen?3)z a4 Ib
’y:

(a + Ib)(a — Ib) 40% —1
| = =— <1
1+ 20 4o + 40+ 1

ii) Se positivo: Entao,

1+ 20
20+ 1

=1.

0<(1—4dosen?p)? <1 e |20 cos 8| < 20, = |y| <
Portanto o método é incondicionalmente estavel.

Este método é um método explicito de dois passos, pois exige conhecimento da solugao em 2 niveis
anteriores de tempo para a construgao da solugao no préximo nivel. Diferentemente dos métodos de um
nivel, ele s6 pode ser aplicado para o cédlculo da solugao a partir do nivel 2, exigindo que o primeiro passo
seja calculado por meio de outro método.

Este método constitui um exemplo claro do cuidado que se deve ter em relacao ao teorema da equi-
valéncia de Lax ilustrando o importante fato de que nem sempre a escolha da malha (relacdo entre h e
k) é ditada pela condi¢ao de estabilidade. No caso do método de Dufort Frankel quem impoe a escolha
da malha é a consisténcia e nao a estabilidade. Esta implicito no teorema de Lax que é preciso verificar
nao sé a condicao de estabilidade mas também a escolha adequada da malha.

Como vimos, resolvemos o problema da instabilidade e criamos um outro com a consisténcia, este
sera sempre um dilema pois essas duas propriedades estao na maioria das vezes em conflito. Uma ma-
neira de aliviar esse problema é considerar métodos implicitos, pois estes tém melhores propriedades de
estabilidade, mas como veremos abaixo o custo computacional aumenta consideravelmente.

Método Implicito

Uma férmula implicita é aquela em que dois ou mais valores desconhecidos na linha j sdo especifi-
cados em termos de valores conhecidos das linhas j —1,j —2,.... Claramente, ndo sera possivel o calculo

direto de U; ;; usualmente exige-se a solucao de um sistema linear.

Aplicando diferengas regressivas do lado esquerdo da equagao e diferengas centradas do lado direito,

obtemos:
Uij = Uij-1 _ (Vi1 = 2Uij + Ui
k h? ’

que depois de alguma manipulagao algébrica pode ser reescrita na forma:

(13.35)

—oU;—1,; + (1 + QU)UiJ — O'Ui_,_l’j =U;j—1 para t=1,2,..., N—-1e j=1,2,.... (1336)
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A molécula computacional dd-nos uma idéia precisa da relagdo de dependéncia entre os diversos
elementos da férmula.

Figura 13.5: Molécula computacional do método implicito.

Observe que (|13.36]) forma um sistema tridiagonal de equagdes, e ao resolvé-lo encontramos todas as
aproximagoes do estagio j. Escrevendo mais detalhadamente, o sistema a ser resolvido em cada estagio
é:

1+ 20 —0 0 0 Ulj Ul,j—l O'Uo,j
—0 1+20c —0o 0 U2j UQ,j_l 0
: : : = : + : ,
0 . —0 1420 —0 UN_QJ' UN_27J‘_1 0
0 0 —0 1420 UN—l,j UN_17j_1 O'UNJ'

ou na notacao vetorial introduzida em ([13.28)):
AUj =U;_1+¢;, (13.37)
onde ¢; = (o f(jh),0,...,0,09(jh))T, para o caso de condigdes de fronteira como as de (13.14)).

Podemos observar que A é uma matriz (N — 1) x (N — 1) estritamente diagonalmente dominante e
portanto o sistema tem solucdo tunica. Além disso, a propriedade de diagonal dominéancia nos
garante que ([13.37) pode ser resolvido por qualquer método de solugao de sistemas de equagbes lineares,
como os métodos dados nos Capitulos 4 e 5.

Exemplo 13.2 - Calcule a primeira linha de solucoes do problema do exercicio

Solugao: Temos:

1 1 1
U—gck—ajh—g
1 1 2
Comh:§temosxozo,xlzg,@:g,xg:l.
1 1 2
Comk—atemOth—O,t1—5—4,t2—5—4,... .

Usando as aproximacgoes Uy, U1g, Uag, Usg, Ug1 € Us1, do exemplo (|13.19)), vamos calcular Uy; e Usy.

Uijg = —oUpy + (1 + 2(7)U11 —oUs
Uso = —oUy1 + (1 +20)Uz — oUs; .

(1+20) —o U \ _ ( Uwo+oUn
—0 (1—|—20’) Usy Usg + 0Us, ’
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4/3  —1/6 Ui \ [ 2/9
-1/6 4/3 Usn / \ 2/9 ’
Resolvendo o sistema acima obtemos:

U1 = Uy = 0.1904762.
A solucao exata é ui; = ug; = 0.1861023.

Veja que a utilizagao de um método implicito como o acima é de dificil justificativa pratica, uma vez
que a precisao dos resultados nao melhorou na mesma propor¢ao do aumento do esforco computacional.
Apresentaremos ainda neste capitulo um método implicito que apresenta erro de truncamento com ordem
mais alta. Antes vamos calcular o erro de truncamento do método implicito para justificar os resultados

numéricos obtidos no exemplo acima.

Erro de Truncamento Local

O desenvolvimento aqui segue exatamente as mesmas idéias do caso do método explicito e portanto
repetiremos sémente 0s passos principais.

Seja 7;,; 0 erro de truncamento ocorrido no calculo de U; ;. Entao, podemos escrever:

Uij —Wij—1 _ &
- %~ ﬁ(“i—lﬂ’ = 25+ Uig15) + Tij -

Aplicando expansao em série de Taylor em torno de (;,y;), obtemos,

2

k h
U — §Utt + O(kZ) = QUgg + aﬁuchx + O(hs) + Tig -

Assim:
k ah? 9 3 9
Tij = —gUn — o Usaee +O(k*) + O(h’) = O(k + h?) . (13.38)

Concluimos que o método é incondicionalmente consistente e de ordem 1.

Comparando as expressoes ((13.21]) e (13.38]) observamos que elas diferem apenas no sinal do termo

gutt sendo um positivo e outro negativo. Esse fato nos motiva a considerar uma nova aproximacao que
é a média entre as aproximagoes explicita e implicita, na esperanca de que esse termo despareca do erro

de truncamento local, como de fato ocorre. Essa estratégia d& origem ao método de Crank-Nicolson que
sera estudado logo mais adiante.

Erro Global

Segue o mesmo desenvolvimento feito para o método explicito.
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Estabilidade

Analogamente ao caso do método explicito pelo critério de von Neumann escrevemos:

Ui’j = 6/\]6161 .

Substituindo na equacao (13.36]) temos o seguinte desenvolvimento:

Ui,j—l = —O'Ui_l,j + (1 + QU)Ui,j - O'Ui-‘rl,j
AUDIB = _Ger BN 4 (1 4 20)U; ; — et el AlHD
eiAUivj = 70671ﬁU1',j + (]. + QU)Ui,j - (TGIﬁUi,j
e = —o(e P+ elP)+ (1+20)

= —20cosf+1+20
1+ 20(1 — cos3)

1+ 40 sen2§.

Portanto:
N 1

B 1+4asen2§ '

Para a estabilidade, |e*| < 1. Mas, neste caso |e*| < 1 para todo o, ou seja, 0 método é incondicio-
nalmente estavel. Algumas vezes, esse fato é usado para justificar a utilizagdo de um método implicito,
pois sendo esse método incondicionalmente estdvel, nao devemos nos preocupar com a amplificacao de
erros e portanto podemos utilizar uma malha menos fina para obter a solugao.

Como nos casos anteriores, a analise da estabilidade pode ser feita também pelo critério da matriz,
aplicado & equacao de diferemcas,

ej = A_lej,1 + A_lTj 5

de maneira que teremos estabilidade se os autovalores de A~! estiverem no disco unitério. Ver exercicio

B,

Método de Crank-Nicolson

Este é um dos métodos mais utilizados na solucao de equagoes parabdlicas. Como no caso do método
do Trapézio para equagoes diferenciais ordindrias, este método é a “média aritmética” do explicito com
o implicito. Tomando pois a média entre as expressoes ((13.17)) e (13.36]) obtemos o Método de Crank-
Nicolson:

Ui—1j +Ui—1j41 —2(Ui; + Ui 5 Uit1,j +Uig1j
Uijt1 =Uij + oW + Ui = 2(0iys ;r 1) Uiy + Ui ) ) (13.39)

ou ainda,

Uijy1-Uij  a

z opz Wim1 = 2Uij + Uiy + Uicrgnn = 20501 + Uigrgn)
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cuja mot’ecula computacional é:

Figura 13.5: Molécula computacional do método de Crank-Nicolson.

Podemos observar que estas equagbes formam o seguinte sistema linear tridiagonal
AU, = BU; + ¢; que é diagonalmente dominante:

2+ 20 -0 0 0 Ul,j-i-l
—0 24+20 -0 ‘e 0 U27j+1
0 —0 2+20 -0 UN72,j+1
0 0 —0 2+ 20 UN_17j+1
2—20’) g 0 0 ULj O'Uo,j
o 2—20 o o 0 U, j 0
: : : + : )
0 PN o 2—20 g UN_QJ' 0
O 0 (o 2—20 UN—l,j O'UNJ'
ou utilizando notagao vetorial podemos escrever:
AUj.H = BUj +c; (1340)

Para se obter a solucao em cada estagio, é preciso resolver um sistema tridiagonal. Note que, sendo
A diagonalmente dominante, o problema discreto tem solugao tnica.

Erro de Truncamento Local

Analogamente as defini¢oes de erro de truncamento local dos demais métodos definimos 7; ; por:

Uij+1 —Uij &

’ = opz (Wim 1 = 2ig + Uigr + Uiy g = 2+ Uirrga) + Ty -

Expandindo em série de Taylor em torno do ponto (z;, t; 41 ), obtemos:

2
Wil — Yij _ + k lu + O(Kk*)
k t 2 6 ttt )

h4
Uj—1,5 — 2ui-,j + Uit1,5 = hQU.LL + EU‘LILLJ/ + O(h6) ’
h* h2k? htk?
Wi—1,541 — Qui,jJrl + WUit+1,j+1 = hzuww + Euwaja::r S Ugtt + 96 Uggzott + O(hﬁ) .
Logo,
k2 ah? ak? h2k?
Tind = gyt T Ty tewee T g tean = A mgem Uamanit ¥ O(h") + O(k') = O(h* + k) .
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Estabilidade

A andlise da estabilidade segue o mesmo raciocinio desenvolvido para o método explicito. Substituindo
(13.25) em (13.39) obtemos:

a_ 1—20’SQH2§ (13.41)
B8’ :
1+20sen?g

e concluimos que o método é incondicionalmente estavel, pois |e*| é sempre menor do que 1.

E possivel provar que o erro de global satisfaz a equacdo vetorial Ae; = Bej_; +7; e como A é
inversivel, tem-se estabilidade se todos os autovalores da matriz de amplificacio C = A~'B estdo no

disco unitario. Ver exercicio (|13.15|).

Condigao de Fronteira de Neumann ou com Derivadas

Quando as condigoes de fronteira envolvem a derivada da funcao u(z, t), dizemos tratar-se de Condigoes
de Fronteira de Neumann. Podemos ter uma das condigoes de fronteira ou ambas, com derivadas.
Teremos entao um problema como a seguir:

U = QUgz, a>0, 0<z<L, 0<t<T, (13.42)

w(z,0) = ¢x), 0<z<L,

ou(0,1)

= ty, 0<t<T,

e
Ou(L,t)
—_— = t O<t<T.

e g(t), 0<t<

Ao discretizarmos esse problema por qualquer das técnicas anteriores teremos agora que resolver a
questao de que os valores Uy ; e Uy ; deixaram de ser conhecidos, veja a Figura 13.7.

Figura 13.7: Discretizagao do Problema de Neumann com inclusao de pontos fantasmas

Note que conhecemos os valores das derivadas direcionais sobre as fronteiras * = 0 e x = L e nao
mais o valor da func¢ao como no caso da condic¢ao de fronteira de Dirichlet, de forma que devemos tratar
esses valores (Up j,Up,;j) como incégnitas, ou seja, nossa discretizagao deve incluir os valores da fungao
nos pontos g = 0 e xy = L como incégnitas. O problema é que ao escrevermos uma equagao para o
ponto xzg = 0, por exemplo, no caso do método explicito obtemos:

U07j+1 = O'U,Lj + (1 — QU)Uo,j + O'ULj R

que contém o ponto U_; ; que nao faz parte da malha. Devemos portanto utilizar a condigao de fronteira

para calculé-lo, fazendo:
o au(O,tj) Ul,j — U_l,j
f(ts) = or 2h ’

(13.43)
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onde foi utlizado a discretizacao da derivada por diferengas centrais. A equacao (13.43)) pode ser reescrita
na forma:

Uo1j=Us; —2hf(t;) (13.44)

e portanto o valor de U_; ; pode ser substituido por (13.44]) na expressao do método numérico sem
maiores problemas. Devemos no entanto observar que a notagao vetorial introduzida em ([13.28)) deve ser
modificada para refletir o fato de que Uy ; e Un ; sao agora incégnitas, assim:

U, = (Uo;,Urj,...,Un )T,

e portanto um vetor de N 4+ 1 componentes. Certamente a matriz A da equacao (13.29) deve ser de
ordem (N + 1) x (N + 1) e ter sua primeira e dltima linhas modificadas. Assim a equac@o equivalente a
(13.29)) para o caso de condigoes de fronteira com derivadas é:

Uj+1 = AUJ + C]‘ s

onde A é a matriz nao simétrica:

1—-20 20 0 0
o 1—20 o 0
0 c 1—20 o
0 0 20 1—-20

e c¢; é um vetor de (N + 1) componentes contendo informacoes das condicbes de fronteira dado por:
cj = (=2hf(jk),0,...,0, ~2hg(jk))" .

Ja para o caso de um método implicito teremos um pouco mais de dificuldades. Consideremos o
método de Crank-Nicolson ([13.39) que pode ser reescrito na forma:

70’U7;+17j+1 + (2 + 20’)Ui7j+1 — O’Ui_17j+1 = UUi-i-l,j + (2 — QU)UZ'J' + UUi—l,j . (1346)

Novamente quando 7 = 0 ou i = N teremos o aparecimento dos termos U_1 jy1, U_1;, Unt1,j+1 €
Un+1,; que nao fazem parte da malha e portanto sdo pontos fantasmas. Da mesma maneira que fizemos
para o caso explicito em eliminamos esses valores da equagao (13.46]), para obter a equagao
matricial:

AUJ‘+1 = BU] + Cj s

onde as matrizes A e B sao de ordem N + 1 e dadas por:

24 20 —20 0 0
—0 2420 -0 0
A= N
0 —0 2420 -0
0 0 —20 2+ 20
2 —20) 20 0 0
o 2—20 o 0
B= : : )
0 o 2—20 o
0 0 20 2—20

e o vetor independente c; = (2ho (f(t;+1) — f(;)),0,...,0,2ho(g(tjs1) — g(t;))7T .

Observagoes:
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a) A matriz A do método de Crank-Nicolson para problemas com condigdo de fronteira de Neumann
nao é simétrica, mas continua estritamente diagonalmente dominante. A perda da simetria é um
fator de consideravel complicagao para a solugao do sistema linear.

b) No caso do dominio possuir uma fronteira irregular, os pontos préximos da fronteira precisam de
tratamento especifico, por meio de interpolagao. Este aspecto serd tratado com mais detalhe nas
equagoes elipticas.

c) E também possivel encontrar na pratica problemas com condi¢es de fronteira do tipo misto, ou
seja, uz(0,t) — a1u(0,t) = g(t). O tratamento numérico desse tipo de condigdo de fronteira é uma
combinacao daquele dos casos de fronteira de Dirichlet e de Neumann estudados acima.

13.4 Problemas Nao Lineares

A maioria dos métodos discutidos anteriormente podem ser generalizados para equagoes lineares com
coeficientes varidveis, ou seja, & = a(z,t) na equagdo (13.14). Mas encontramos algumas dificuldades
como:

e embora as matrizes continuem diagonalmente dominantes, ¢ nao é mais constante;

e temos que calcular o; ; a cada passo, e no método de Crank-Nicolson, por exemplo, precisamos de
o5 no ponto intermedidrio, para isso calculamos:

awi,tj) + (i tjp1) |
2 b)

a(xi,tj+%) ou

e nao poderemos usar andalise de Fourier para fazer a analise da estabilidade de maneira global, apenas
localmente.

Quando a = «a(x,t,u) ou @ = a(u) temos o chamado problema quase-linear, neste caso o método
explicito pode ser usado sem dificuldades, pois sua utilizagao nao requer a solugao de equagoes nao line-
ares. Ja para os métodos implicito e de Crank-Nicolson obtemos um sistema de equagoes nao lineares,
que podemos resolver por aproximagoes sucessivas ou pelo método de Newton, com a aproximagao inicial
calculada pelo método explicito. Na pratica, no entanto, recomenda-se a utilizagao de métodos implicitos
para evitar problemas de estabilidade, uma vez que estes sao incondicionalmente estaveis.

O caso mais geral de uma equacao nao linear parabdlica é representado pela expressao:
f(x’t7u7ut7ux7u:cx) =0. (1347)

Casos particulares importantes sio representados pela equacao de Burgers, onde se tem f(x,t, u, us, Uy, Ugy) =
Ut + Uty — gz, = 0 e pela equagdo de Ritchmyer ([?]) onde f(x,t,u, us, Uy, Upy) = Ut — (U™)ge =
0, m>2.

Um método explicito para resolver 7 simplesmente avalia essa expressdo no ponto (x;,t;) e
substitui a derivada em ¢ por diferenca progressiva e as derivadas em x por diferencas centrais. No caso
em que a derivada temporal pode ser escrita de forma explicita em fungao das outras varidveis, ou seja
quando a equacao é da forma:

Ut = f(I, t,u, Uy, urr) ;
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podemos discretiza-la facilmente pelo método explicito para obter:

+1 = Uicaj Uiprj = 2Ui; + UH,j)
2h ’ h? ’
Uma anédlise da estabilidade linear desse método é possivel e pode ser encontrada em detalhes em [?]
pdginas 74-76. O resultado demonstrado em [?] é o seguinte:

Ui
Ui7j+1 = U’L,j + kf(xlatja Ui,j7 (1348)

Teorema 13.4 Seja f uma funcao satisfazendo as sequintes hipdteses:
2. | ful + [ fuol + fuoo <8,

onde fy representa a derivada parcial da funcdo f com relacdo ao argumento ¢ e supomos que u seja
uma fungdo 4 vezes diferencidvel em x e 2 vezes em t. Entdo o método ¢ convergente se:

27 k 1- Bk
h<— — <
=5 e 0< ey
No caso em que:
2 2
flz,tu, g, upy) = (U™)ge = m(m — 1)u™ 2 <gz> + mumfl%, m > 2, (13.49)

teremos 0 < v = mu™ ! e B =mu™ "1+ 2m(m — 1)|u™ 2uy| + m(m — 1)(m — 2)|u™ 3 (u)?.

Observe que assumimos que y > 0 e portanto 3 > v de forma que o teorema acima impoe as condigoes
de estabilidade:

1. h<2y/8<2

2. % < (1-8k)/(28) ou seja ﬁ% < (1-Bk)/2 < 1/2. Usando agora que (8 > 7 na tltima desigualdade

obtemos: : : )
mel S =y <o

h? h? "2

Esse mesmo resultado poderia ser obtido por comparagao com a equacao linear com coefientes cons-
tantes reescrevendo a equagao (|13.49) na forma

mu

e compararando com a equagdo com coeficientes constantes, u; = ()., para concluir que a condigao
de estabilidade do método explicito toma a forma:

ak  mumlk - 1
- h? h? -2

Isto quer dizer que para problemas nao lineares a estabilidade depende, além da equacao de diferencas
finitas, da solugao do problema que esta sendo resolvido e portanto a condicao de estabilidade pode variar
ao longo do dominio. Para obter-se um método implicito substitui-se as derivadas da varidvel espacial
por férmulas envolvendo o mesmo nivel de tempo. Um exemplo de método implicito para resolver
é o método de Crank-Nicolson dado por:

F it Uiji1 +Uij Uijor = Uiy paUijor +pdaUiy 02Ui 1 + 03U\ 0
RCAE 2 ko 2h ’ 2h? S

g
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onde os operadores 4 e d, estdo definidos em (??). A equagao acima deve ser aplicada em todos os pontos
do dominio para os quais quer-se calcular uma aproximacgao, produzindo um sistema de equacGes nao
lineares nas varidveis U; ;. Esse sistema pode ser resolvido por aproximacoes sucessivas ou pelo método
de Newton, (veja Capitulo 4).

13.5 Equacoes Parabdlicas em Duas Dimensoes

Nesta segao consideraremos a discretizagao de equacgoes parabdlicas lineares em duas dimensoes, da
forma:
Ut = A Ugy + Q2Uyy
onde u, a1 e a sao fungoes de x,y e t; x e y varidveis espaciais e t variavel tempo, ou em notacao de

operadores,
ug = Lu, (13.50)

com L = o Uugy + 0pllyy.

Todos os métodos discutidos anteriormente podem ser adaptados para este caso mas o esfor¢go com-
putacional aumenta quadraticamente, de forma que a simples adaptagao nao é uma solucao satisfatoria.

Apresentamos a seguir alguns métodos criados para contornar esse problema, exigindo um nimero
menor de operacoes aritméticas.

Inicialmente supomos que a regido de defini¢cao do problema seja formada pelo retdngulo [0, a] x [0, b]
do plano z—y e pelo intervalo de tempo [0, c0). Essa regi ao do plano é coberta por uma malha retangular
com lados paralelos aos eixos, com espagamento hi na direcao =, he na diregao y e por uma discretizacao
temporal com passo k. Os pontos da malha (z,y,t) serdo dados por x = lhy,y = mhsy e t = nk, onde
l,m,n sao inteiros. Uma funcdo discreta definida nessa malha serd denotada por U}, .

Da expansao em série de Taylor de u(x,y, tnt1) = u(z,y, t,+k) em torno do ponto (z,y, t,,), obtemos:

k’2
U(.T, Y, tn+1) = U(JU, Y, tn) + kut(xa Y, tn) + ?utt(xv Y, tn) e (1351)
Observando agora que u; = Lu e que L independe de ¢, deduzimos por diferenciacao com relagao a ¢
que uy = (Lu); = Luy = L x Lu = L?*u. Assim podemos mostrar por inducio que:
oru
otp

Levando esse resultado em ([13.51]), obtemos:

= LPu .

]{/‘2
u(x, y, tnr1) u(z,y,tn) + kLu(x, y, t,) + ?LQu(ac7 Yytp) + -
k2 k3
IT+kL+—L°+ =
( + + 5 + 3]

Avaliando a expressao ([13.52)) no ponto (zy, Y, tn) obtemos a férmula (13.53]), que serd utilizada na
deducao dos diversos métodos a seguir.

L3+ ... Ju(z,y, t,) = exp(kL)u(x, y,t,) . (13.52)

up = exp(kL)up,, . (13.53)
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Método Explicito

Vamos exemplificar esta técnica usando

L = gy + uyy = DI + D3, (13.54)
ou seja, a; = ag =1 e Dy = ug, Dy = uy.
A equagao (|13.53)) torna-se:
u™ = exp(kD?) exp(kD3)u"

n __ n
onde u™ = Uy

Como
1 1 1
D? = — (62— —6%+ —68...
¢ 1 1 1
2 _ 2 4 6
Dy =320 = 33% + 5% )
veja exercicio (?77). Entéao
[ 4 g2 4 L 5a |+ 062 4 Ly51 n 13.55
u _[ +0m+§a(a_6)w][ +Uy+§g(o_6)y"']ua ( . )

onde o = k/h?. Aqui estamos utilizando h; = hy = h, como espacamento nas varidveis = e y. A con-
clusao final nao serd muito distinta se considarmos espacamentos diferentes para cada uma das varidveis
espaciais. No entanto, alertamos que essa talvez seja uma situagao mais realista para aplicagoes praticas.

Varios métodos explicitos podem ser obtidos da equagao . Por exemplo, multiplicando as duas
séries e em seguida considerando somente os termos de primeira ordem obtemos,

Ut = 1+ 0(87 + )|, + O(K* + kh?), (13.56)
que é o método explicito padrao envolvendo cinco pontos no nivel de tempo t = nk.
Outro método simples pode ser obtido da equagao ([13.55)) considerando os termos de primeira ordem
em cada uma das expansoes separadamente

Uttt = (1+0682)(1+ 05)U}", + O(K* + kh?), (13.57)

,m

Esta férmula envolve nove pontos do nivel de tempo t = nk.

Estabilidade

Analogamente ao caso unidimensional temos o critério de von Neumann e o critério da matriz para analise
da estabilidade. No entanto, em duas dimensoes a analise da estabilidade pelo método da matriz se torna
um tanto complexa, pois na tentativa de generalizar o procedimento feito para o problema unidimensional
por exemplo para a equagao (??) obtemos um sistema linear U1 = AU™ + ¢", onde agora, U™ é um
vetor de vetores e A uma matriz de matrizes. Se compararmos com a matriz (13.30) veremos que no
lugar dos elementos dessa matriz aparecerd agora matrizes. Este fato, complica a analise do problema de
autovalores.

Pela sua simplicidade e facilidade de exposicdo concentraremos aqui no estudo do critério de von
Neumann que assume uma decomposi¢ao harmoénica dos erros em um dado nivel de tempo, por exemplo,
t = 0. Um modo individual, representando a decomposi¢ao é entao dado por:

etelPeelvy (13.58)
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onde 3 e v sdo nimeros reais arbitrdrios e @ = a(f8,v) é em geral complexo. Tomando essa solugdo nos

pontos da malha obtemos:
eatnelﬁmi eI'yyj — (eak)nelﬁmi eI'yyj

E portanto, essa componente do erro serd uniformente limitada se:

‘eak| < 1

para todo a.
Se (13.58)) é substituido na férmula (13.56)), o resultado eliminando-se fatores comuns torna-se

h h
e* =1—-4o (senzﬂ2 + seang) .

Para estabilidade [e®*| < 1 e, entdo

2 2

O lado direito da desigualdade é satisfeito, e o lado esquerdo resulta em:

h h
—-1<1—-40 (senQﬂ + sen27> <1.

entao temos a condigao de estabilidade o < %.

Muitas vezes a restricao imposta pela estabilidade sobre o passo temporal, torna-se muito restritiva,
e pode levar o usudrio a preferir a utilizagdo de um método implicito para escapar dessa restricao. Na
proxima segao apresentamos brevemente os métodos mais utilizados na prética.

Métodos de Diregoes Alternadas Implicitos

A discretizacao de uma equacao parabdlica em duas dimensoes por um método implicito leva & neces-
sidade de solugao de um conjunto de sistemas de equagoes lineares cuja matriz tem a dimensao do niimero
de pontos da malha nas varidveis espaciais, isto é se tivermos N pontos na direcao x e M na diregao y, a
cada passo de tempo, teremos que resolver um sistema linear com N M equagoes. Esse processo pode ser
extremamente caro do ponto de vista computacional se nao levarmos em consideragao a estrutura muito
especial da matriz dos coeficientes. Por exemplo a discretizacio implicita equivalente a é:

Urt =Up + o067 + 65U (13.59)

ou seja,
(L+o (67 +ap)UH = U7,

que resulta num sistema linear cuja matriz A tem no méaximo 5 elementos ndo nulos por linha. Na
maioria das vezes é possivel arranjar as incégnitas desse sistema de tal forma que os 5 elementos nao nulos
de cada linha estejam posicionados de maneira a formar uma matriz com 5 diagonais, a principal, uma
imediatamente acima e outra imediatamente abaixo desta, e duas outras localizadas a certa distancia
da diagonal principal. Obviamente esta é uma matriz muito especial e nao devemos tentar resolver o
sistema linear resultante sem ter essa caracteristica em mente. A grande dificuldade é que néao existem
métodos especiais eficientes para tratar o problema com cinco diagonais, e o método de Gauss nao é muito
adequado pois ao aplicarmos o processo de triangularizacao elementos que eram nulos originalmente o
deixam de ser ao longo do processo, provocando o processo conhecido como “fill in”. J& esta mesma
dificuldade nao ocorre se a matriz tiver apenas 3 diagonais; a principal e as duas adjacentes. Nesse caso
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o método de eliminacao de Gauss pode ser aplicado sem nenhuma dificuldade. A tentativa de resolver
o problema bidimensional resolvendo-se apenas sistemas tridiagonais é materializada pela concepgao dos
Métodos de Diregoes Alternadas (ADI). Métodos ADI sdo métodos de 2-passos onde em cada passo
apenas uma das variaveis é tratada implicitamente. No primeiro passo u,, ¢ discretizado implicitamente
e Uy, ¢ tratado explicitamente, no segundo passo os papeis se invertem e assim sucessivamente. O esforgo
computacional do método ADI é cerca de tres vezes o do método explicito, preco que pagamos ao utilizar
um método incondicionalmente est’avel.

Tlustraremos estes métodos com respeito a equagao com L como em . A regiao a ser
considerada consiste em R x [t > 0], onde R é uma regido arbitraria fechada em IR2. Inicialmente
tomamos R como quadrado [0 <z < 1,0 <y <1].

Da equagao (13.53) temos:

u = exp(k;(Df + D%))u"

k k
umtl = exp(g(D% + D3) + §(Df + D2)u™

logo,

k k
exp(—5 (DY + D3))u"*" = exp(5 (D} + D3))u” (13.60)

k k k k
eXP(—gD%)eXP(—ng)UHH = exp(gD%)eXP(EDg)Un,

cuja expansao e truncamento da série fornece a equacgao:

1 1 1 1
(1— 5063)(1 — 5aéj)U"“ =1+ 50530)(1 + 5aéj)U” + O(k* + kh?), (13.61)
este método é uma modificagdo do método de Crank-Nicolson em duas dimensoes que é dado por:
L oo 1 oonn L oo 1 o 3 2
(1- 50530 — 505y)U =(1+ 5‘75z + iaéy)U + O(k® + kh*). (13.62)

Note que para obter ((13.61)) de (13.62)) um termo da forma %6365 foi adicionado em ambos os membros
de (|13.62]).

A equagdo (|13.61)) pode ser interpretada de uma forma mais conveniente para a implementacao com-
putacional introduzindo-se um passo intermedidrio para “decompor” (13.61) em duas equagoes:

_ 1l os2ypntlx 1_s2\77n
{(1 Lo62)U (1+ Lo62)U (13.63)

(1—Loetumtt = (14 Lostyumire
ou seja, 0 passo intermediario representa uma solu¢ao na direcao = e o passo final uma solucao na
direcao y.

O método decomposto (13.63) com U™t = U"*+1/2 isto é o passo intermedirio é interpretado como
um “meio” passo, foi introduzido por Peaceman e Rachford [?] e é conhecido como método de Peaceman
e Rachford.

Um método decomposto com precisao mais alta pode ser obtido da equacio (13.60|) substituindo D?
e D2 por, (veja exercicio (77)).

2 2
2 0 2 9y

X

Y S — D=V _
TR+ L) T R(l+ 502)
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e expandindo para obter:

T V=T (NN v emu R 1 1o 1 1 corn 3 4
[1 2(0 6)6$][1 2(0 6)5y]U =[1+ 2(0+ 6)51][1 + 2(J+ 6)5y]U + O(k” + kh™), (13.64)
que pode ser decomposto em duas equagoes:
(1—3(c— U™ = (14 5(o+ 502Ut '

este método foi obtido por Mitchell e Fairweather [?].

As equacdes e sdo exemplos de métodos envolvendo a solucdo de sistemas tridiagonal
ao longo das linhas paralelas aos eixos x e y respectivamente. Estes sdo os métodos ADI.
As férmulas e podem ser decompostas de uma outra maneira sugerida por D’Yakonov

[?):
1— L2y Unt” = (14 L662)(1 + Los2)U
2 T 2 T 2 Yy
(1-3oo2)urtt = U+t
€
(11— 10— HeHUmr = 1+ Lo+ DI+ Lo+ He2un
(1-3(0—-gpopur = Ut

respectivamente.
Finalmente, Douglas e Rachford [?] formularam um método ADI que é dado na forma decomposta
por:

(1—os2) Ut = (1+ ob2) U™
(1—os2HUurtt = Ut —ga20",

e é conhecido como o método Douglas-Rachford. Eliminando-se U™ ! temos a férmula:

(1-062)(1— o8 ) U™ = (1+0°6262)U",
que pode ser decomposta, de acordo com o método de D’Yakonov, em:
(1-0d2)U"Y = (1+40%6262)U",
(1-oo2)untt = yunt’,

Usando o método de von Neumann, mostra-se a estabilidade, dos métodos ADI apresentados nesta
secao, para todo valor de ¢ > 0, ver exercicio (|13.25|).

Método Localmente Unidimensional

Vamos ilustrar os métodos localmente um-dimensionais (LOD) resolvendo a equagao

Ut = Ugy + Uyy,
que pode ser reescrita como o par de equagoes

1 1
QU= Use € JUL = Uyy. (13.66)
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A idéia é portanto, aproximar a solugao de um problema em duas dimensoes resolvendo dois proble-
mas unidimensionais que localmente representam o problema original. As discretizagoes explicitas mais

simples dessas féormulas sao:
1 (U—U) _ G

2\ k2 n2
Lum Ut 8y
2 k2 h2

que pode ser reescrita na forma compacta como:

Unts — 1+ 052)[]” e U"l=(1+ Jéi)U”"’_%, (13.67)

. 1
e eliminando U™tz temos:

U = (1+06%)(1+ 05§)U".
Obtemos assim a equacao (13.57) que aproxima a solucdo com erro de truncamento da
O(k? + kh?). Para um problema de valor inicial com condices dadas sobre o plano t = 0,

—00 < x < 00,—00 < Yy < 00, se usarmos o método LOD ([13.67]) temos a mesma precisao e estabi-
lidade mas mais economia de cédlculos do que usando (|13.57)). J4 o método de Crank-Nicolson para o par

de equacoes (|13.66[) toma a forma:
1 (Urts —ur\  S2UnE 4+ 52UT
2 k2 - 2h2

1 (Ut —ynts _ F2UMH 4 52U 3
2 k)2 202

que pode ser reescrito como:

(1- %53) Unts (1+ %62) un

(13.68)

(1-Ze)yurt = (1+Za7)unti
Se os operadores 2 e 55 comutam, e este é o caso quando o dominio é um retangulo de lados paralelos
aos eixos x e y, entao o método é equivalente ao método Peaceman e Rachford. O método LOD
construido acima é de segunda ordem, é incondicionalmente estavel e envolve apenas a solucao de sistemas
tridiagonais.

Neste capitulo tentamos apresentar uma colecao representativa dos diferentes tipos de métodos e
problemas em equagoes parabdlicas. No entanto o leitor com aplicagbes mais especificas pode encontrar
um grande nimero delas em Ames [?], Thomas [?] Lapidus & Pinder [?] e Sod [?].

13.6 Equacoes Elipticas

Problemas de equilibrio em duas ou trés dimensoes geralmente dao origem a equagoes elipticas. Exem-
plos tipicos dessa classe sao problemas de difusao e de pressao, problemas em elasticidade, problemas de
camada limite, problemas de vibragao de membranas, etc. Mais simplificadamente, os problemas elipticos
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caracterizam-se pela propagacgao de suas propriedades fisicas em todas as dire¢oes coordenadas indistin-
tamente, ao contrario das equacoes parabodlicas e hiperbdlicas onde essas propriedades propagam-se em
diregoes preferenciais. Dai porque as condicoes de fronteira de um problema eliptico sao normalmente
especificadas ao longo de toda a fronteira.

Seja R uma regiao limitada do plano com fronteira OR. A equagao

2 2 2
a(@y)% + 2b(w,y)aam—gy + c(z, y)ZT/Z =d (x,y,u, %, ?;) (13.69)
de acordo com a definicio apresentada na secdo 2.2 do capitulo 2 é eliptica em R se b®> — ac < 0 para
todo ponto (x,y) de R. Como ji observado anteriormente uma equacao diferencial como necessita
de condigoes iniciais e/ou de fronteria para constituir-se num problema bem posto. Isto ocorre porque,
suponha que w seja uma solugao da equagao com d = 0, entdao v = u + aw serd uma solugao de
para qualquer valor de «, onde u é uma solugao particular de (13.69). Esta observacao indica a
possibilidade de que a equacao sozinha tenha infinitas solucoes e portanto precisamos de condigoes
adicionais para assegurar unicidade.

Imaginamos que nao seja dificil para o leitor compreender a necessidade de um problema ter uma
Unica solug@o para que seu tratamento numérico possa ser considerado. Nao faria muito sentido tentar
aproximar a solugao de um problema para o qual nao existe uma, ou que tenha uma infinidade delas,
caso em que o método numérico ficaria totalmente indeciso sobre qual delas perseguir. De forma que
parece claro que s6 tem sentido tentar resolver numéricamente um problema com solugao dnica. J& a
importancia da continuidade em relagdo aos dados iniciais, para a solugao numérica, pode nao ser tao
Obvia. Ocorre que quando resolvemos um problema numéricamente, estamos fazendo aproximacgoes, e
tudo se passa como se na verdade estivessemos resolvendo um outro problema cujos dados iniciais sofreram
uma pequena perturbacao. Se o problema nao se comporta bem com relagao a pequenas perturbagoes
nesses dados, a solugao numérica obtida serd desastrosa.

Vimos entao a necessidade de que a equagao seja adicionada condicbes de fronteira e que essas
condicoes de fronteira devem ser escolhidas de maneira a resultar em um problema bem posto. Felizmente,
a maioria dos problemas que reclamam um tratamento numérico provém de aplicagoes praticas e essas
mesmas aplicagoes determinam as condigoes de fronteira, formando problemas bem postos.

Trés tipos de problemas distintos envolvendo a equacao podem ser destacados dependendo
das condicoes de fronteira:

e (i) o problema de Dirichlet, requer que a solugéo u de (13.69) seja conhecida sobre a fronteira OR,
isto é,
u(@,y) = f(z,y), (x,y) €OR.

e (ii) quando g—z é conhecida sobre OR, ou seja,

ou
o 9(z,y), (v,y) €OR,

onde n é a normal externa a fronteira OR, o problema de valor de fronteira é conhecido como
problema de Neumann.

e (iii) o problema de Robbins ou misto, surge quando conhecemos

0‘(%@“"’5(%9)% = ~(z,y) sobre OR,

onde a(z,y) > 0,6(x,y) >0, (z,y) € OR.
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Quando em ([13.69)) tomamos a = c=1e b = d = 0 obtemos o protétipo de equacao eliptica mais
conhecido que é a famosa equagao de Laplace

— (Ugz + Uyy) = 0. (13.70)

Passamos a seguir a discutir métodos de aproximagao para a classe de equagoes elipticas.

13.7 Métodos de Diferencgas Finitas

Os métodos de diferencas finitas, a exemplo do que fizemos no capitulo 3 para as equagoes parabdlicas,
consistem em substituir as derivadas parciais presentes na equacao diferencial por aproximagoes por
diferencas finitas. Para isto é necessario que os pontos onde essas diferengas serao calculadas sejam pré
estabelecidos, ou seja é necesséario a definicao de uma malha de pontos no dominio. Para ilustrar como
esta discretizagao é realizada na pratica consideremos a equagao de Poisson:

—Au = —(Ugg + Uyy) = T, (13.71)

definida no retdngulo R = {(z,y),0 < z < a,0 <y < b} com condi¢ao de Dirichlet:

w= g(z,y) (13.72)

sobre a fronteira, R desse retangulo.

Primeiramente, para que possamos aproximar g, € iy, por diferencas finitas cobrimos a regiao R com
uma malha. Escolhemos a opcao mais 6bvia que consiste em tragar linhas paralelas aos eixos coordenados,
conforme ilustrado na figura 4.1. Os pontos dessa malha serdo denotados por (z;,y;), z; = ih,y; = jk,i =
0,1,---M,5 =0,1,--- N, onde h representa o espacamento na direcao = e k na direcao y. Denotamos
por Rs os pontos da malha interiores a R, isto é,

Rs = {(z,y;),0<i<M,0<j <N}
e por ORs os pontos da malha que estdo sobre a fronteira ou seja,

aRJZ{(xz,y])a(Z:()aMaOS]SN) € (OSZSMu?:OvN)}

Figura 4.1: Malha de discretizacao

Podemos agora aproximar as derivadas da equagao ((13.71)) da seguinte forma: A equagao (13.71) é
valida para todos os pontos de R entao em particular para um ponto genérico de Rs podemos escrever,

—(Uaa (T3, Y5) + uyy (23, 95)) = f(@5,95)- (13.73)
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Assim, as derivadas podem ser aproximadas por:

w(x; + h,y;) — 2u(zs, y;) + u(z; — h,y;)
h2

w(xy, y; + k) — 2u(wy, y;) +u(zg, y; — k)
Uy (i, y5) 2 —— 1;2 . S :

Substituindo essas aproximacgoes em (|13.73]) obtemos:

<U(1'i + h,yi) = 2uwg, y;) +ulz; — h,y;) u(ws, yy + k) — 2u(wi, y;) +ulwg, y; — k))
- +
h2 k2

Note que a expressao nao representa uma equagao porque o segundo membro é somente uma
aproximagao para o primeiro e portanto nao temos uma igualdade. Isto decorreu de termos substituido
Upa (T4, Yj) € Uyy(T4,y;) POr suas respectivas aproximagoes. Podemos transformar numa equagao,
simplesmente trocando o sinal ~ pelo de igualdade. Se assim procedermos, no entanto, nao poderemos
mais garantir que os valores numéricos presentes no lado esquerdo de coincidam com os valores
da solucao de nos mesmos pontos.

Seguindo a notacao utilizada na literatura denotaremos por u; ; o valor da solugao no ponto (z;,y;)
e por U; ; a solugdo da equagao de diferengas:

A Uit1,; —2Uij + Uiy N Uijt1 =2Ui; + Uij1\ _ Iy
0 P2 = Jid

(13.75)

A equacao (13.75)) deverd ser aplicada para todos os pontos em Rgs. Para os pontos em JRs calculamos
U;,; da condigao de fronteira de Dirichlet

Uij = 9(xi,y5)- (13.76)

Nossa esperanca quando escrevemos a equagao é que U ; seja uma aproximacao para u(z;, y;),
isto é, U; j ~ u(x;,y;). Demonstraremos mais adiante que, de fato, isto é verdadeiro. Provaremos mais
ainda que U; ; “converge” para u(x;,y;) quando a malha é refinada. Para simplificar a notagdo para a
equacgao de diferengas definimos o operador:

Uis1,; —2U; j +Ui—1y | Usjpr1 —2U; 5 +U; 5
_ASUi,j:—< i+1,5 gt 1,J_|_ J+1 Ui 1)'

h? k2
Com essa notagao as equagoes discretas (13.75))-(13.76)) podem ser reescritas na forma:

—AgUi’j = f(l'i7yj), ((Ei, yj) S R5 (1377)

Uij = 9(xi,y;), (i, y;) € ORs. (13.78)

Substituindo na equagéio (13.77)) cada um dos (N —1) x (M —1) pontos interiores da malha em R veremos
que a fungao discreta U satisfaz um sistema de equagoes lineares com (N —1) x (M —1) equagbes no mesmo
namero de incdgnitas, incégnitas essas que sao as aproximagoes para a solugao da equagao diferencial nos
pontos da malha. Em notacao matricial, seguindo a convencao notacional adotada no caitulo 3, podemos
escrever esse sistema como:

AU =c¢
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onde o vetor U a matriz A e o vetor ¢ sdo dados respectivamente por:
U= (U11,Uz1, ,Un-11,U12,Us2, ,Un—12," yUrnr—1,U2.ns—1, s Un—1.00-1)"
a b c
b a b 0
0
c
A= (13.79)
c
0
0 b a b
c b
X ) x )
f(xlvyl) + g< Zzyl) + g< ]iQyO)
9(T2; Yo
f(@2,91) + glz2 v0) 12 )
C =
I\TN, Y1 9\rN-1,Y0
Na matriz A os numeros a, b e ¢ sdo os coeficientes da discretizagao de 5 pontos e sao dados por:
2 2 1
a = ﬁ + ﬁ, Cc = _ﬁ.

Ja o valor de b nao é constante na matriz toda. Em algumas posicoes esse valor é nulo. FEssas
posicoes correspondem aqueles pontos situados sobre a fronteira que sao dados pelas posicoes da matriz
ApxM—-1),px(M—-1)+1)e(px(M—-1)+1,px (M —1)) com p=1,2,.... Nas demais posigdes o
valor de b é b = —#

Talvez essas idéias fiquem mais claras se considerarmos um exemplo.
mostrada  na dominio

Exemplo 13.7.1 Consideremos a malha

O<rx<lel<y<l.

figura  abairo  para o
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Figura 4.2: Malha de discretizacao com h =k = %

Existem 4 pontos internos: P11, P12, Pa1, Pao, (P;j = (2;,y;)). Nesse caso N =M = 3. As condigoes
de fronteira para o problema de Dirichlet sao dadas como:

U(O,y) =0, u(la y) =1, U(ZL’,O) =0, u(xa 1) =0
Observe que estamos utilizando h = k e portanto a equacgao pode ser reescrita como:
4U¢7j — Ui-‘rl,j — Ui—l,j — U¢7j+1 — Ui,j—l + h2fi7j. (1380)

Variando os indices i e j obtemos:

1

AUy —Uz1 — Uy — Uy o — Ui = §f1,1
1

AUy — Uz —Ugo — U3 —Ui1 = §f1,2 (13.81)
1

AUz — Uz — Uiy — Uz — Uz = §f2,1

1
AUz 0 —Us o — Ui o —Us 3 — Uz = §f2,2-

Todos os valores de U; j parai =0 oui =3 e qualquer j e j =0 ou j = 3 e qualquer i sao conhecidos.
Substituindo esses valores nas equagoes (13.81)) acima podemos reescrevé-las na forma matricial como:

4 -1 -1 0 Ui f1,1/9
-1 4 0 -1 Ui . f1,2/9
-1 0 4 -1 Usa - 1+ f2’1/9

0 -1 -1 4 Us o 1+ f2,2/9

13.8 Erro de Truncamento Local

Comentamos na secao anterior que a aproximagao gerada pela discretizagao por diferengas finitas

“converge” para a solucao do problema (|13.71{13.72)). Nesta secao vamos demonstrar esse fato para o
caso de um dominio retangular. Para esse fim precisamos introduzir alguns conceitos e resultados.

Note que a expressao (13.74) nao é uma igualdade, de forma que podemos definir a quantidade:
Tij = —Dsuij — f(2i,y5)- (13.82)
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Lema 13.1 Se a solugdo u(z,y) € diferencidvel até ordem 4 com derivada limitada, entdo o erro de
truncamento local definido por satisfaz:

|T’i,j| S Clh2 + 02](12
onde c1 e co sao constantes independentes de h e k.

Prova: Da defini¢ao do operador As temos o seguinte:

T _(U(Jﬁi + h,y;) — 2w, y;) +ulz; — h,y;)
1,7 -
2
(13.83)
w(xi,y; + k) — 2u(zs,y;) +ulx;,y; — k
o ) = o) ooy “ R g

Expandindo os termos w(x; + h, y;), w(x; — h, y;), w(x;, y; + k) e u(z;, y; — k) em série de Taylor em torno

do ponto (x;,y;) obtemos:

2 3 4
u(xz + h> yj) = ’U,(LI?“ y]) + huz(xu yj) + %umz(xu yj) + %ummx(x“ y]) + %uxamm(gl, y])
h? h3 h*
u(xz - ha yj) = ’LL(CL'“ y]) - huz(xz; yj) + jumm(xu yj) - ?uzrx(x“ yj) + jumrzm(g% y])
k2 k3 k4
(@i, y; + k) = ul(zi,yy) + kuy(z,y;) + g“yy(xu y;) + guyyy(xiayj) + j“yyyy(xivnl)
k2 k3 k*
w(@i,y; — k) = ulzi,yy) — kuy(z,y;) + g“yy(xu Y;) — yuyyy(xiayj) + j“yyyy(%‘vm)
onde &1,&,m e 12 sao pontos arbitrdrios nos intervalos & € (zi,2; + h),

&2 € (i — hywi),m € (y5,y; +k).n2 € (y; — k. y;5)-
Substituindo essas expansoes em ([13.83)) e simplificando os termos semelhantes obtemos:

h? h?
Ti,j = - uxa:(xiayj) + Euaxt;wc(flvyj) + Euwzxx(gbyj)
k2 k2
"’uyy(fl?m ?Jj) + Euyyyy(zia m)+ Euyyyy(zia n2) — f(@i, yj) . (13.84)

Da hipétese que as derivadas Ugzgas € Uyyyy existem e sdo limitadas segue que os nimeros P = maz|tzzqs (2, y)|
e Q = max|uyyy,(z,y)| estdo bem definidos. Assim tomando médulo em seguida o méximo da expressao
(113.84) e considerando que ug, + Uy, = f obtemos:

Q

P
T .| < —h24+ =
Tigl = 5+ 5

k2. (13.85)

O

Observe que nesse caso o erro de truncamento local decresce ao refinarmos a malha, isto é, ao fazermos

h e k menores. Na verdade o lema nos diz mais do que simplesmente que o erro diminui, ele nos

dé a velocidade de convergéncia desse erro, que nesse caso é quadratica. No entanto, isto nao implica
necessariamente que o erro global definido por;

eij = wij — Uij (13.86)

também estd decrescendo. Provaremos esse fato & seguir; mas para esse fim necessitamos de alguns
resultados preliminares que passamos a apresentar e demonstrar.
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Teorema 13.5 (a) Se V(x,y) € uma fun¢do discreta (de malha) definida sobre Rs|JORs e satisfaz
AgV(.’I},y) > 07 V(l‘,y) € R(Sa

entao,
max V(z,y) < max V(z,y).

(z,y)ERs (z,y)EAR;s
(b) Alternativamente, se V(x,y) satisfaz
A(;V(l’,y) < 07 V(I,y) € R(Sa
entao,
min V(z,y) > min V(z,y).

(z,y)ERs (z,y)€0Rs

Prova: Provaremos a parte (a) por contradigdo. Suponhamos que em algum ponto Py = (x,,ys) de Rs
temos V(Py) = My onde My > V(P),VYP € Rs e My >V (P),VYP € OR;.

Sejam
Pl = (‘rT+h7 ys)7
P, = (xr - hays)v
Py = (xr7ys+k) €
P = (xfays+k)

Entao, usando (|13.75) podemos escrever

AV (Py) = V(Pl)}_;v(j:b) + V(PS)]:;V(P4) -2 <h12 + ]32) V(P).

Mas, por hipétese, temos AsV (Py) > 0, de modo que

1 (1 V(P1)+V(P2) 1V(P3)+V(P4)> .

My =V(P) (13.87)

<
S U1k \ B2 2 T2 >

Como My > V(Q), VYQ € RsUJRs, implica que V(P,) = My para v =1,2,3,4, pois se V(P,) < My
para algum v = 1,2, 3,4 entao (13.87)) implica o seguinte:

My = V(Po) <

1 LMo+ My | 1 Mo+ Mo _
1/h2+1/k2 \h2~ 2 22 -0

o que leva a uma contradicao pois My nao pode ser estritamente menor do que ele mesmo. Lembre-se
que estamos supondo que My é o maximo de V em todo o dominio e portanto V(Q) < My VQ.

Agora, repetimos esse argumento para cada um dos pontos interiores P, no lugar de Py. Por re-
peticao, cada ponto de Rs e ORs aparece como um dos pontos P, para algum correspondente Py. Assim,
concluimos que

V(P) = My para todo P € RsUORy,

o que contradiz a hipdtese que V' < My em ORs. Dali, a parte (a) do teorema segueﬂ
Para provar a parte (b), podemos repetir o argumento acima. Entretanto, é mais simples recordar
que

INa verdade provamos mais que isso. Provamos que se o maximo, no caso (a) ou o minimo, no caso (b), de V(x,v)
ocorre em Rjg, entdo V(z,y) é constante em Rs e OR;s.
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max[—V(z,y)] = —min V(z,y),
As(=V) = =As(V).
Portanto, se V satisfaz a hipétese da parte (b), entdo —V satisfaz a hipétese da parte (a). Mas a
conclusao da parte (a) para —V é a mesma da parte (b) para V. O

Aplicando adequadamente o principio do méximo podemos obter um limitante para a solugao da
equagao de diferengas (13.75)). O resultado, chamado estimativa a priori, pode ser dado por:

Teorema 13.6 Seja V(x,y) qualquer funcdo discreta definida sobre os conjuntos Rs e ORs. Entdo,

2
a
max |V(x,y)|< max |V(z,y)|+ = max |As;V(x, 13.88
(m,y)6R5| (z,y)| (m,y)é@Rg' (@, 9)| + 3 (r,y)6R5| sV (z,y)| (13.88)

Prova: Vamos introduzir a funcao

e observemos que para todo (x,y) € Rs|JORs,

a2

Agora, sejam Vi (z,y) e V_(x,y) dadas por
Vi(-'l?, y) = :‘iV(l‘, y) + N0¢($a y)a

onde

No = max |AsV(z,y)l.
0 (x,y)€R5| sV (z,y)l

Para todo (z,y) € Rs é facil mostrar que (ver exercicio [13.36])
A(Svi('ray) = :I:A(;V(a:,y) + Ny > 0.

Assim, podemos aplicar o principio do méximo, parte (a) do Teorema a cada Vi (z,y) e obtemos,
para todo (z,y) € Ry,

Vi(z,y) < max Vi(z,y)=
o ( y)_(m’y)emS +(z,y)

2
a
max |[£V(xz,y) + Noop] < max [V (z,y)| + Nog—.
L [V () + Nog] < ma [V ()] + Moy

Mas, da definicao de Vi e do fato que ¢ > 0, obtemos:

£V(z,y) < Vi(z,y).
Portanto,
a? a2
£V(ey) < max [EV(@y)+Nog < max [V(ey)l+ 5 No.

Como o lado direito da desigualdade acima é independente de (z,y) € Rs o teorema segue. 0
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2

Observagao 13.8.1 Note que podemos substituir % em por % desde que usemos Y(x,y) = %
no lugar de ¢(x,y) na prova do teorema.

Para encontrar uma estimativa para o erro global, tomaremos no teorema [13.6
V(z,y) = e(z,y) entdo segue que:
a2
:i:el-,j S maxaRé|ei7j| + ?NO

Mas como U, j = u; j = g; ; na fronteira ORs temos que e; ; = 0 em JRs. Assim,

ou seja,

Agora,
Aseij = As(u(zs, y;) — Usy) = Asu(xi,y;) — AsUs j = Asuj — fij =T 5,

usando ([13.82]). Assim,

CL2

2
leisl < Gymazg, Tl < 57 (P + QK?).

— 24
Portanto o método numérico definido em ([13.75) produz uma solugao U; ; que converge pontualmente
para a solugdo u(x;,y;) quando h — 0 e k — 0 com z; = ih,y; = jk valores fixos.

Corolario 13.1 Uma consequéncia do teoremall3.6 € que o sistema de equacdes lineares AU = ¢ definido
pela matriz tem uma unica solugdo.

Prova: Provaremos que o sistema homogeéneo correspondente a (13.75)) tem somente a solucao trivial.
Para isso consideremos o problema homogéneo:

—(Ugg + Uyy) =0 em R

com condi¢do de fronteria homogénea u = 0 sobre a fronteira JR, cuja unica solucdo é Gbviamente a
solucao u = 0. Discretizando esse problema como fizemos para obter ((13.75)) obtemos um sistema linear
homogéneo para as incégnitas U; ;. Utilizando agora o teorema com V(z,y) = u(x,y), teremos:

maxgsU; ; < maxgrsU; ; = 0.

Por outro lado como A;U;; = 0 pois estamos assumindo que U; ; é solucdo da equagdo de diferengas,
temos também , usando a parte (b) do teorema [13.5}

ming;U; ; > mingrsUs j = 0.

Assim, U; ; = 0 é a unica solugao do sistema em questao. 0

13.9 Condicoes de Fronteira em Dominios Gerais

Na pratica raramente os problemas apresentam-se em dominios retangulares, de forma que os métodos
apresentados na secao anterior teriam pouco valor na solugcao de problemas reais nao fossem eles es-
tendiveis para dominios mais gerais. Nesta se¢ao apresentaremos duas técnicas para aproximagao numérica
da equagao de Poisson com condigao de fronteira de Dirichlet em dominios gerais. O caso da condicao
de Neumann é bem mais complexo e sera tratado em outra secao. Consideremos entao o problema de
Dirichlet num dominio R como o da figura 4.3 abaixo.
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Figura 4.3: Dominio Geral - Aproximagao por lados da malha

Observagao 13.9.1 Na figura 4.8 e sequintes estaremos utilizando a localizacdo geogrdfica para rotular
0s pontos da discretizagao de 5 pontos, isto €, o ponto central da discretizacdo chamaremos de C', N para
o ponto acima (Norte), S para o ponto abaizo (Sul), L para o ponto & direita (Leste) e O para o ponto
esquerda (Oeste).

Notemos que ao contréario do caso de dominio retangular, neste caso os pontos onde a condigao de fronteira
é conhecida nao fazem parte da malha e portanto nao podemos utilizar a condigao de fronteira para
elimina-los da equacao . A primeira técnica que apresentamos consiste em aproximar a fronteira do
dominio por segmentos da malha como ilustrado na figura 4.3 acima pela linha mais grossa. Completada
essa aproximacao passamos a resolver o problema no novo dominio supondo que a condi¢ao de fronteira
u(z,y) = g(x,y) aplica-se agora sobre a nova fronteira. Como pode ser facilmente e diretamente observado
da figura 4.3, ao refinarmos a malha melhores aproximacoes da fronteira sao obtidas. Entretanto, esse nao
é 0 método mais preciso que podemos deduzir. Sua grande vantagem estd na simplicidade e facilidade de
aplicacao. Na pratica, quando aproximamos o dominio pelos lados das células e transportamos a condigao
de fronteira para essa nova curva, (observe o ponto P na figura 4.3), estamos aproximando o valor de
Uop por aquele de Up, ou seja, estamos interpolando u na célula por um polinémio constante de grau
zero. Como é sabido da teoria da aproximagao [?], o erro em tal aproximagao é de ordem h. J& o erro de
aproximacao da equagao diferencial por diferencas finitas, como foi mostrado em , é de ordem h2.
Por essa razao foi comentado acima ser esse um método que nao goza de boa precisao.

O sistema linear resultante da aplicagdo dessa técnica é similar aquele obtido para o caso de um
dominio retangular tendo a forma AU = c onde U representa o vetor das incégnitas, a matriz A tem as
mesmas caracteristicas daquela em a menos do fato de que a subdiagonal onde aparece a constante
¢ deixa de ser uma diagonal e os valores aparecem em zig-zag.

Exemplo 13.9.1 Considere como um exemplo, a equag¢do de Poisson com condi¢cdo de fronteira de
Dirichlet para o dominio da figura 4.4.
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Figura 4.4:Fxemplo de discretizacao com 24 pontos internos.

A discretizagdo dessa equacdo por diferencas finitas de cinco pontos tomando como aprozimacdo da
fronteira irreqular os lados da malha, conforme ilustrado pela linha cheia na figura 4.4, obtemos um
sistema linear 24 x 24 AU = ¢ onde:

U= (Uy,Us,...,Un)"

com U; denotando uma aprozimagao para u(x,y) no ponto da figura marcado com 1.

a c
a b c
b a b c
c b a b c
b c
a b c
c b a b c
c b b c
c b a b c
c b a c
a b
c b a b c
A= c b b c
c b a b c
c b a b c
c b a c
c a b c
c b a b c
c b b c
c b a b
c b
c a b
c b a b
c b
onde
2 2 1 1

a:ﬁ+ﬁ’ b=—— e Cc=——
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O vetor ¢ contém o valor da funcdo f(xz,y) avaliada nos pontos correspondentes d enumeragao da figura
4.4 e também os valores da fronteira, por exemplo a primeira coordenada de c €é:

9(w4, 1) + g(x6,y1) n 9(xs5, yo)
h? k2
que corresponde ao valor de f no ponto 1 adicionado aos valores da fronteira correspondentes aos pontos
a esquerda e a direita de 1 e tamém do ponto abaizo.
As demais coordenadas de ¢ sdo calculadas de maneira similar e deizamos como exercicio. Ver

Ezercicio )

A outra técnica consiste na utilizacdo de um polinémio de primeiro grau na interpolacdo. No caso
da figura 4.3 utilizamos os pontos P e C para interpolagdo e avaliamos esse polinémio no ponto O, na
verdade uma extrapolagao! Assim o valor de Up serd expresso como funcao dos valores de Up que é
conhecido e de U que nao o é. Isto produz uma equacao que permite a eliminagao de Up da equagao
de diferengas para Uc.

Deduzimos a seguir as férmulas para o caso especial do ponto C da figura 4.3. Na notagao da figura
4.3 temos

c1 = f(x57y1) +

Uo —2Uc + Uy, Uy —2Uc 4+ Ug
n2 + 2 = fe. (13.89)

A grande dificuldade de (|13.89)) comparado com (13.75)) é que em ([13.89)) o valor de Uy é desconhecido

pois este ndo esta sobre a fronteria como seria o caso quando o dominio é retangular. Observe na figura
4.4 a ampliacao de uma parte da figura 4.3 onde mostramos uma célula onde a fronteira do dominio corta
seus lados.

Figura 4.4: Interpolacao Linear

O polinémio linear que interpola Up e Ug é
1

[(x —2c)Up — (x — xp)Uc] pra—

A aproximacao para Up pode entao ser facilmente deduzida substituindo x por xp na expressao acima
para obter:

1 -1
- _ 1— _—
pr—— [ hUp+( el)hUc] 1o,
1
= - Up—(1-6)Uc].

1

Uo ~ [(xo —zc)Up — (xo — zp)Uc]
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Da mesma forma 1

02
Substituindo essas aproximagoes em (|13.89]) obtemos:

i Ug — (1-65)Ugp
k2 0

USZ [UQ—(l—eg)Uc}.

—2Up +Ug| = [B.

1 [Up —(1-6,)Up

— —2UB+U0]+
01

B2
Eliminando agora os termos semelhantes e passando para o segundo membro os termos conhecidos obte-
mos a equagao final:

1 [UL_(1+91)UC} 1

(14 62)Uc Up Ug
2 o + 2 |:UN

0 ] =Je = e T wey

(13.90)

Uma variagao da técnica de interpolagao acima descrita e que é muitas vezes preferida na pratica por
tratar-se de interpolagao propriamente dita e nao extrapolagao é a seguinte:

Aplica-se a equacdo de diferencas de 5 pontos somente para aqueles pontos da malha interiores ao
dominio e para os quais todos os 4 vizinhos estao no dominio. Para pontos interiores ao dominio com
algum vizinho fora dele, calculamos uma aproximagao por interpolagdao. Assim, para o ponto C da figura
4.3 calculamos uma primeira aproximagao para Ug interpolando na diregao = os pontos Up e Uy em
seguida calculamos uma segunda aproximacao para Uc interpolando na dire¢ao y os pontos Ug e Un e
finalmente adotamos como aproximagao definitiva para Uc a média ponderada pelas distancias dos dois
valores obtidos, formalmente:

Calculamos o polinémio que interpola Up e Uy, dado por:

1

[(x - .rp)UL — (JU — Z‘L)Up] m

Avaliamos esse polinémio no ponto z¢ para obter a primeira aproximagao U} de Uc.

h+hh; 146,

1 h6,U, + hUp 0,.Ur, +Up
UC: .

Da mesma forma calculamos uma segunda aproximacio UZ de Uc interpolando na outra dire¢io e

obtemos:
hO;UpN + hUQ _ 0UN + UQ

h + hfs 14 62

Finalmente uma aproximagao para Uc pode entao ser derivada tomando a média ponderada:

Ué =

U h61UL + hO2UZ  6,UL + 0:U2
Cc = .

hO1 +hbs 01+ 6,

Maiores detalhes sobre as técnicas aqui descritas podem ser encontrados em [?] e [?].

13.10 Condicao de Fronteria de Neumann

Consideramos nesta se¢ao o problema de Poisson com condigao de fronteira com derivadas, ou seja,
condicoes de fronteira de Neumann. No caso de dominio retangular o problema é:
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Figura 4.5: Problema de Neumann no retangulo

Diferentemente do caso da condicao de Dirichlet onde o valor de u é conhecido na fronteira, no presente
caso devemos determinar u tambem nos pontos da fronteira. De forma que precisamos considerar a
equagcao de diferencas finitas para pontos como o ponto C' da figura 4.5. Como a equacao de diferencas
utiliza pontos para traz e para frente (também para cima e para baixo) teremos que introduzir pontos
fantasmas que estao fora do dominio de célculo, como aqueles formados pelas linhas tracejadas da figura
4.5. Utilizamos entao as condigoes de fronteira para elimina-los. Assim, a equagio de Poisson discretizada
no ponto C fica:

Uo —2Uc+U;, Uy —2Uc+Ug
h? + k2
O ponto O é fantasma e deve ser eliminado. Descrevemos a seguir como eliminar esse ponto. Procede-
se de maneira similar na eliminacao de pontos sobre as outras linhas tracejadas.

= fc- (13.91)

Com esse objetivo aproximamos a condi¢ao de fronteira % = fa(y) por diferencas centrais no

ponto C para obter:
Up —Uo

faye) = 57

ou seja
Uo = UL = 2hfa(yc). (13.92)

Portanto ((13.91)) transforma-se em:
Ur —2hfa(yc) —2Uc + Uy, n Uy —2Uc +Ug

12 2 = fe.
Eliminado os termos comuns e passando aqueles conhecidos para o segundo membro obtemos:
22U, — 2U, Uy —2U¢ — U, 2
L c Uy c=Us _ 4 fa(yc) (13.93)

h? k2 h?

Observando as equagoes e concluimos que o efeito das condigoes de fronteira no primeiro
caso e da irregularidade da fronteira no segundo, sobre as equagoes discretizadas é a modificagao do termo
independente no lado direito dessas equagoes e também a modificacao de alguns elementos da matriz
de coeficientes. As modificagbes na matriz sdo as mais relevantes pois apesar de somente uns poucos
elementos sofrerem modificagoes, estas podem ser suficientes para destruir propriedades importantes da
matriz tais como simetria e diagonal dominéancia.
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O caso de dominios irregulares com condicao de Neumann é muito mais complicado para o tratamento
com diferencas finitas. A grande dificuldade reside no fato de conhecermos a derivada direcional g—“ sobre
a fronteira do dominio de forma que ao, por exemplo, aproximarmos o dominio pelos lados das células da
discretizacgao, como descrito para o caso da condicao de Dirichlet, nao podemos simplesmente transportar
essas condigoes para os pontos da malha pois precisamos levar em consideracao os cossenos diretores das
derivadas direcionais. Isto torna esse expediente extremamente tedioso e complexo o que leva alguns
autores [?] a sugerir que esses termos devam ser ignorados e devemos entao considerar as condigoes de
fronteira sobre a malha como se ai fosse realmente sua localizagao. Esse processo obviamente introduz
erros que sao de dificil analise.

13.11 Diferencas Finitas em Coordenadas Polares

A mudanga de varidveis x = r cos(6),y = r sen () transforma a equagao de Poisson em:

0%y  10u 1 92

o Tror T o = M0 1594

Essa transformagao pode ser bastante simplificadora no tratamento da discretizagao do dominio no

caso deste conter formas circulares, pois nesse caso as derivadas em (r,6) sao derivadas direcionais nas
diregbes do raio e do angulo, de forma que podemos utilizar uma malha como mostrado na figura 4.6.

Figura 4.6: Discretizacao em coordenadas polares

A equacdo aproximada no ponto (i,7) da malha toma entao a forma:

Uspry = 2Uij + Ui=1.j 1 (Ui~ Ui-1j
h? ih 2h
1 (Um+1 —2Ui,j+Ui,j—1

+ e 50 ) = h(ih, j60)

Notemos que a equacao acima tem a mesma forma da equagao a menos dos termos resultantes
da discretizacao da derivada de primeira ordem. No entanto esse termo ird agrupar-se com aqueles
provenientes das derivadas de segunda ordem e ao final teremos 0 mesmo tipo de molécula de cédlculo de 5
pontos tao bem conhecido. Os coeficientes da discretizagao serao porém distintos daqueles que aparecem
na discretizacao da equacao de Poisson em coordenadas cartesianas, como na equacao .
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13.12 Exercicios

13.1 Mostre pelo método de separagdo de varidveis que a solugao do problema € dada pela
formula .

13.2 Seja a equagdo
Ut =Uyy, O0< <1
com condigdes de fronteira u(0,t) = u(1,t) =0, para t > 0 e com a condigdo inicial:

_J 2z, paraogzgé
u(a:,O)—{ 2—2z, parai<z<1

cuja solugdo exata é:

o0

u(z,t) = % ( sen(%mr))( sen (nmx)) exp(—n’n>t).

Faca um programa de computador para resolver esse problema usando o método explicito com h = 0.05

Fa¢ca um grdfico da solugdo numérica e da solugdo exata para cada um dos casos acima, plotando U
e u contra x para vdrios valores de t, por exemplo, t = 0.05,0.1,0.15,...,0.5. Observe atentamente os
graficos dos dois casos. Note que a solucdo inicial tem uma descontinuidade na primeira derivada no
ponto x = 1/2, e esta descontinuidade € suavizada imediatamente quando entramos no dominio. Esta é
uma propriedade geral das equagoes parabdlicas e elipticas. Obtenha pelo método de separagdo de varidveis
a solucdo exata desse problema.

13.3 Mostre que a equagao de diferencas
Uijr1 =Uij+oUim1; —2Ui; + Uigrj)

admite uma solugao separdvel U; j = X;T;. Determine as equagoes para X; e Tj. Obtenha solugdes para
essas equagoes substituindo X; = exp(i)\) e determinando dois valores para A, que chamaremos A1 e Ay
e a solucdo X; pode ser entao determinada por superposicao como:

X; = Cyexp(ir1) + Caexp(idz)
com C1 e Cy constantes arbitrdrias.

13.4 Mostre que escolhendo o = % em e levando em consideragdo a expressao (13.21) obtemos
um método que é condicionalmente consistente de ordem 2 com a equac¢do do calor uy = auy,.

13.5 Mostre que o método explicito

20 4o
=5 Uit + (1 =20)Ui5 + 5-Uier

Uij+1= 3

nao € consistente com a equacao u; = augz;. Encontre a equacdo para a qual esse método € consistente.
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13.6 Mostre que a matriz (A)py = exp(lagph), p = 0,1,...N, ¢ = 0,1,...N, onde ag = £, ¢ ndo
singular.
Sugestao: Observe que A é uma matriz de Vandermond.
13.7 Considere a equagdo diferencial
Up = Ugpy +0u, t>0, z€IR
com b > 0. Analise a convergéncia do método de diferencgas finitas:

Ui,j+1 = UUi—l,j + (1 — 20+ bk)UZ,] + O'Ui+1,j7j =0,£1,...

13.8 Considere a equacdo diferencial

Uy = QUgg +bug, a>0, 0<z<L 0<t<T
u(z,0) = ¢Y(), 0<z<L
u(0,t) = f(t), 0<t<T
u(L,t) = g(t), 0<t<T.

Discretizando essa equacgao pelo método explicito e diferencas centrais para aproximar u, obtém-se:

bk

bk
Ui7j+1 e (O’ + ﬁ)Ui-‘rlvj + (1 — QU)Ui,j + (O’

Utilizando o critério de von Neumann estude a estabilidade desse método. Compare com a estabilidade
do método resultante do sequinte critério para aproximar o termo uy: (chamado método “up-wind”)
Aprozimamos u, por diferencgas progressivas se b > 0 e por diferencas regressivas caso contrdrio.

13.9 Considere o sequinte problema de valor de fronteira de Neumann

U = AUz, a>0, 0<ax<L, 0<t<T
u(z,0) = ¢(), 0<z<L
ou(0,t
éx) = a(u—wy), 0<t<T
ou(L,t
% = —as(u—ug), 0<t<T

onde oy, ay constantes positivas.

1. Obtenha o método resultante da aproximacgao das condi¢oes de fronteira por diferencas centrais e
da equacdo pelo método explicito.

2. Obtenha o método resultante da aproximacdo da fronteira esquerda por diferencas progressivas da
fronteira direita por diferencas regressivas e da equagdo pelo método explicito.

3. Repetir os items acima considerando o método implicito para aproximar a equacao.

Escreva esses métodos em notacao matricial. Qual o efeito das condi¢oes de fronteira na matriz dos
coeficientes? Usando o segundo teorema de Gershgorin estude a estabilidade do método resultante do
primeiro item, mostrando que a restricao de estabilidade ¢ dada por:

1
2+O(1h’2+062h

}.

o < min{
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13.10 Mostre que se para a equacdo de diferencas Uj 1 = AUj+c; os autovetores de A sao linearmente
independentes e se seus autovalores \; satisfazem |\;| <14 O(k), Vi, entdo essa equagdo serd estqvel.

13.11 Seja A a matriz tridiagonal de ordem N

a b
c a b
c a b
A =
c b
a
Mostre que os autovalores e autovetores dessa matriz sao: (i =1,2,...,N)
1 .
Ai=a+2b (g) ’ COS(NZ:r_ 1),
1 ) 2 2 ] N T
vi= ()% sen (T (D sen (o) () sen (20 () sen ()

Sugestio: Ver [?] pdginas 1158-115.
13.12 Mostre que os autovalores e autovetores da matriz (13.30) sao dados por:

2im (N — 1)2'77))T '

o 2 My, amy
Ai =1—4o sen (2N)’ v; <sen(2N) sen (2]\7)’ , sen( 5N

13.13 Mostre que os autovalores da matriz do método implicito sGo:

Ai =1+ 40 sen (2]7;)

e portanto os autovalores de A~' sdo /\ que sdo menores que 1 para todo valor de o implicando que esse
método € incondicionalmente estdvel, como jd haviamos concluido.

13.14 Prove a igualdade:

32“ 2 4 6

Utilize-a para obter a sequinte discretizacao da equacao do calor:

Uijor = Uij (82 ) n (82“)
k 0x2 i1 0y? i

1
372 (52 - —54 —052 +.. ) (Uij1+ Ui ) (13.95)

Aplicando o operador (1+ 12(52) a ambos os membros de obtemos um método numérico de quarta
ordem no espaco:

(1 — 6U)Ui71’j+1 + (10 + 12U)Ui’j+1 + (1 — 60’)Ui+1,j+1 =
= (1 + 60’)Ui_17j + (10 — 120’)Ul‘7j + (1 + 60’)Ui+17j

Escreva o método acima na forma matricial e utilize o critério da matriz para estudar sua estabilidade.
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13.15 Sejam p1(7) = apma™ + @12+ F a1z +ag e pa(z) = bt + b2t 4+ -+ by + by
dois polinomios de graus m el e A uma matriz N X N. Se X\ € um autovalor de A com autovetor v e se
p1(A) for uma matriz inversivel entao gfgig ¢ autovalor de (p1(A)) " 1pa(A) com autovetor v. Utilize esse
resultado para mostrar que os autovalores da matriz de amplificacao do método de Crank-Nicolson sdo:

1-20 sen?(2%)

1420 sen?(2%)

i=1,2,...,N—1.

%

13.16 Considere a sequinte aproximag¢do para a equagdo do calor no intervalo [0,1]:

3 1 1
%AtUm - %thm» = ﬁ(ngi,M

Utilizando o critério da matriz analise a estabilidade desse método.
13.17 Considere a equacdo parabdlica nao linear
m inteiro > 2

_,m
Ut _um:w

que pode ser aproximada pelo método implicito,

Uijyr = Uiy 002U 1) + (1= 0)02(Us ;)™

k B h?
Ezxpansao em série de Taylor de (u(x;,tj41))™, em torno do ponto (x;,t;) produz:
(wige)™ = (i)™ +h——gF—+ -
s
— ; k P Lt G AT
(i)™ + km(ui;) ot +

Dessa forma a menos de termos de ordem maior que O(k), temos a sequinte aproximagao:
(Ui i)™ = (Ui)™ +m(Ui ;)™ (Ui jp1 = Uiy)

que se substituida na equacao do método o torna linear. Escrevendo w; = Ujiq ;—U,; ; deduza um sistema
linear em termos dessa nova varidvel.

13.18 Considere a equagao parabdlica nao linear:

Uy = ¢(x7t7u7uw7uwx)7 0<.T<1, O<tST’
u($70) = 9 :E)7
U(O,t) = f(t),
u(l,t) = g(t). (13.96)

Esse problema constitue um problema bem posto se a condi¢ao aau—‘ﬁ > a > 0 estiver satisfeita no dominio.

Expandindo u(x;,tj41) em série de Taylor no ponto (x;,t;), e utilizando a equac@o para substitwir
uy deduza um método explicito para resolvé-la.
Uma outra classe importante de equacdes parabdlicas nao lineares é:

Upe = O(z,t,u,ug,up), 0<axz<l, 0<t<T,
u(z,0) = (z),
u(0,t) = f(t),
u(l,t) = g(t). (13.97)
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Esse problema constitue um problema bem posto se a condi¢ao g—i > a > 0 estiver satisfeita no dominio.

Discretizando as derivadas espaciais por diferencas centrais e a derivada temporal por diferenca regressiva,

no ponto (x;,tj+1), obtenha um método impicito para resolver . Qual a ordem desse método?
Considere a equagao parabdlica quase-linear com

Oz, tyuz, ur) = alz, t,u)u, + b(x, t,u)ur + c(z, t, u).

baseando-se no exercicio anterior obtenha um método implicito para resolver esse problema que seja linear,
isto € cuja solucao requeira a solucao de um sistema linear apenas. Derive o método de Crank-Nicolson

para a equagao .

13.19 Seja ¢ a solugdo da equagdo do calor ¢y = V.. Mostre que se ) = exp(—35) e u = vy, entdo u é
solucdo da equacdo nao linear:
Up = Ugy — Ully.

Utilizando a transformacdo acima encontre a solug¢ao exata do problema:

Up = Uge —uly O0<x <1, £>0
uw(x,0) = senmz
u(0,t) = wu(l,t)=0

Resolva esse problema numericamente utilizando um dos métodos discutidos acima e compare seus resul-
tados com a solucao exata.

13.20 Determinar o erro de truncamento local e a estabilidade do método de Hopscotch.
13.21 Mostre que cada uma das formulas de Saul’yev (??7-77) é incondicionalmente estdvel.

13.22 Utilizando o método da matriz mostre a que condi¢ao de estabilidade da equacdao de diferencas:

Ui,j+1 = Ui’j-f—O'(UZ',Lj —2Ui’j+Ui+1’j), 7;:0717...N— 1
U_17j = Ul,j + QOhU()J
Un; = 0
o < m. Por outro lado usando o critério de von Neumann obtemos a condicio o < % Conclua

entdo que o critério de von Neumann € uma condi¢do necessdria mas nao suficiente para estabilidade da
equacao de diferencas.

13.23 Mostre que a complexidade algoritmica (nidmero de operagoes aritméticas) do método explicito
para resolver a equacgdao do calor em 2D é: 4 adicoes + 8 multiplicacdes por ponto da malha. Mostre
também que no caso de um método ADI esse nimero é: 10 adi¢coes + 8 multiplicacoes + 6 divisoes.

13.24 Considere o método obtido pela média ponderada dos métodos implicito e explicito:

k

Ui7j+1 — Uiyj =0 (953:Ui7j+1 + (1 - 9)53:[]17]) 5 o = ﬁ,

0<0<1.

Observe que para 8 = 0 obtemos o método explicito, para 8 = 1 obtemos o método implicito e para
6 = 1/2 obtemos o método de Crank-Nicolson. Deduzir a expressio do erro de truncamento local e
usando a técnica de von Neumann mostre que para 0 < 0 < 1/2 o método € estdvel se o < m e

incondicionalmente estdvel para 1/2 < 0 < 1.

13.25 Mostre que os métodos implicito e ADI em 2D sao incondicionalmente estdveis.
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13.26 Mostre que o0s operadores 52 e 5; comutam quando o dominio onde eles se aplicam é um retangulo.Dé
um contra-exemplo para ilustrar o caso em que o dominio nao € um retangulo.

13.27 Mostre que o método de Crank-Nicolson em duas dimensdoes com espagamento k na direcao t, hy
e hy nas diregcoes x ey, pode ser escrito como:

_QZ_QQ n+l _ &2 @2 n
(1 52— 2 5y)U (1+ 0+ 5y>U (13.98)

onde o, = 15 e oy =
@

t:l\;‘ >

Mostre que o termo:
00y

4

s26, (UM —U™)

é de ordem O(k?).
Mostre que adicionando o termo

020y ¢2¢27rrn+1
1 656,U
no lado esquerdo de e o termo
Oz0y 5252 un"
4 T

no lado direito, obtemos um método com a mesma ordem do método de Crank-Nicolson que pode ser
fatorado na forma:

(-5 (- o) o - (14 5) (10 )

13.28 Mostre que o método de Peaceman-Rachford para solugdo da equacdo do calor ndo homogénea,
Ut = Ugg + Uyy + F(l‘,y,t)
toma a forma:
o k
1+ Z2e2) U 4 SF
( + 2 Y + 2

g 1 k
1 i(;?) n+g 4 Nopntl
( t) U

Oy 2\ rrn+1
(1-5a)v
13.29 Escreva um programa MATLAB para resolver o problema:

Pu,
ox? 0y

definido no quadrado [—1,1] x [=1,1] com condi¢ido de Dirichlet nula na fronteira. Utilize h = 0.2.
Compare seu resultado com a solucdo exata:

13.30 Escreva um programa MATLAB para resolver o problema:

%u  0%u
[ —_— 1 =
Ox? + Oy? Ou=0

definido no quadrado [—1,1] x [=1,1] com condigdes de fronteira dadas por:
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l.u=0paray=1e—-1<2<1;

2.u=1lparay=—-1e—-1<x<1;

3. %:70.5upamleefl<y<l;

4. %:0.5upamx:—le—l<y<l.
Utilize uma malha uniforme com h = 0.1.

13.31 Considere o problema
Ugy + Uyy =0

definido no dominio:
R={(z,y), 2*+y*<1, x>0, y>0}

que corresponde ao semi-circulo superior de centro na origem e raio 1, com condicdes de fronteira:
u(z,0) =0, —-1<z<I, u(z,y) =100, 22 +4>=1,

cuja solucao analitica é:

400 1 2n—1
u(r,0) = 400 (C> sen (2n — 1)6.

s 2n—1\2
n=1

Obter a discretiza¢ao desse problema em coordenadas polares com 6, = 0.1, §g = 7/10. Usar MATLAB
para resolver o sistema linear resultante.

13.32 A férmula de 5 pontos é de ordem O(h?). Se porventura necessitarmos de uma férmula mais
precisa para discretizar a equagao de Laplace, devemos utilizar mais pontos. Mostre que uma formula de
ordem O(h*) pode ser obtida utilizando-se os pontos da molécula abaizo:

e ela ¢ dada por:

1

= & (—U7 + 16Uz + 16U, — Us — Ug + Uz + 16U, — Ug)

No entanto essa formula ndao pode ser aplicada para pontos prérimos a fronteira, pois ela utiliza dois
pontos em cada direcdo. Poder-se-ia utilizar a molécula de cdlculo:

Uo
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para deduzir o esquema numérico, que também é de ordem O(h*).

1
Up = 55 (AU + Uz + Us + Us) + Us + Us + Uz + Us).. (13.99)

Mostre que no caso da equac¢do de Poisson o esquema transforma-se em:
2

4(U1+U2+U3+U4)+U5+U6+U7+U8—20U0:—3

Bfo+fi+ fot fa+ fa).

Calcule o ETL em todos 0s casos.

13.33 Considere a numeracao “red-black” como na figura abaizo:

Figura 4.9: Numeragao “red-black”

Obtenha a matriz do sistema linear resultante. Generalize esse resultado para uma malha com N pontos
na direcao x e M pontos na direcao y.

13.34 A equacdo biharmoénica é dada por:
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Aproximando o operador AAw por:

4 8 12
Adumaglp+ar Yy Uitazy Ui+agy Ui
i=1 =5 =9

numa malha uniformente espacada de h, obtenha valores para os parametros ag, a1, s e as tal que a
formula tenha ordem O(h?). Deduza a férmula do ETL. A molécula computacional é dada na figura:

Figura 4.9: Molécula de cdlculo para a equag¢dao biharmonica.

13.35 Considere o problema eliptico:

% (a(:c,y)gD - a% <b(:v7y)gZ) = f(z,y)

com condicao de Dirichlet sobre a fronteira de um retangulo. Mostre que a matriz resultante da discre-
tizacdo de 5 pontos € simétrica.

13.36 Mostre que
AsVi(z,y) = £AsV (z,y) + Ny > 0.

13.37 Obtenha os demais elementos do vetor ¢ do exemplo (15.9.1)).

13.38 Mostre que a discretiza¢ao de 5 pontos da equacdo de Poisson para a molécula da figura 4.9 €

dada por:
aoUp + Uy + aUs + azUs + auUs = fo

onde os coeficientes o sao dados por:

1 1 2 2
“o (h1h3 h2h4> “ hi(h1 + hs) 2 ha(ha + ha)

2 2

a3 = ——————; =
> ha(hi + ha) ha(ha + ha)
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Figura 4.9: Molécula de Cadlculo para a discretiza¢do de 5 pontos em pontos nao igualmente espacados.

Calcule o erro de truncamento local e determine a ordem de consisténcia dessa discretizacao. Mostre
que quando hy = hy = h e hy = hy = k essa discretizacio é de ordem O(h? + k?). Explique como essa

molécula pode ser utilizada para discretizar a equagdo de Poisson num dominio geral.

13.39 Utilizar a técnica derivada mo exercicio anterior para aprorimar a solucdo do problema do

exercicio (13.31) na malha da figura abaizo.

Utilizar MATLAB na solucdo do sistema linear.

13.40 Considere o caso 4 x4 da matriz Ay, de (??). Utilizando MATLAB calcule os autovalores de Ay,.
Resolva agora o sistema linear resultante pelo método de Jacobi, também utilizando MATLAB e confirme
que a taza de convergéncia desse método é cerca de 0.5. Repita esse mesmo exercicio para Gauss-Seidel.



Capitulo 14

Exercicios Mistos

14.1 - Mostre que o método de Jacobi diverge para todos os valores de a que tornam a matriz a

20 3 1
A= a 20 1
1 a 6

positiva definida .

14.2 - Dada uma fungdo f(x), deseja -se calcular:

/ab f(z)dx.

a) interpolar f(x) em n+1 pontos por um polinémio de grau n e integrd -lo,

Para isso foram propostos dois métodos:

b) aprozimar f(z), usando o método dos minimos quadrados, por uma func¢ao F(x) e integrd -

la.

Usar estes dois métodos para estimar:

1
x

= dr,

/0 23z 2

comn=4 e F(x)=ag+ a1z + axx®. Compare seus resultados com o valor exato que é ln%.

14.3 - Para a duplicacdo de uma avenida, um estudo de engenharia de transportes necessita do cdlculo
do numero total de veiculos que passam pela avenida em um periodo de 24 horas. Um engenheiro vai ao
local vdrias vezes durante um periodo de 24 horas, e conta o niumero de carros, por minuto, que passam
pela avenida. Os dados obtidos pelo engenheiro encontram-se na tabela a sequir:

486
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Hora Carros/min Hora Carros/min
0:00 2 12:30 15
2:00 2 14:00 7
4:00 0 16:00 9
5:00 2 17:00 20
6:00 ) 18:00 22
7:00 8 19:00 10
8:00 20 20:00 11
9:00 12 21:00 8

10:30 ) 22:00 5
11:30 10 23:00 5
0:00 3

a) Usando interpolagdo linear estime quantos carros, por minuto, passaram pela avenida as 10:15

horas.

b) Usando os dados acima e uma formula de quadratura adequada, estime o nimero de carros
que passam pela avenida por dia. (Cuidado com as unidades!).
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