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Fatoracao LU: |déia

@ Como na triangularizacdo de Householder, eliminacdo de Gauss trans-
forma uma matriz A numa triangular superior através de multiplica-
¢Oes a esquerda de matrizes triangulares inferiores por A

» Mas na eliminacdo de Gauss as matrizes triangulares nao s3o unitérias

@ Seja Ae C™ M Novamente, como na triangularizacio de Househol-
der, introduzimos sucessivamente zeros abaixo da diagonal principal

» Para cada linha, subtraindo-se multiplos desta linha das linhas
subsequentes

» Conforme comentado acima, este processo é equivalente as multiplica-
¢Oes a esquerda de matrizes triangulares inferiores Ly:

Lppr- Lol A=U
1
P
@ Podemos entao obter uma fatoracdo LU de A, isto é:
A=LU

L triangular inferior (diagonais iguais 1) e U triangular superior.
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Fatoracao LU: Triangularizacao por Triangulares

X X X X X X X X X X X X X X X X
X X X X 0 X X X X X X X X X
X X X X 0 X X X 0 X X X X
X X X X L 0 X X X L 0 X X L 0 X
A = L{A =3 LA = L3l5[1A

@ A k-ésima transformacdo Ly introduz zeros abaixo da diagonal na
coluna k subtraindo miltiplos da linha k das linhas k,k+1,...,m

@ Como as k—1 entradas da linha k ja sdo nulas, esta operagdo nao
destrdi os zeros previamente introduzidos

@ Nos préximos slides: Ly é triangular inferior com diagonal unitaria

@ Taxonomia dos algoritmos para a fatoracao de uma matriz:
» Gram-Schmidt: A= QR ortogonalizagcdo por triangulares
» Householder: A= QR triangulariza¢do por ortogonais

» Eliminag¢do de Gauss: A= LU triangularizacdo por triangulares
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Fatoracao A= LU: Exemplo
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Fatoracao A= LU: Dois Fatos
-1
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Férmulas Gerais - 1
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Férmulas Gerais - 2
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@ Exercicio 1: Sendo L~ = Xerlk 1 prove que
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o Sugestdo: L "Lty = (I+ k&) + hiiefyy) =1+ leef + leriefy
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@ Na prética, as matrizes Ly n3o s3o construidas nem multiplicadas
explicitamente: os multiplicadores /; sdo calculados e armazenados
em L e as transformagdes L, s3o aplicadas implicitamente

Eliminacdo de Gauss sem Pivotamento

Entrada: A= [a;] € C™*"™
Saida: L=[j]eC™™ U=
1: U=A, L=l
for k=1to m—1do
for j=k+1to mdo
fe = Uit f i
u(j,k:m)=u(j,k:m)—lu(k,k:m)
end for
end for

[ug] €

IO

v

@ Custo dominado pelo
lago implicito na linha 5:

m—1 m

Y )Y 2(m—k+1)~

k 1j= k+1

Zz2mk

=1j=k+1
m

Y 2(m- k)2 ~ %m3

k=1

@ As trés matrizes A, L, U n3o sdo todas necessarias no algoritmo: para
minimizar a alocacdo de memdria, ambas L e U podem ser escritas na

mesma matriz A (Exercicio 3, slide 11)
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Instabilidade da Eliminacao de Gauss sem Pivotamento
01
11
Entretanto, o método falha no primeiro passo

e Exemplo 0: A= [ tem posto maximo e é bem condicionada.

o Exemplo 1: Com uma pequena perturbacdo € >0, A= [ i i ] o

método agora n3o falha:

L:[l}e 2] U:[g 111/8]

o Exemplo 2: Suponha agora que € > 0 seja suficientemente pequeno
tal que float(1—1/e) = —1/¢. Temos a aproximagdo

0=15 1e]

que é uma matriz bastante préxima de U relativa a ||U]|.
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Instabilidade da Eliminacao de Gauss sem Pivotamento

e Exemplo 2 (continuagdo): Entretanto,

ZU_[l}e 1(/)8][5 1}8]_[i é]_;,"q

que tem erro 1 >> ¢€:

~ 00
a-i=| 0]

@ Para matrizes maiores a situacdo tende a piorar mais ainda ...

@ Uma Solugdo: permutar linhas (e possivelmente colunas) tal que os
respectivos multiplicadores sejam relativamente pequenos, isto é:

» ELIMINACAO DE GAUSS COM PIVOTAMENTO
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Exercicios

e Exercicio 2: Seja A€ C™*™ matriz ndo-singular (det A # 0). Mostre
que A tem uma fatora¢do LU se e somente se para cada k com
1<k < m, o bloco k x k superior esquerdo A(1: k,1: k) é n3o-
singular (Sugestdo: as operagdes entre linhas da eliminagdo de Gauss
ndo altera det A(1: k,1: k). Prove que esta fatoragdo LU ¢ Unica.

e Exercicio 3[Desafio]: Como na maioria dos algoritmos do curso,
eliminagdo de Gauss envolve lagos triplos encaixados. No algoritmo
da eliminacdo de Gauss, existem dois lacos explicitos, e um terceiro
lago implicito nos vetores u(j, k : m) e u(k,k : m). Reescreva este
algoritmo com sémente um lago explicito indexado por k. Dentro
deste laco, U serd atualizada em cada passo por uma alguma matriz
produto-exterior de posto 1. Esta forma de eliminacdo de Gauss via
" produto-exterior” pode ser uma 6timo ponto de inicio de modificacdo
do algoritmo de eliminagdo de Gauss apresentado se o objetivo é
otimizar a performance (velocidade e alocagdo de meméria)
computacional.

Antonio Elias Fabris (IME-USP) Algoritmos MMQ 11 /11



