1 Polinbmios

Neste secdo, apresentaremos os resultados basicos gelpelatdo polinomial e diferen-
cas divididas que servirdo de apoio as secdes posteriores.

Polinbmios sao utilizados em problemas de aproximacaoupopgpssuem uma repre-
sentacdo computacional que permite a implementacao detaige relativamente simples:
podem ser calculados, diferenciados e integrados faciBtnemum namero finito de passos
usando as operacdes aritméticas basicas de adicdo, Siabdraqultiplicacao.

Um polinémio de ordenm (ou graun— 1) € uma funcao da forma
n .
p(X) = ar +apx+ -+ +anx" L=y ajx ! (1)
j=1
Designaremos por
Pn
0 espaco dos polindbmios de ordem
Teorema 1.1 P, € um subespaco linear dé°QR) de dimensé&o n. Dado qualquer nimero

real , as fungbed, x—, --- , (x— )" constituem uma base @&.

1.1 Interpolacéo Polinomial: base de Lagrange

Sejat = (1;);l_; uma sequéncia depontos distintos. Entéo

n X—T:

Li(x):r! J 2)
LI — T
2] J

€ 0 i-ésimo polinbmio de Lagrange para a sequénciabserve qué; € um polinémio de
ordemn que anula-se em todos os pontpscom excessao do pontponde assume o valor

1. Isto pode ser escrito com a ajuda da funcéo delta de Kreneck

0, i1#]
Li(tj) = &ij =



Portanto, para uma dada funcao arbitrgria
n
p=> 9tk
=1
€ um elemento dB,, e satisfaz

p(Ti):g(Ti)> i=1---,n

Isto mostra que os polindbmios de Lagrange permitem escdinegamente o polinbmio que
interpolag na sequéncia de pontosAlém disso,p é o Unico polindmio que interpotem

1. De fato, seq € P, e q(ti) = 9(Tj), para todd, entdor = p— g € também um polindbmio

de ordemn que anula-se em pontos distintogq,---,T, € portanto deve ser o polindmio
identicamente nulo, isto € = p. Os resultados desse paragrafo podem ser resumidos no

seguinte teorema:

Teorema 1.2 (Existéncia e Unicidade do Polindbmio Interpolaal) Dados pontos distintos
T1,---,Tn € valores @t1),---,9(Tn), existe um unico polinémio g P, tal que [T;) = 9(Ti),
i =1,---,n. Este polinbmio pode ser escrito na base de Lagrange

p= i;Q(Ti)l-i

onde L(x) = [17_4(x—T1j)/(Ti — Tj)
J#i

A representacédo do polindbmio interpolador na base de Lggramastante elegante. Mas
comparada com outras representacdes esta muito longe dersss eficiente. Verifique
isto avaliando o custo computacional da avaliacdo do pwliadnterpolador na base de
Lagrange. Compare o resultado com a representacao na base/ttmlgue sera apresentada
a sequir.

Na prética, é frequente desconhecer-se quantos pontosedeoilacdo devem ser ultili-
zados. Nesse caso, € geralmente necessario elevar-senjouigdise) convenientemente o
grau do polinémio interpolador até que tenhamos uma apapdmsatisfatéria. A forma de
Lagrange ndo permite reutilizar os polinbmios ja calcusgaiara obter outro polinémio com
grau maior (ou menor). Noutras palavras, suponha que testhdisponivel, um polinémio

interpolador na forma de Lagrange de gkau1. O calculo de um polinomio de gré&na



forma de Lagrange deve ser refeito de modo totalmente imdiemte.
Outro problema da base de Lagrange, é que as estimativasodiednterpolacdo nessa
base sdo extremamente mais complexas se comparadas, p@@xeom aquelas obtidas

na base de Newton.

1.2 Diferencas Divididas e Interpolacao na Base de Newton

Interpolagéo na base de Newton é reconhecida como o mellmpromisso entre facilidade
de construcdo e eficiéncia computacional. Além disso, coaduma analise simples do erro

de interpolacao e utiliza interpolacdo polinomial oscuiatsem esforgo extra.

Defini¢céo 1.1 (Interpolag&o osculatéria num ponto)Sejar = (t;)" uma sequéncia de pon-
tos ndo necessariamente distintos. Seja x um pontoqie repete-se m vezdsg m< n.

Dizemos que a funcéo p coincideom a fungéo g em x com multiplicidade m se
pi=Y(x)=gi"Y(x) para i=1,---,m.
A Definicao 1.1 também é denominaitiéerporlacdo de Hermit&o pontox , ou ainda,
interpolacéo repetida no ponta x
Definicdo 1.2 (Diferencas Divididas)A k-ésima diferenca dividida de uma funcédo g nos

pontostj, - - -, Ti1k qUEe escrevemos como

[Ti P 7Ti+k]g

é o coeficiente principal (isto &, o coeficiente §edo polindmio de ordem-k 1 que coincide

com g Nos pontos , - - - , Tik.

A Definigédo 1.2 tem as seguintes propriedades imediatas:

Propriedade 1.1 (Construcéo Iterativa) Sejap; € IP; o polindbmio que coincide corgem

T1,--+,Tj parai = kei = k+ 1. Entdo

Pt = P+ (X—T1)(X—T2) - (X—=T)[Ti, -+, Tisk]9 (3)

IDaqui por diante escreveremos simplesmerpedincide com a funcag' para expressar efetivamente o
sentido da Defini¢do 1.1, isto §(ti) = g(Ti) e, ocorrendan repeti¢des na sequendiateremosp( ) (x) =
gD (x) parai = 1,--- ,m.



A Propriedade (1.1) mostra que diferencas divididas podamtdizadas para construir
o polindbmio interpolador adicionando um ponto de interpatapor vez. Deste modo, obte-

mos:

Pn(X) = p1(X)+ (P2(X) = p1(X)) + -+ (Pn(X) — Pn-1(X))
= [U]g+(X—T11)[T1,T2)g+ -+ (X—T1) -+ (X—Tn-1)[T1, -, Tn]g

gue é a forma de Newton (veja Teorema 1.3 na pagina 5). Espaqutade mostra como
as operacdes de ajuste do grau do polindmio interpoladan fstmplificadas na base de
Newton.

Propriedade 1.2 A funcdo(t,--- ,Tj;k]g depende sémente dos nUmetps - -, Tj k € n&o
da ordem em que eles aparecem na lista. Dizemos que a fungéétéca nos seus argu-

mentost;, - -+, Tjk-
Propriedade 1.3 [t;, - -, Ti1k]g € linear eng.

Propriedade 1.4 (Férmula de Leibniz) Se f = ghentéo

i-+k
[Ti e 7Ti+k]f = Z([Tia"' 7Tr]g)([Tr7"' 7Ti+k]h)

r=i

Propriedade 1.5 Seg é um polinémio de grak k, entdo
[Ti,---,Ti1k]g € constante como funcao de,- - -, Tj k.

Em particular,

[T, Tisk]g =0 Vg € Pk

Propriedade 1.6 Seg € C¥ entéio[t;,---,Ti4«]g € uma funcéo continua dos seus 1
argumentos.

Propriedade 1.7 Seg € C¥) entéio existe um ponfpno menor intervalo contende, - - - , Tj 1k
tal que

g (&)
ki

[T, -, Tiyklg=



Propriedade 1.8 Para calculos é importante notar que

[T, Tiyklg =
® (g
o) seTi=- =Tk € geCl
[Ti ) 7Tr—17Tr+la"'Ti+k}g*[Ti a"'?TS—laTS+17"'Ti+k]g \v/ '[r ‘[S e {TI . T|+k} com '[r % '[S
) 9 )

Tr—Ts

As Propriedades 1.1 e 1.8 sdo extremamente importanteplhascaes praticas e seréo
muito utilizadas na resolucéo de exercicios.
As Propriedades 1.7 e demais seréo utilizadas para o inmp@ieoblema da estimativa

do erro da interpolacédo polinomial.

Teorema 1.3 (Forma de Newton e Interpolacdo Osculatériafe ge C" et = (Ti) éuma

sequéncia de n pontos arbitrarios ndo necessariamentmutistentdo

9(%) = pn(X) + (X=T1)--- (X=Tn)[T1, -~ , Tn, XIQ (4)

com

Pn(X) = [T2]g+ (X—T1)[T1,T2]g+ - + (X—T1) -+ (X—Tn-1)[T1, -, Tn] Q. (5)

Em particular, p(X) € o Gnico polinémio de grau-A 1 que coincide com g em, -, Tp.

O corolério seguinte fornece um modo de estimar o erro depioiczo polinomial. E
consequéncia imediata da aplicacédo da Propriedade 1.7oneria 1.3.

Corolario 1.1 (Estimativa do Erro da Interpolac&o Polinomial) Se ge C", 1 = (1;) é
uma sequéncia de n pontos arbitrarios ndo necessariameéstiatds e p(x) € o Unico po-
lindmio interpolador de g ementéo existé&y no menor intervalda, b contenda , - - - , T, X

tal que

(n)
g prll < max |(x—10) -+ (x— ) S ©

€la,b] ’




Como mencionamos anteriormente, € importante notar queraseapiar a base de New-
ton no Teorema 1.3, permitimos a ocorréncia de pontos depolsgdo com repeticdo na
sequéncia. Assim, a interpolacédo de Hermite (ou, interpolacéo o$6ritg € obtida como
caso particular do Teorema 1.3. Consegue-se isso atravésfiotacRo 1.2, de diferencas

divididas, que permite a repeticao de pontos de interpolagad sequéncia

Corolario 1.2 (Interpolacéo osculatéria e Série de Taylor)Vamos identificar todos os pon-

tosty --- Tn em (4) e (5), com um Unico ponto t:

T1=--=Tp=t.

Entdo, usando as Propriedades 1.7 e 1.8 obtemos

9(x) = Pn(x) + g(”)n(lcix) (x—t)"  para algumé, entre t e x
com ” -
pn(X) = g(t) + g/ (D) (x—1) + 2 2!<t) (X— )24+ g<n_—1()t!)(x_t)n1 @)

gue é a conhecida série de Taylor truncada de g. Note que atséneada(7) coincide com

gemTty =--- =T, =t com multiplicidaden, isto €,

pa(t) =gt), PO =g(1), -, Py 0 =g ).
Observacéo 1.1 (Tabela de Diferengas Divididasps coeficientes$ts|g, ---, [T1,---,Tn]g
da forma de Newton 1.3 sado eficientemente computados atlaveésguinte tabela de dife-
rencas divididas:



Ptos Int| Dados| 12DD 22DD -+ | (n=2)2DD | (n—1)2DD
T1 g(t2)
11,729
T2 g(t2) 11,72, T3]0
12,139
T3 9(t3) [t1,-++,Tn-1]g
T2, ,Tnlg

[T27 T aTn—l]g

Tn-1 | O(Th-1) [Th—2,Tn-1,Tn—2]0

[Tn—lyTn]g

Tn 9(Tn)

Note que a diagonal superior

g(T:L)? [T17T2]g7 [T17T27T3]g7 T [Tla e 7Tn]g
contém os coeficientes da forma de Newton (Teorema 1.3) rielgse

Observacéo 1.2 (Pontos RepetidosEm geral, vamos assumir que os pontos de interpola-

¢ao sao ordenados. Entdo, se existirem pontos repetides, @rrerdo juntos, isto €, se

Tj = Tj4r €ntaot; = Tj11 = --- = Ti4r. Portanto, no calculo dej, - - , Ti4(|g ,
seT; = Tjyr entédo
9" (m)
[T, Tir]g = —
senaqno casa; # Tjyr) teremos
[Ti—i-la e 7Ti+r]g - [Ti7' o ;Ti+r—1]g

Ti.o--- . Ti —
[ Iy ) |+I’]g Tigr — Tj



1.3 Exercicios

Exercicio 1.1 (Interpolacao osculatdria de Hermite para o Igaritmo) Desejamos aproxi-
mar a funcag(x) = Inxemx = 1.5 atraves dgy(1.5), ondep, € o polinbmio cubico satisfa-
zendop(k) = g(k) e p'(k) = d'(k), k=1 ek = 2. Determine tal polindmio cubico resolvendo
o sistema linear 4 4 correspondente. Ou seja, este € um exemplo da conhe@daaiatcao
de Hermite.

Exercicio 1.2 (Interpolacdo de Hermite utilizando Diferen@s Divididas com Repeticao)
Podemos resolver o Exercicio 1 no contexto desta se¢dnantlo a Definigdo 1.1, pagina 3.
Para isto, consideramos os pontos de interpolacao dadosgmléncia = {1,1,2,2} e os
respectivos valoreg(1) = 0,d(1) = 1, 9(2) = 0.693147 &J' (2) = 0.5. Queremos determi-
nar p4 que coincida cong emrt.

(a) Construir a tabela de diferencas divididas

Ti | 9(tij) | 1°DD | 22DD | 32 DD
20 ?

?
20 2 ?

2 ?
20 2 ?

?
20 2

(b) Determinar o polinbmio cubico na forma de Newton que intlrgpnos pontost =
{1,1,2,2}

(c) Utilizando o polinémio obtido no item anterior, aproximarll5.
Exercicio 1.3 Sejat = {0,0, /4, 11/4,11/2, 11/ 2}.
(a) Construir o polindmigps de ordem 6 que coincide com &) emT.

(b) Dé uma estimativa para o erro maximo ngsin(x) — pg(x)|: 0 < x<11/2} utilizando
a férmula do erro (4) na pagina 5.



(c) Comparar a estimativa obtida no item anterior com o erro mdanser encontrado

diretamente em, por exemplo, 50 pontos do inter{@la/2].

1.4 LimitagOes da Aproximacao Polinomial

Nesta secdo, mostraremos que um dos principais restrigdegedpolacédo polinomial é
sua relativa inflexibilidade. llustraremos como essa iitfiBdade manifesta-se e daremos
algumas indicacdes das suas possiveis causas.

Comecaremos com um exemplo classico devido a Riinge (1901nBaigue queremos
aproximar a funcéo

em xe[-5,5

g(x)

utilizando polinbmios. Uma abordagem natural é escatiygontos no intervalo, e interpolar

T 14X

estes pontos. Admita que escolhamos pontos equiespatsdas,

i—1
Tj=-5+10—— i=12---,m. 8
| -I- m— 17 Vit ) ( )
Ent&o pelo Teorema 1.3 existe um unico polindmipe P que interpolay nos pontogt; )7
A fungcdog é bem comportada, sendo inclusive analitica hnuma vizirdhdogntervalo

de aproximacad-5,5|. A expectativa é a de que 0 erro maximo

[len][ = max_|g(x) — pm(X)]

—5<x<5

convirja para zero conforma cresca.

Fizemos os graficos dge pm, param=5,m= 11 em= 15. As figuras indicam que o erro
de interpolacéo cresce cam A Figura ?? mostra que na parte central do inter{als 5],
0 polindmio p;5 interpola bem melhor do qua; e p11, mas € muito pior nas extremidades.
Permanece a expectativa de que conform&resca,pm, € g irdo coincidir em muitos mais
pontos e entdp,, seja uma boa aproximacgao pdram todo o intervald—5,5|. Entretanto,

0 teorema seguinte mostra que isto ndo acontece:

Teorema 1.4 (Ringe)Sejam
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€ pm 0 polinémio de ordem m que interpola g em m pontos equiespagiatos por

Tj=—-5+10

I—1 .
! , =12---,m

m-—1

Ent&o, paralx| > 3.64

19(X) — pm(X)| —> o conforme m—s oo

Esta situacdo pode ser contornada se tivermos a liberdaasediner os pontos de inter-
polacdo. Os chamados pontos de Tchebyshev para o intéavalleéo obtidos subdividindo-
se 0 semi-circulo em arcos iguais e depois projetando o ponto médio de cada arco no
intervalo. Isto é:

a+b—(a—Db)cog 212;111)
T = 5 .

Resumindo, o Teorema 1.4 mostra que sequéncias de polinin@gsoladores em pon-

tos equiespacados podem n&o convergir. Escolhas espiz@ositos de interpolacdo, como
por exemplo os pontos de Tchebyshev, podem resolver o pnable

Entretanto, de acordo com o teorema seguinte, tais escedipesiais também podem
falhar pois para quaisquer sequéncias pré-determinadperdes de interpolacdo sempre
poderemos encontrar uma funcéo contigual que a sequéncia dos polinémios interpola-

dores néo convergem paga

Teorema 1.5 (Faber) Fixado[a, b], suponha que para cadaml

€ um conjunto de pontos d& b]. Entao existe uma func@oqCla, b] tal que

|g—pm|| — ©  conforme  m—s oo

onde p, € o Unico polinémio de ordem m que interpola g emthe, - - -, tm

Os fenomenos de ndo-convergéncia nos Teoremas 1.4 e 1.%@n#estacoes da inflexi-

bilidade dos polindmios. Quando os polinémios séo obrigadooincidir em muitos pontos
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com uma curva num intervalo, os mesmos podem reagir conag8ess abruptas em outras
regides do intervalo. Esta tendéncia & oscilagéo tornaageewidente conforme aumenta-se
a ordem dos polinbmios. Para ordens baixas, digamos no radxon 10 as oscilagdes dos
polinémios podem ser aceitaveis. Infelizmente, o clasSewrema de Jacksémstabelece
gue uma boa aproximacao requer em muitos casos o0 acrésciondeta dos polindémios.

Um modo de explicar a tendéncia de oscilacdo dos polindmépseés coeficientes da
derivada de um polindbmio de ordem alta serdo, em geral, maiores do que os coefici-
entes do polindémio original. De fato, em (1) o coeficientedti¢ emDp € (n— 1)a,, onde
an é o coeficiente d&" 1 em p.

Outra explicagcéo para a inflexibilidade dos polindmios ést@lamentada na mais béa-
sica de suas propriedades, celebrada antes como uma gealpdindmios sao suaves. Na
realidade, polinbmios sdo suaves demais. Como uma funcamaeariavel complexa, os
polinbmios sdo analiticos, isto €, seus valores em todo moptamplexo sao determina-
dos por alguns de seus valores num conjunto arbitrarianpegfgeno. EnR, a afirmacao
equivalente é que(x) fica completamente caracterizado para tedaR por alguns de seus

valores em qualquer intervala, b) ndo importando quéo pequeno este seja.

2Sendof uma funcéo continua efn-1,1] e w; seu médulo de continuidade, o teorema de Jackson afirma
que existe uma sequéncia de polindmpasde grau< n e uma constante C tal que max; |pa(x) — f(X)| <

C'Wf(l).

n
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2 Interpolacdo Cubica por Partes

A maior objecédo para o uso d como classe de fun¢cBes de aproximacao € a sua relativa
inflexibilidade. Entretanto, para intervalos suficientategoequenos e para polinémios de
ordem menor ou igual a 3 ou 4, as oscilagdes em grande parteziEsquase desaparacem.
Este comportamento nos leva a pensar huma classe de furg@geakimacdo com
maior flexibilidade qué?, porém mantendo suas boas propriedades. A idéia inicialgpara
obtencado dessa classe € considerar polindbmios de orddivaglante baixa e particionar o

intervalo de aproximagéo em subintervalos menores.

2.1 Polinbmios por Partes

Com efeito, dado o intervalo fecha@b] sejat = (ti)TLl uma sequéncia de pontos tais que

Aa=T1<Ta<- - <Tpp1=Db

A sequéncia, chamada particdo da, b], decompdéa, b] emn subintervalost;, Ti11].

Definicdo 2.1 (Polinbmios por Partes)Dado um inteiro positivo k, definimos o espaco das

fungBes polindbmios por partes de ordem k commos - , 1.1 por

Pro={f: flgq. =P €Pk para i=12---,n-1 e flg . 1=pneP}

Sempre que conveniente, podemos considerarfucoano definida em toda a rekaatra-
vés da extensdo da primeira e da ultima parte, ist@8:= p1(x) sex< 12 e f(X) = pn(X) se
x> Tn. Deve ser observado que isto é uexarapolacdoPortanto, longe do intervalo original
[a,b], f extendida desta forma, pode refletir o objetivo inicial delmtio precario quanto
gualquer outra técnica de extrapolacao. Repetindo, usahesténsao por conveniéncia e
nao em razao de alguma qualidade intrinseca.

De certo modo, podemos pensar que um polindbmio por pdrigsssuidois valores
nos nos interiores; --- Ty, isto €, o valorf(t;) = B_1(1;) da parte esquerda e o valor

f(t;") = P(ti) da parte direita. Por uma questéo de definicéo, escolhenpugia arbitraria
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de fazerf continua pela direita, isto &,
ft)y="f(t") i=2,---,n,

Entretanto, é razoavel continuarmos a pensar na funcauopaitl por trechos como pos-
suindo dois valores nos noés interiores. Certamente, esté&qué irrelevante no caso em que
f é continua. Mas, a menos gfieseja um unico polinbmio, alguma derivada fié des-
continua e € uma funcéo polinomial por trechos, de modo quest@p deve ser discutida e
resolvida nas aplicagdes.

E claro quePy ; € um espagco linear e que
dim(Py ) = nk,

pois seus elementos consistemrdpartes de polinbmios e cada parte tkrooeficientes
livres, a serem determinados. Dito de modo mais abstPato¢ a soma direta de copias
de]P>k.

EmboralPy ; seja mais flexivel qué&,, ndo mantém necessariamente a desejada suavi-
dade, pois pode ocorrer quec Py ndo seja nem memsmo continua. Isto desclassifica
Py r como uma boa classe de fungdes aproximadoras. Apesar pi@dB@mios por partes
foram utilizados em férmulas de integracdo numérica (Nev@otes, Gauss), ha resolucéo
numeérica de problemas a valores iniciais em equacdes widfieie ordinarias (Método de
Euler) e em analise funcional, na demonstracédo do Teoremaximacao Uniforme de
Weierstrass.

2.2 Interpolacéo por Polinbmios Cubicos por Partes

Nesta secdo damos um exemplo de interpolacdo por polinGahisos por partes, que €
uma das classes de fun¢des mais utilizada nas aplicacdssreReremos alguns métodos
para interpolacéo cubica por partes de modo a possibilimpEmentacdo computacional
de um programa com varias condi¢cfes de contorno.

Definiremos alguns tipos de polindbmios por partes obtidosnedo-se o grau de suavi-
dade entre os subintervalos.

Dadosg(11),---,09(Tn+1) COMa=11 < --- < Tny+1 = b, construiremos a seguir um po-

linbmio por parted que interpolay.
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Com efeito, em cada intervalg, 1i11], definimos quef seja um polinémio de ordem 4,
isto é:
f(x)=pi(x) P4 para i <X<Tjs1, i=1,---n )

Impomos que &ésima partg; satisfaca as seguintes condicdes:

pi(ti) =9((ti)  Pi(Tita) =9((Tiva)
pi(t) =9 Pi(Tit1) = S11 (10)

Em (10),s1 - - - Sh4-1 S80 parametros livres. A funcdo cubica por paftessultante coincide
comgema=11 < ---<Tpr1 = b, e pertence @ [a,b], isto é, f é continua e tem a
primeira derivada continua efa,b] independentemente de como as "inclina(;CEQ'H
sejam escolhidas.

Para calcular os coeficientes dasima parte polinomial utilizaremos a sua forma de
Newton:

pi(X) = pi (1) + (X—T) [T, T pi -+ (X—T) [T, T, Tipa] P+ (X—T) 2 (X—Tig2) [T, T, Tip 1, T2 Pi

Os coeficientes serdo determinados através de uma tabeifemchs divididas baseada

nas condic¢des fornecidas em (10):

[ Ipi [, ]pi [, Ip .., Ip
T 9(T)
S
T | 9(m) %
[Ti, Tiva]g 3+1+3(£T2i[)T2ivTi+1]9
Tit1 | O(Tit1) W
S+1

Tiv1 | O(Tiv1)

Entao,
pi(X) = 9(Ti)+s(x—T1)+ %(x—ri)zqL
(11)

S+1+S(£T2i[)T2i7Ti+1]9 (X—Ti )2(X —Ti1).
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Podemos também escreyg@ma forma
Pi(X) = Cpi+Coi(X—T)) +Cai(X—T)? +Cai(x— )%,  Xx€ [T, Tipa).  (12)

Com efeito, os coeficientes, - - - ,c4 Sao obtidos avaliandp e suas derivadas ematra-

vés das suas representacdes na base de Newton em (11) . Assim,
C1i = Pi(Ti) = 9(Ti) (13)

C2i = P(Ti) =$ (14)

_ P’ (Ti) 31,1119 25 —S 11
GBIz = A (15)

/!

_ () siat+s—2[n,Tilg

6 (AT;)?2

Os varios métodos de interpolacéo cubicas por partes gifecemodo como as inclina-

Ca, (16)

¢Bes(s )] sdo escolhidas.

Escolhidas tais inclina¢cdes e com o célculo das diferefigas. 1]g, podemos calcular
os coeficientesy - --c4j em (13)—(16) para entdo obtermos os polindnppsl <i < n,
representados por (12) e que consituemPs ¢ .

A representacdo computacional da funcéo polinomial pdepdr, onde em cada parte
o polinémio é escrito como em (12), i.e. na base candnicanbemida na literatufade
modo relativamente confuso cormepresentacao polinomial por partes depéara distinguir
de representacfes em outras bases. Tal representacdo $esaida’do que as diversas
outras representacées existefitems pode eventualmente ser a melhor representagéo nos
casos onde necessita-se avaliar a funcdo numa quantidaidegrainde de pontdsonde a
representacao polinomial por partes € muito mais eficienigetpmos a expressao explicita
de cada parte polinomial.

Nas secOes 2.2.1 e 2.2.2 seguintes apresentaremos dubimesooito utilizadas para

3Terminologia introduzida por De Boor e depois adotada poryL8chumaker. De Boor chama tal repre-
sentacdo de "ppform" naimplementacéo do Spline TodMdrita para o Matlab.

4Por exemplo, do que a representacéo por B-Splines que énmaptada computacionalmente de modo
recursivo. Talvez estudemos B-splines mais a frente.

SPor exemplo, na construcéo de graficos.
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2.2.1 Interpolacéo cubica de Hermite

Neste caso, escolhemos
s =d (1) i=1,---,n+1.

Para estimar o erro de interpolag&o vamos admitigga€¥ [a, b]. Parax € [1;, T, 1], temos
pela forma de Newton (4) na pagina 5 que,

190x) — ()| = (=) (X Ti0)? [T, T Tiv1. i1, X9 (17)
At ’g (EIX)’
<G Y

Para 1< i < nsejam

[tl=maxdt e |g® H—max max |g¥ (&x)| (19)

€T, Tiya)

Substituindo (19) em (18) obtemos

—f
19— fall < 5,/ T 119 .
Para pontos equiespacados temos
b .
ATi - T 1 § | S n.

e entao,
lg— fal] = 0O(n™%),

isto é, admitindo-sg € C¥[a,b], 0 expoente de decaimento para o erro na interpolagéo
cubica de Hermite é pelo menos -4 .

A estimativa do expoente de decaimento através de um pragramputacional, pode
ser de grande utilidade na analise dos erros de aproximagawaidacdo dos programas

implementados. Em fungdo deo erro||e,|| = ||g— fn|| decresce para zero na forfaa®



17

para alguma constanfee alguma constante (negativa) Se

||enl| = Bn?,
entdo
€ntk n-+k
||~ (——)°
€n n

e 0 expoente de decaimertgode ser estimado a partir dos erfi@g|| e ||en. k|| por

- 10g]|en;k|| —log]len|

log(n+k) —logn (20)

2.2.2 Interpolagéo por Splines Cubicos

Neste método, as inclinagdes livres - - s, sdo determinadas a partir da condicdo de que
f € C@[a,b], isto é,f deve ser duas vezes diferenciavel e com curvartura contiintéo,

€ suficiente impor que
p’ 1(t)=p(ti) para i=2,---,n. (21)
Escrevendo os polinbmigs na forma
Pi(X) = C1i+Coi(X—T) +Cai(Xx—Ti)* +Cai(x—Ti)%,  X€[T,Tita],
temos que (21) é equivalente a
2C3j—1+6C4j_1ATi_1 = 2C3; para i=2,---.,n. (22)

Substituindo (15) e (16) em (22), obtemos o sistema linearas+ 1 incognitassy, - - - ,She1

e comn— 2 equacgdes dadas por:
S_14T +S2(ATi_1+ AT ) + S+1ATi—1 = by, i=2,---,n (23)

com
bi = 3(ATi[Ti—1, Ti]g+ AT _1[Ti, Ti+1]0) .
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Em (23) temos um sistema linear cam- 1 equacdes @+ 1 incégnitasss,---,Sy11 que

pode ser escrito na forma matrici = b do seguinte modo:

S
I AT, 2(Aty+ATy) ATy | S I by |
At3 2(At2+At3) Aty 3 bs
Sh—1
i Aty 2(Ath-1+AT,) Atpg | Sh | bn |
| Sn+1 |

Admitindo que os dois parametros de contosp@ s,;1 foram escolhidos segundo algum
critério (veja secao a seguir), podemos adicionar as dspecdvas equacdes ao sistema
Ax = b para obter um novo sistenfe = b com (n+ 1) equagGes én+ 1) incognitas onde
a matrizA é tridiagonal com diagonal dominante.

Assim, podemos concluir que o novo sisteAra= b tem uma Unica solugéo e, além

disso, pode ser resolvido facilmente pelo Método de Eliganade Gaussempivotamento.

2.2.3 Condicdes de Contorno

As diversas escolhas pasae s,.1 que discutiremos nesta se¢cdo podem também ser uti-

lizadas em outros métodos de interpolacéo (interpolacBe&ae Bessel, interpolacdo de

Akima, etc.) mas serdo estudadas aqui sdmente no contextdedpolacado posplines

cubicos

CC 1. [Spline Completo: ¢’ conhecidgd® Seg’ é conhecida em; e 1,1, entdo é natural
escolherf’ = ¢ nesses pontos. Pela definicdo em (10), das partgse compdef,

temos quepy(T1) = S1 € Pl 1(Tn+1) = Snp1. OU Sefa,

s1=¢(11) € St =0 (Tns1)

6Também conhecido na literatura como "Campled Splines"
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que sdo respectivamente a primeira(@a 1)-ésima equagdes a serem acrescentadas

ao sistema linear (23).

CC 2. [d" conhecidd Sed” é conhecida nas extremidadase 15, 1, entdo pode-se impor
f” = ¢’ nesses pontos e determinar-se as equacdes corresporefarikendos .
Com efeito, temos qug/(11) = 2c31 . Entéo,

g” (11) = 2C31 (24)

A substituicéo des 1 obtido em (15) na formula (24) resulta em

1
T
251+ = 3['[1,'[2]9 —ATlg (2 1> (25)

gue acrescentaremos como a primeira equacao ao sistea(E8¢ Analogamente,

a equacao correspondente a extremidade dirgita é :

g”(Tm—l) (26)

S+ 2811 = 3[Tn, Tny1]g+ AT >

gue acrescentaremos com@a- 1)-ésima equacéo ao sistema (23).

CC 3. [Spline Natural] O denominado splineatural € obtido pela imposi¢do das condi-
¢Oes de contorno
f//(Tl) = f//(Tn_H_) =0. (27)

Substituindo-se (27) em (25) e (26) obtemos

251+ =3[11,T2]g €  $+28:1=3[Tn,Tnt1]g

gue sdo respectivamente a primeira(@a 1)-ésima equagdes a serem acrescentadas

ao sistema linear (23).

Apesar do nome imponente, interpolacéo por splines nataéo apresenta bons re-
sultados do ponto de vista da teoria da aproximacdo. A meme@sagnbém ocorra
g’(11) = ¢"(tn,1) = 0, a escolha arbitraria (27) produz ertdgt|?) numa vizinhanca
das extremidades, reduzindo assim significativamenteoaidalde total de convergén-

cia do método de interpolacao.
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CC 4. [Condicao "Not-a-Knot": desconhecimento nas extremidadgsQuando néo te-
mos conhecimento sobre as derivadag das extremidades deveremos tentar a con-
dicAoNot-a-Knot que consiste em escolh®rde modo quep; = p2 e escolhes, 1

de modo quen_1=pn’.

Temos entéo qué&” é continua emmy, e em consequénci 1 = 4 donde obtém-se

S1+9—2[11,T2]g S +S3—2[12,T3)g
(ATl)Z - (AT2)2 )

Isolandos;, s, € s3 resulta que

(AT2)%s1 + ((AT2)% — (AT1)2)sp — (AT1) %83 = 2(AT2)?[11, T2]g — 2(AT1)?[12, T3]

(28)
Fazenda = 2 em (23), temos que:
(AT1)s3 = by — (AT2)S1 — 2(AT1 + AT))S, - (29)
Substituindo (29) em (28) obtemos
(ATp)s1 + (T3 — T1)Sp — (AT1 4 2(13 — 11) ) (AT) [11, T2]g+ (AT1)?[12,T3]g (30)

I3—T1
gue acrescentaremos como a primeira equacgao ao sisteaa(E8¢.

De modo analogo, pamg, obtemos

(ATn)?[th-1,Tn]g+ (2(Th — Tny1)) (ATn_1) [Tn, Tny1]g
Tnt1 —Tp-1

(Th41—Tn—1)Sn+ (ATn_1)Sh+1 =
(31)

que acrescentaremos com@at 1)-ésima equagéo ao sistema linear (23).

CC 5. [Condicéo Livre] Pode-se escolher livremente outras condi¢cdes nas duasnota-
des que melhor se adaptem a particular aplicacdo. Obviamgodemos considerar

condicdes mistas, distintas para cada extremidade.

"Isto equivale a dizer que o primeiro e o Gltimo nos interigresp. T» e T,) ndo sdo efetivamente pontos
de juncao de polindbmios distintos, dizemos neste caso quedsainativos.
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2.3 Resumo e conclusao

Na secdo 2.1 comentamos que 0s varios metodos de interpaiaigi&as por partes diferem
no modo como as inclinacdés) ™ sdo escolhidas.

Nas se¢Oes 2.2.1 e 2.2.2, calcularfgy " ! respectivamente para a interpolacao cubica
de Hermite e para a interpolacao por splines cubicos.

No caso da interpolagdo cubica de Hermite, basta fazeiy' (1;) no calculo dos coefi-
cientescyj---c4j em (13)—(16) para entdo obtermos os polindnpasl <i < n, represen-
tados por (12) e que consitueire P4 .

No caso da interpolacdo por splines cubicos, deveremob/eesosistema linear qua-
dradoAx = b, que é obtido a partir do sistema line®x=b comn—1 equagbes a+1
incognitas, acrescido das duas equagdes fornecidas peldis@es de contorno.

A matriz A resultante é tridiagonal com diagonal dominante e entastersaAx = b
pode ser resolvido facilmente pelo Método de Eliminacao a@esSsempivotamento.

A interpolacdo de Hermite é muito mais simples do que infagém por splines cubicos,
pois esta envolve a resolucdo de um sistema linear. Por lawtoo na interpolacao cubica
de Hermite temos qué e C(V [a,b] NP4 enquanto que na interpolagéo por splines cubicos
f € CPla,bjNPys.
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2.4 Exercicios

Exercicio 2.1 (Interpolacao por polinémios por trechos e posplines) Considere a seguinte

funcéo tabeladg:
T1 T2 T3 T4
t |12 5 7
gm|1 2 3 25

(a) Determine a funcéo polinomial por trechos lingague interpola a tabelg

(b) Determine a funcdo cubica por trechos de Hernfifeque interpolag e satisfaca
fh(ti) =9'(n),
1 Tp 13 T4
T |1 2 5 7
g1 -1 0 2

(c) Determine a funcao spline cubica natutafjue interpolay.

(d) Num mesmo sistema de coordenadas, faca os grafichs dg e fs. Preferencial-

mente, utilize algunsoftware
(e) Qual é a classe de difenciabilidadefd® E defs?

() Encontre uma aproximacéo dél.5) utilizando fy. Suponha que, por algum motivo,
o valor tabelad@(7) modificou-se parg(7) = 4.5, de modo que teriamos uma nova

fy. O valor da aproximacéo dg1.5) por fy modifica-se?
(g9) Idem parafs.
(h) A aproximacéao por funcdes cubicas de Hermite é local obaP Explique.

(i) A aproximacao por splines cubicas € local ou global? igxel.
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Exercicio 2.2 (Utilizar computador: exemplo de Runge e convgéncia) Considere a fun-
cao
1

g(x) = 17250 xe [-1,1]

(a) Interpoleg nos pontos

i=12,...,n

: 2
Ti=1+(—-1h com h=—
n—1 n=246,....20
através da funcao cubica por trechos de Hermite.

(b) Dé uma estimativa para o erro maximo de interpolacdoageaxrponte de decaimento

do erro no intervald—1,1], paran=2,4,6,--- ,20.



