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Equac Oes a diferencas finitas

o Motivacao: econometria e séries temporais

o Abordagem pratica

e O que significa "resolver” uma equacao de diferencas?

e Equacoes lineares de primeira e segunda ordem

— Uma metodologia de solucoes

— Estudo do equilibrio e estabilidade das solucdes




Exemplos de Aplicag oOes

e Modelos de séries temporais

— Equacdes de diferencas envolvendo componentes es-
tocasticas

— Componentes: tendéncia, sazonal, estocastica

e Economia dinamica

— Precos de ativos financeiros: hipétese do caminho aleato-
ro

— Um modelo para o PIB (Samuelson)




Diferencas

e y= f(t)
e Adotaremos passo constante h = 1

e De primeira ordem

Ay = f(t) —f(t—1) =yt —yr—1

e De segunda ordem

A%y = A(Ay) = (Y — yi—1) — Wi—1 — Yi—2)

¢ Principalmente em econometria, usa-se pouco diferen
de ordem superiores a trés




Equac ao diferencas linear ordem n

e Teorica:

n
yt =ap+ Y aiyi—
i=1

e Com perturbacédo estocastica:

n
ye = ag + D aiy—; +
i=1

onde

©.@)
T = Z Bi€t—;

1=0




Soluc ao de Equacg ao de Diferencas

e A solucao & uma funcéao

e Exemplo 1: 4,41 — 2y =0
— Qual é a ordem da equacao?
— Dada ¢ € R, verifique se y(t) = t + c é solucao.

— Se necessario, descubra a solucdo da equacao dada.

e Exemplo 2: eq. estocastica I} = 0.71;_1 + ¢

— Qual é a ordem da equacao?

— Verifique se
y(t) = 2(0-7)i€t—z’
i=0

é solucao.




Equac Oes de 1a. Ordem

o yy+1=Ayt+ B

e feorema

(

Alyo 4+ BI=A se A1
Yt = 9 k=0,1,2,---
\yO—I—Bt seA=1

o Analise de comportamento assintotico das solucoes




Analise dos coeficientes: exemplo

e €; COMponente estocastica

o Yt — O.9yt_1 —|— €t

e yt = 0.5y 1 + €

o yt = —0.5y 1 + €&

* Yt = Yi_1 T €

e Yyt =12y 1 + ¢

e yy = —12y 1+ ¢

e Veja grafico na pagina 14 do livro texto




Metodologia de solu¢ ao

o Obter solucao geral da equacao homogenea

e Achar solucao particular de equacao completa

e Solucao geral da completa =
solucéo geral da homogénea +
solucao particular da completa

o Eliminar constantes impondo condicoes iniciais




Metodologia de solu¢ ao: exemplo

e Resolva a equacao

Yi+2 — DYp41 T 6y = 2

sujeita as condicdes iniciaisyg = 1ey; = 4
— Obter solucao geral da equacao homogenea
Yt+2 — Syr4+1 + 6y, =0
— Achar solucao particular de equacao completa
Yt+2 — Dyp41 + 6y = 2

— Somar as duas solugbes acima para obter a
solucao geral da completa

— impor as condicoes iniciaisyg = 1 ey; = 4
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Exist éncia e Unicidade da Solu¢ ao

Teorema: Considere a equacao de diferencas li-
near de segunda ordem

Yo + f1(D)yr1 + fo(B)y: = g(t)

definida sobre um conjunto de valores de ¢, inteiros
e consecutivos.

Se yp € y1 sdo numeros fixos arbitrarios, entao
existe uma Unica funcdo Y; que € solucao da equacao
e satisfaz Y(0) = yge Y (1) = y;.

o Exemplo: Yt+42 — 5yt_|_1 + 6y =2t — 3

Como determinar a solucao (Gnica) satisfazendo
duas condicoes iniciais?
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Solu¢ ao Geral da Homog énea

Teorema: A equacao de diferencas homogénea

Yito + f1()yr1 + fo(y =0

tem solucao geral
v = Ayt Y + By

onde ygl) e yt(z) sao duas solucOes linearmente
independentes, e A e B sao constantes arbitrarias.

. {yt(l), y§2>} & denominado conjunto fundamental,
base de solucdes da equacdo homogénea

e Vamos calcular o conjunto fundamental de solucoes
para equacoes de diferencas homogéneas com coe-
ficientes f1(t) e fo>(t) constantes.
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Solu¢ ao Geral da Homog énea

Teorema: Considere a equacao de diferencas

Y42 + a1yi41 +axyr =0 (1)

onde aq € ap sao constantes com ao, # 0. Sejam
m1 € mo as duas raizes da equacao auxiliar

m2—|-a1m—|—a2=0

e Yth solucao geral da equacao de diferencas (1).

Entao:
e my # mpreais == Y®= Am} + Bm}
emi=mp == YP=(A+ Bt)mY

e m1o=r(COSOLisingd) —

Y = Artcos(td + B)
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Exercicios

Determine as solucoes gerais das equacoes

® Y42 —Syp41 +6y: =0

e Y40+ 1yt =20

 Yito— Y41+ 2y =0
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Soluc ao Geral da Eq. Completa

Teorema: A equacao de diferencas

Yito + a1yi41 + aoyr = g(t)

onde aq € a» sao constantes com a> # 0, tem
solucao geral

Y =Y+

onde

. Yth: solucao geral da equacao homogénea asso-
ciada

e y;: Uuma solucao particular de equagao completa
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Exercicios

Determine as solucoes gerais das equacoes

o Y+ — 3ypr1 + 2y = 3¢

o Y+ — 3y;41 + 2y+ = a’ (a = constante)
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Soluc oes particulares “tentativas”

Yito + a1Yi41 + a2yr = g(t)

g(t) Solugoes tentativas y;
al Aat
Sin bt ou Ccos bt Asinbt + B cosbt
" Ag+ A1+ -+ Apt™
t"al at(Ao + A1+ -+ Antn)

atsinbt ou a® cosbt  a'(Asinbt + B cosbt)

Determine as solugoes gerais das equacoes
¢ Y42 — 3yp41 + 2y = 5sin(F)
° — Dy = 2

Yt+2 — Y41 Yt

o Yryo—Aypr1 + 4y = 3t 4 2
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Condic¢ oes de Estabilidade

Teorema: Seja

p = max{|mi|, |mal}

onde m1 € mo Sao as raizes da equacao auxiliar
da equacao de diferencas de segunda ordem ho-
mogénea

Yi42 T a1yr1 + a2y = 0.

Entdao p < 1 € uma condicao necessaria e Su-
ficiente para que a solucédo {Y:} convirja para O
para quaisquer valores iniciais yg € y1 .
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Exercicios - Estabilidade

Estude o comportamento limite das solugdoes das seguintes
equacoes

® Y42 —3y+1 +2y: =0

o yt2+ 3y+1— 2yt =0

® Yy4o+y =20

o 4y +y =0
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Estabilidade x Coeficientes a1q, ao

Yt+2 T+ a1yi41 + a2yt =0
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Modelo “cobweb”

Considere o mercado de um produto (trigo) repre-
sentado por

dr = a — Yp¢ v >0 (2)
st=b+Bpi+e B>0 (3)
St = dp (4)

onde
e d;: procura por trigo no tempo ¢
e s;. Oferta de trigo no tempo ¢
e p+. pPreco de mercado do trigoem t

e p;: preco que os produtores esperam conseguir
em t

e ¢;. abalo da oferta com média estocastica zero.
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Exercicio: diferencas estoc asticas

e Considere a equacao de primeira ordem

Yyt = ag + a1y 1 + € (5)

onde ¢; € uma perturbacéo aleatoria com valor es-
perado igual a zero.

o Determine b, b1 e 0s coeficientes «; tal que

@)
yt =bo + b1t + > ey
i=0
seja solucao de (5)
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