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Problema A: Festival das noites brancas

Autor do problema: Marcel K. de C. Silva
Anélise: Guilherme Souza
Histéria: Carlinhos

O problema pede para calcular os trés dltimos digitos do n-ésimo ntimero de Fibonacci. Isso é
equivalente a calcular f(n) moédulo 1000. Vamos ver entdo como podemos calcular isso de maneira
réapida, ja que n vai até cerca de 219000,

Como:

fn)=fn-1)+f(n-2)=
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Repetindo o processo chegamos que:
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De onde podemos obter o valor desejado f(n), assumindo que f(0) = 0.

n
Agora temos que calcular rapidamente A = E (1)} . Primeiro pré-calcularmos os valores de
1 2 4 210000
11 11 11 11
AO = |:1 O:| , Al = |:1 0:| , A2 = |:1 O:| y e AlOOOU = |:1 O:| . Tendo n em sua re-

presentacao binaria, para calcular o valor de A basta multiplicar as matrizes A; para valores de ¢
correspondentes aos bits acesos (1) de n. Por exemplo se n = 11010y = 2! 423 +2% = 26, calculamos
A1A3A4, uma vez que

1 126_ 11 2+8+16_ 1 12+ 1 18Jr 11 IG_AAA
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Por fim podemos calcular as matrizes A; usando o fato que A;11 = A; A;. Assim, a complexidade

da solugao fica O(M), sendo M o tamanho da entrada (ntumero de digitos binarios), que no caso é
no maximo 10000.



Problema B: Pontes de Sao Petersburgo

Autor do problema: Renato Parente
Anélise: Guilherme Souza
Historia: Carlinhos

A primeira vista, o problema parece ser relacionado com grafos, mas na verdade é o classico
problema da mochila (Knapsack) disfargado. Ja que arestas em comum sao contadas duas vezes, s6
importa o grau de cada vértice.

Assim, o problema é equivalente ao seguinte: dado um conjunto de elementos com valores
associados (o grau de cada veértice), dizer se existe algum subconjunto cuja soma seja igual a K,
sem poder escolher o mesmo elemento mais de uma vez. Esse problema pode ser resolvido por
programacgao dinamica:

>wv[l..n] contém os graus de cada vértice
> 0k[0..K| guarda se a soma i pode ser atingida, comega com 0
okl[0] =1
para cada vértice vli] :
para j de K até v[i] : > decresce para evitar repetigao
se (ok[j —v[i]] == 1):

ok[j] = 1> se a soma j — v[i] é possivel, entao j também é.

Assim basta verificar depois se ok[K] é 1.



Problema C: Myachowski, o futebol russo

Autor do problema: Cristiane M. Sato
Anélise: Guilherme Souza
Historia: Carlinhos

O problema pode ser dividido em duas partes. A primeira é dado um ponto dentro da elipse
e uma direcao, achar a intersecao da trajetoria com a elipse. Para isso, uma solucao seria achar a
equagao da reta e igualar a elipse, e tomar cuidado para pegar a solugao certa (existe a solugao indo
no sentido oposto). Uma solu¢do mais simples é fazer uma busca binéria: conseguimos responder
facilmente se um dado ponto esta dentro ou nao da elipse (basta comparar ’;—; + z—j com 1). Entao,
sendo o ponto inicial (pz,py) € a direcao D= (dg,dy), a trajetoria é da forma (p, +mdy, py +md,)
e fazendo busca binaria em m conseguimos achar a interse¢ao com a elipse com precisao arbitraria.

A segunda parte do problema é achar a nova trajetoria apos a reflexdo. Para isso, um modo
(entre varios) é achar o dngulo « da figura abaixo e rotacionar o vetor dire¢ao por —2a (no sentido
antihorario).

Para rotacionar o vetor diregao usamos a matriz de rotagao

cosf) —sinf
sinf cosf |’

Para calcular o angulo « precisamos antes achar a tangente no ponto da intersecdo. A inclinagao

da tangente pode ser achada de varios modos, como achando a derivada da equagao da elipse,

resultando em T = (a?ry, —b’r;) sendo (r,7,) o ponto na elipse. Por fim, o angulo « pode ser

=

— TxD
T-D

calculado como: arctan(a) onde T x D & o produto vetorial (de modulo igual a |T'|| D|sin(«))

e T - D é o produto escalar (de modulo igual & |T'||D| cos(a)).
Assim, apés achar a primeira intersecao, achamos o angulo, rotacionamos a direcao e achamos
o segundo ponto.



Problema D: Cerco a Leningrado

Autor do problema: Marcio T. I. Oshiro
Anélise: Guilherme Souza
Historia: Carlinhos

Uma vez que o soldado tem que matar todos os atiradores do caminho e tem apenas uma chance
para cada, o caminho pelo qual ele tem maior chance de chegar no destino é aquele no qual ele
encontra o menor nimero de atiradores, de modo que o problema se reduz a achar o caminho de
menor custo em um grafo, que pode ser resolvido pelo algoritmo de Dijkstra.

Apos achar o caminho de menor custo C, ou seja, o caminho que passa pelo menor nimero de
atiradores, é simples achar a probabilidade do soldado sobreviver. Se C > K a probabilidade é 0,
j& que ndo tem munigao suficiente para matar todos. Caso contrario, note que os eventos de acertar
um determinado atirador sdo independentes. Logo, a resposta ¢ P, pois para cada atirador do
caminho ele tem probabilidade P de acertar o primeiro tiro e nao pode errar nenhum tiro.



Problema E: Desafio de Sao Petersburgo

Autor do problema: Marcio T. I. Oshiro
Anélise: Guilherme Souza
Historia: Carlinhos

Esse problema pede para simular um estado em uma partida de xadrez e portanto nao requer
conhecimentos especificos, sendo a dificuldade achar uma maneira facil e simples de implementar
as pecas, tomando cuidado com os movimentos de cada pega e o fato de que o ataque de cada peca
nao atravessa as outras pecas do tabuleiro. Outro caso que tem que tomar cuidado é que o ataque
das pecas pretas a principio ndo atravessa o rei branco, mas quando esse se mover pode ser que
atravesse, de modo que é mais facil desconsiderar o rei branco quando for analisar quais casas sao
atacadas.

Um modo de fazer isso é ter uma matriz correspondente ao tabuleiro, guardando a informagao
se tem uma peca preta na casa e outra matriz guardando se a casa é atacada por alguém. Entao
inicialmente se marca as casas onde tem pecas pretas e depois pra cada peca preta se marca as casas
que ela ataca, tomando o cuidado para nao atravessar outra peca. Por fim, basta ver se a posicao
do rei branco é atacada e se os oito vizinhos dela também sao (tomando cuidado com posigoes fora
do tabuleiro), e lembrar que o rei branco pode comer alguma pega preta, desde que a casa em si
nao seja atacada por outra pega.

Por exemplo, no seguinte tabuleiro as seguintes posicoes ficariam atacadas:




Problema F: Os beneficios da vodka

Autor do problema: Marcio T. I. Oshiro
Analise: Guilherme Souza
Histoéria: Carlinhos

Esse problema ¢ uma aplicagao classica do problema de corte minimo. Sejam b(p;) o quanto
cada categoria p; da de beneficio e ¢(g;) quanto cada tipo ¢; de vokda custa. Para uma dada escolha
de compra de tipos de vodka, seja P o conjunto das categorias nao escolhidas e ) os do tipos

escolhidos. Note que
Z b(pi) = Zb(pi) - Z b(p;).

pi¢P p;€P

Assim, o beneficio total é:

B = Zb(pi) - Z b(pi) — Z c(qi)-

pi€P 2 €Q

Queremos entdo maximizar B. Mas, como ), b(p;) é constante, queremos entao minimizar

Do)+ Y ela).

pi€P i €Q

Considere entao o seguinte grafo. Ligue a uma fonte s cada tipo de categoria com um arco de
capacidade b(p;); cada categoria a seus tipos necessarios com um arco de capacidade infinita; e por
fim cada tipo se liga com um ralo com um arco de capacidade ¢(¢g;). Entao o problema se torna
achar o corte minimo desse grafo, o que é equivalente a achar o fluxo maximo e pode ser reslvido
por qualquer algoritmo de fluxo. No fim entao as categorias escolhidas seriam aquelas cujas arestas
ligadas a fonte nao foram usadas no corte, e o resultado final é calculado pela primeira férmula.

Um exmplo corresponde ao primeiro caso de exemplo seria:

00
| 1
80
y y \A
50
s | —» 2 t
25 > 80/"
[e¢]
3 | — 2

Onde o corte minimo seria escolher os arcos de s para 2 e 3 e o arco de 2 para t, resultando em um
corte de 155. Logo, o lucro total é 90 4+ 50 + 25 — 155 = 10.



Problema G: As dinastias de Sao Petersburgo

Autor do problema: Gabriel R. da C. Peixoto
Anélise: Guilherme Souza
Historia: Carlinhos

O problema pede para achar o menor namero de caminhos (as dinastias) disjuntos que compoem
uma dada “4rvore” genealdgica. Esse problema pode ser reduzido para achar um emparelhamento
(matching) maximo em um grafo bipartido. Considere o seguinte grafo bipartido. Cada vértice
aparece uma vez de cada lado e existe uma aresta entre dois vértices se e somente se existe a aresta
na arvore original. Entao cada caminho no grafo tem um caminho equivalente no matching, e vice
versa. Por exemplo, para a seguinte arvore geneal6gica, o emparelhamento correspondente é:

-
a~
(N) (o) (o) (s (w) (N

Onde as arestas coloridas indicam o caminho e as arestas usadas no emparelhamento maximo.
Portanto a resposta do ntimero de caminhos é o nimero de vértices menos o emparelhamento
maximo, e o problema é resolvido entao por qualquer algoritmo de emparelhamento eficiente, ja que
o namero de arestas e vértices é relativamente alto (até 1000 vértices e 10000 arestas).



Problema H: Festas de Sao Petersburgo

Autor do problema: Marcio T. I. Oshiro
Analise: Guilherme Souza / Marcio T. I. Oshiro
Historia: Carlinhos

O problema pede para escolher um grupo de pessoas no qual cada uma tenha pelo menos K
amigos entre si. Portanto, se uma pessoa tem inicialmente menos que K amigos, podemos descon-
siderar elas e para cada amigo dela reduzir em um o ntmeros de amigos. Com isso, mais pessoas
com menos de K amigos podem aparecer e analogamente podemos desconsideréd-las. Podemos fazer
isso até que somente sobrem pessoas com pelo menos K amigos, ou nao sobre ninguém.

Existem trés maneiras de fazer isso. Na primeira mantemos guardado para cada um quantos
amigos ele ainda tem. Entao buscamos se alguém tem menos que K amigos, e se tiver para cada
amigo dela reduzimos em 1 o ntimero de amigos. A complexidade final ¢ O(N?), pois cada pessoa
pode ser retirada no maximo uma vez e a cada passo percorremos todo mundo para achar alguém
com menos de K amigos e se existir percorremos todos os amigos dela.

Uma outra solugao é usar lista de adjacéncias para manter as relagoes de amizade e usar uma
estrutura de dados como fila de prioridade (priority queue) (onde conseguimos achar o maior/menor
elemento em log(N)) que mantém quantos amigos cada pessoa tem, de modo que podemos obter
em log(N) a pessoa com menos amigos, achando se tem alguém com K ou menos amigos, e sendo
o resto da solu¢ao anédloga. Assim a complexidade final fica O(N log N 4+ M), pois a cada passo
gastamos log(/V) para achar a pessoa com menos amigos e cada relagdo de amizade é percorrida
uma vez.

Uma terceira solugao é usar lista de adjacéncias para manter as relacdes de amizade e uma
fila (ou pilha) para guardar quem tem menos do que K amigos. Inicialmente a fila contém todos
com menos de K amigos e a cada iteracdo removemos uma pessoa da fila e diminuimos em um a
quantidade de amigos de cada um de seus amigos. Caso algum desses amigos tenha ficado com
menos do que K amigos, entao o colocamos na fila. Esse processo continua até que a fila fique fazia.
No final, o conjunto de pessoas que nunca entraram na fila é o conjunto desejado. Neste caso, como
as operagoes em filas sdo constantes, a complexidade fica O(N 4+ M).

Para os limites dados, ambas as solugoes devem passar, ja que N é menor ou igual a 1000 e o
grafo pode chegar a ser completo.



Problema I: Producao 6tima de 6tima vodka

Autor do problema: Marcio T. I. Oshiro
Analise: Guilherme Souza
Histoéria: Carlinhos

Inicialmente vamos pensar em apenas achar o melhor custo pra depois achar uma solugao. O
importante do problema é quantos anos passaram e qual a idade da méquina atual. Assim, podemos
resolver com uma DP! cujo estado ¢ [quantos anos ja foram][idade da maquina atual] que guarda
a melhor solugao possivel. Cada estado depende de outros dois, dependendo se troca a maquina
atual (o que tem que ser feito se a idade for M) ou a mantém, e conseguimos terminar a DP quando
chegarmos em N anos partindo do ano 0 com a méquina de idade I. Como cada estado é resolvido
em O(1) e sao O(NM) estados, a complexidade total ¢ O(NM).

Para achar a sequéncia da solucao, uma vez que queremos a solu¢ao trocando uma maquina
sempre que der, guardamos também se o melhor possivel para cada estado é atingido trocando a
méquina ou nao (se tanto faz guardamos que da pra trocar). Agora partimos do estado inicial e
vemos a cada passo se podemos trocar maquina ou nao, e avancando o estado de acordo até chegar
no ano N.

!Programacao dinamica (dynamic programming).
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Problema J: Lista telefonica econémica

Autor do problema: Renato Parente
Anélise: Guilherme Souza
Histéria: Marcio T. I. Oshiro

Um jeito de resolver é combinar trie com programacao dindmica. Uma trie é uma estrutura de
dados no formato de arvore que armazena varias strings, sendo acada aresta um caractere de modo
que cada caminho da arvore até a raiz é uma string dada. Por exemplo, para as strings 5354, 5355,
5361 e 8133 temos a seguinte trie:

5,/ 8
Y N
5 8 8
Y NE N R

E entao obtemos o niimero de caracteres impressos contando o ntmero de arestas da trie, de
forma que o nimero de carcateres economizados é o total de caracteres menos os impressos. Isso
ocorre ja que a parte em comum dos telefones aparecem apenas uma vez como uma aresta. A
complexidade dessa solugdo ¢ O(NS), onde N é o nimero de telefones e S o tamanho de cada um.

Outra solugao possivel é considerar os ntimeros ordenados e contar entre dois telefones consecu-
tivos quantos caracteres sao economizados (equivale a uma busca andando sempre para o caractere
menor na trie). A complexidade fica um pouco maior (O(NSlog N) para a ordenagdo + O(NJS)
para o célculo da resposta) mas ainda é rapida o suficiente para resover o problema.
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