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Superficie Parametrizada

Definicao 1

Uma superficie parametrizada do R3 é uma funcio I', definida num

dominio U do R?, a valores em R3, que, a cada (u,v) € U, associa

o ponto do R3, I'(u,v) = (x(u, v), y(u, v),z(u,v)), onde

x=x(u,v), y = y(u,v) e z= z(u, v) sdo fun¢des de classe C! de
_>

Uem R. O vetor 7 (u,v) = x(u,v) 7 +y(u,v)7 + z(u,v) k éo

vetor posi¢do do ponto N'(u, v).

A imagem ou traco da superficie parametrizada I é o subconjunto

S de R3 formado pelos pontos I'(u, v) com (u,v) € U.
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Exemplos

Exemplo 2
O plano Oxy em R3 pode ser parametrizado por

X=u
I y=v U =R?
z=0
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Notacao

Usaremos a notagao

x = x(u, v)
r y:y(u, V)
z=12z(u,v)

para uma superficie parametrizada de R3. As fun¢des x = x(u, v),
y =y(u,v) e z= z(u,v) sdo chamadas equagbes paramétricas de
I, e o conjunto S é dito parametrizado por T .
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Exemplos, cont.

Exemplo 3
O plano ax+ by +cz=d com a, b, ¢, d € R, com c # 0 em R3
pode ser parametrizado por

X=u
r y=v U =R?
d—au— bv
ZzZ =
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Exemplos, cont.

Exemplo 4
A superficie esférica S de raio a > 0 centrada na origem pode ser
parametrizada usando-se as coordenadas esféricas do R3, com

p = a constante. Temos

X = asen ucos v
N ¢ y=asenusenv (u,v) € R?
z=acosu
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Exemplos, cont.

Exemplo 6
O cone de eixo 0z, vértice na origem e angulo de abertura «,
admite a parametriza¢do proveniente das coordenadas cilindricas

X=vcosutg«w
I: y =vsenutga O<a<m/2
z=v

De fato, tgav = //v e x =lcosu, y = I'sen u.
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Exemplos, cont.

Exemplo 5
O cilindro de eixo 0z e de raio a, a > 0 pode ser parametrizada por

X = acosu
- { y=asenu  (u,v) € R
Z=V
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Exemplos, cont.

cont.
Ja as coordenadas esféricas nos d3o a parametrizacdo

X = psenacosv
I ¢ y=psenasenv (p,u) eRT xR
z=pcosa

para a parte do cone com z > 0.
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Exemplos, cont.

Exemplo 7

O toro obtido pela revolucdo em torno do eixo 0z da circunferéncia
de raio b centrada em (0, a,0), com a > b > 0, tem como
parametrizacao

x = (a+ bcosv)cosu
¢ y=(a+bcosv)senu (u,v) € R?
z=bsenv

A parametrizacdo do paraboloide eliptico, o paraboldide hiperbdlico
sdo imediatas a partir de suas equagdes; enquanto o elipsdide é
apenas uma modificacdo das coordenadas esféricas, como ja vimos.
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Curvas Coordenadas, cont.

Observe que usando a regra da cadeia determinamos o vetor
tangente a curva =, da superficie ', no ponto (x(t), y(to), z(t0)),
em fungdo das coordenadas do vetor tangente

o/ (tg) = (U (t), V/(t)), to € [a, b], no caso em que « é
diferencidvel. Assim,

’yl(t):(a)(u,+a)<v/ alul+al / % ’ az I)

Ou Ov ' Ou 8vv’6uu+av

(2% dy 92\ (05 by 0z,
“\ou 0w ou)” avioviov)”

Se v é uma curva diferencidvel em I', o seu vetor tangente em ty
diz-se um vetor tangente a I em (ug, vo) = (u(to), v(to))-
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Curvas Coordenadas

Definicdo 8

Seja ' uma superficie parametrizada de R3 dada por

Mu,v) = (x(u,v),y(u,v),z(u,v)), (u,v) € U C R?, detrago S.
A cada curva o de U parametrizada por

a(t) = (u(t),v(t)) € U, t € [a, b]
corresponde uma curva v € R3 parametrizada por

1(8) =(x(u(), v(2), y(u(t), v(1)), 2(u(t), v(1)))
=T(a(t)) = (Mo a)(2)

Essa curva y cujo trago estd contido em S é chamada uma curva
da superficie parametrizada T.
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Curvas Coordenadas, cont.

As imagens das retas paralelas aos eixos coordenados Ou e Ov sdo
curvas particularmente importantes da superficie I

Definicdo 9

As curvas da superficie [ dadas por

’Yl(U) = (X(u’ VO)ay(u? VO)? z(u, VO))

Y2(v) = (x(uo, v), y(uo, v), (0, v)),

dadas pela imagem das retas u = ug e v = v, sdo as curvas
coordenadas de I' no ponto I'(up, vp).
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Curvas Coordenadas, cont.

Os vetores tangentes a essas curvas coordenadas no ponto
P = T(up, vp) sdo

Fh(u0) = (0, )T + (0, 10) T+ o (o, o) K
e
Ox dy 0z —
/ - -
== e = K
F5(vo) 5, (U0, o) 7+ =0 (U0, vo) T + = (uo, vo)
denotados, respectivamente, por )_(>u(uo, vo) € Yv(uo, vo)-
13
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Exemplos, cont.

Exemplo 11

O plano ax+ by + cz=d com a, b, ¢, d € R, com ¢ # 0 em R3
tem os vetores tangentes

Yu(u7 v) =7 — oK

(9}

YV(U, v)=7 — g?

15

16/05/2016
Exemplos
Revisitando nosso exemplos anteriores, teremos
Exemplo 10
O plano Oxy em R3 tem os vetores tangentes
Yu(u, V) =7
_)
X V(U, V) = 7
14
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Exemplos, cont.
Exemplo 12

A superficie esférica S de raio a > 0 centrada na origem
tem os vetores tangentes

_>
Yu(u, V) = acosucosv e 4+ acosusenv ) — asenu k

%
X, (u,v) = —asenusenv? + asenucosv ]
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Exemplos, cont.

Exemplo 13
O cilindro de eixo 0z e de raio a, a > 0, tem os vetores
tangentes
)_(>u(u7 v) = —asenu? +acosu]
= —
Xy(u,v) =k
17
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Exemplos, cont.
Exemplo 15
O toro obtido pela revolu¢do em torno do eixo 0z da circunferéncia
de raio b centrada em (0, a,0), com a > b > 0, tem os

vetores tangentes

%

X u(u,v) = —(a+ bcosv)senu? + (a+ bcosv)cosuy
_>

Yv(u, v) = —bsenvcosu? — bsenvsenuj + bcosv k
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Exemplos, cont.

Exemplo 14

O cone de eixo 0z, vértice na origem e angulo de abertura «,
tem os vetores tangentes

_>
Xu(u,v) = —vsen utga? +vecosutgaJ

%
Yv(u, v) = cosutg a7 +senutga] + K
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Produto Vetorial Fundamental

Defini¢cao 16 .
O produto vetorial 71, A X y(uo, vp) é denominado produto vetorial
fundamental de ' em (up, vp). Ele é calculado por

%
i

g J

- Ox Oy 0z

Xu N X (0, v0) = 9u 9u ou | (o)
ox oy 0z
v Ov 0Ov

20



16/05/2016

Superficie Lisa — Plano Tangente

Sabemos que uma condi¢do necessdria e suficiente para que dois
vetores do R3 sejam linearmente independentes é que seu produto
vetorial seja nao-nulo.

Podemos entdo dizer que I admite um plano tangente em (up, v)

%
quando nesse ponto || X, A YVH #0
Definicao 17
Uma superficie parametrizada I': U — R3 diz-se lisa ou regular
se, para todo (u,v) € U, o produto vetorial fundamental X, A X,

£ 5 =
€ ndo-nulo. Nesse caso, o plano gerado pelos vetores X, e )_(>V,
que passa por ['(u,v), é o plano tangente a I' em (u, v).

21

16/05/2016

Exercicio — Vetor Normal

Exercicio 18

XuAXye|XonX
Calcule X, A X, e || Xy A X,| para cada um dos exemplos
anteriores, discutindo em cada caso para quais valores teremos

%
XA X, #0.

Definicdo 19
Seja [ uma superficie parametrizada lisa. O vetor
— u N

N(u,v) = ﬁ?ﬁv— normal ao plano tangente a [ em (u, v),

[ Xu A Xy
e unitdrio, é chamado vetor normal principal de T em (u, v).

%
- X N X
O vetor — N (u,v) = ——=~ “_ também é normal a I em
IXuA X

|
(u, v) e unitério.
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