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Gradiente

Definicdo 1

Dado um campo escalar T, definido e com derivadas parciais em
um subconjunto aberto D do R? (ou do R3),

o campo vetorial que a cada ponto P = (x, y)

(ou P = (x,y,z)) de D associa o vetor

(She50P)

(o0 (o5 507) )

é o campo gradiente do campo escalar T.
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Divergente
Definigao 2
Dado um campo vetorial V=P7 + 07
(ouV=P7T+Q7 + R?) definido em um aberto D do R? (ou
do R3), tal que Pe @ (ou P, Q e R) possuam derivadas

parciais em D, o campo escalar dado pela funcdo

oP 0Q

§+8y

ou — + — + —

oP 0Q @ OR
Ox dy 0z

é o divergente do campo vetorial V.
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Notacao

O gradiente de T é denotado por

oT oT aT\ oT_, aT_ 0T—
7= (2L 2L 90y _ ¢ .
grid <8x’ dy’ 82) ax ' oyl T oz

Ou seja, gﬁd T é o operador gﬁd aplicadoa T

04 05 00—
gﬁd—gz —1—@] +$k.

Outra notacdo utilizada é
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Notacao
O divergente de um campo vetorial pode ser descrito como
d|v7—?.7—<8xz+8y3+8z > =
0 0_, 00— N s
= (= — —k |- (P Rk)=
<axz+ayj+}k ) (P7+ Q7 +Rk)
_0P_0Q R
Ox Jdy 0z
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Rotacional

Definicao 3

—
Se V(x,y,2) = P(x,y,2)7 + Q(x,¥,2) 7 + R(x,y,2) K é um
campo vetorial definido em um aberto D do R3 tal que P, Q e R

possuem derivadas parciais em D, o campo vetorial

OR 0Q oP OR oQ 0P\ —
— — _ (R O\ or oK\ - o¥ oF
otV = <8y 02) v <62 8X> 7 <8X 8y> g

é o rotacional do campo V.
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Propriedades

Propriedade 1
Sejam V., Vie Vs campos de classe C!, f funcdo Cl e A € R.

Temos as seguintes propriedades:
a) div(V1+ V2) =div V1 +div Vo
b) div(AV) = Adiv V;

¢) div(fV)=fdivV + (gradf)- V.
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Notacao

O rotacional de um campo v pode ser expresso simbolicamente

por -
7 7K

Ox Oy 0z

P Q@ R

Observe que se 7(x,y) = P(x,y)—z> + Q(X,Y)7:
entao

otV =rot(P7 + Q7 + 07) = <8Q — 8P> .
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Propriedades, cont.
Propriedade 2
Seja ¢ = ¢(x,y,z) uma funcio de classe C2. Verifique que
Po o ¢
div(grad ¢) = — + —— + ——.
iv(grdd ) ox + Oy * 0z
0? 9% 0
O operador A = — 4+ —— + —— é chamado operador de Laplace.
ox Oy 0z
E comum denota-lo por A = V2¢ = V - (V).
Quando A¢ = 0, diz-se que a funcdo é harménica.
Exemplo 4
1
A fun¢do ¢(x,y,z) = ————— ¢é harmdnica.
/X2 +y2 —|—Z2
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Propriedades, cont.

Propriedade 3

Sejam V., Vie Vs campos de classe C? e f funcdo C? e A € R.

Temos as seguintes propriedades:

a) rot (Vi + V2) =rot Vi +rot Vo,
b) Fot (AV) = Arot V;

) rot(fV)=rfrotV +(gradf) A V.
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Propriedades, cont.

Propriedade 5

Seja V = 7(X,y,z) um campo de classe C2.

Verifique que div (fot V) = 0.

Quando um campo tem divergente nulo, dizemos que o campo é

solenoidal.

Exemplo 6
Acabamos de verificar que todo campo rotacional é solenoidal.

Exemplo 7

%
Verifique que o campo 7 /r3, onde 7 =x7 +y ] +zk e
r =|7|, é solenoidal fora da origem.
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Propriedades, cont.

Propriedade 4

Seja ¢ = ¢(x,y,z) uma fungdo de classe C. Verifique que

Fot (gﬁd @) = 0.

Quando um campo tem rotacional nulo é chamado irrotacional.

Exemplo 5

Ent3o acabamos de verificar que todo campo gradiente é
irrotacional.
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Definicoes

No que segue chamaremos de dominio do R? (ou do R3), a um
subconjunto aberto e conexo do R? (ou do R3); e de regido
fechada do R? (ou do R3) & unido de um dominio do R? (ou do
R3) com sua fronteira.
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Teorema 8 (Green)

Seja R uma regido fechada e limitada do R? cuja fronteira OR é
formada por um nimero finito de curvas simples fechadas e lisas
por partes(LPP), duas a duas disjuntas orientadas no sentido que
deixa R a esquerda da fronteira OR.

Seja F = P(x,y)7 + Q(x,y)J um campo vetorial de classe C*
em um aberto Q com R C Q. Entio,

//(M{fw>wwz ?J?i/Pw+QW
R\ 0Ox Oy OR AR

onde a integral de linha do segundo membro é a soma das integrais
sobre as curvas componentes da fronteira OR.
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Exemplos, cont.

Exemplo 11

Vamos calcular as duas integrais do enunciado do Teorema de
Green, sendo R uma regido que pode ser descrita,
simultaneamente, através de funcbes na varidvel x e através de
fungbes na varidvel y, isto é

R={(x,y)la<x<bep(x)<y<q(x)}
R={(x,y)|c<y<der(y) <x<s(y)}

para p,q: [a,b] — R e r,s: [c,d] — R fungdes de classe C?.
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Exemplos

Seja um campo genérico ? = P(x,y)? + Q(x,y)?.
Exemplo 9

Vamos calcular as duas integrais do enunciado do Teorema de
Green, sendo R = [a, b] X [c, d].

Exemplo 10

Vamos calcular as duas integrais do enunciado do Teorema de
Green, sendo R = Ry — (R2 — OR»), onde Ry = [a1, b1] X [c1, di],

R2 = [82, b2] X [Cz,dg], com [82, b2] (- ]81, b1[ e [C2,d2] C ]Cl,dl[.
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Exemplos, cont.

Exemplo 12

Seja ?(x,y) = (2x +y2) 7 4 (3y — 4x) 7. Vamos calcular as
duas integrais do Teorema de Green, sendo R o triangulo de
vértices (0,0), (2,0) e (2,1).

Exemplo 13

Seja ?(x,y) = —x2y 7 + xy27 e, R o disco de centro (0,0) e
raio a. Vamos calcular /8R?d7, para OR orientada no sentido

no sentido anti-horario.
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Exemplos, cont.

Exemplo 14

Seja ?(X,y) = #yyz? + ﬁ? Seja v uma curva LPP

que contém a origem no seu interior. Calculemos / ?d?, para v
percorrida uma vez no sentido anti-horario. ’

Exemplo 15

Vamos calcular a integral de linha

_ -y 3 X 2 4
I_[/<X2+y2+x>dx+<x2+y2—i—x+y)dy,onde’yea

(=2° (-1

elipse 2 + (1/2)?
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Notacao
Observe que, se F = P(x,y)7 + Q(x,y)7, o integrando no
. . opP
primeiro membro da férmula do teorema de Green, — — —, é a
ox Oy
— 0 oP —
componente em k de rot ? portanto 0Q _ 9P = (fot ?) k.

ox Oy

O teorema de Green ent3o pode ser escrito como

aR?d?z//ﬁ)(rﬁt?)-?dxdy.
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Exemplos, cont.

Exemplo 16

Calcule a integral de linha /? d7 onde ~ é o gréfico de

y =cosx, —m/2 < x < 7r/27percorrida de (—7/2,0) a (7/2,0) e
?(x,y) = 2xcosx 7 + (Txy — x%seny) 7.
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