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Funcdes Integraveis

Teorema 1

Seja D € R? um subconjunto limitado e com area, e seja

f = f(x,y) uma funcdo continua num retangulo que contém D.
Entao f € integravel em D.

Para facilitar o calculo das integrais duplas podemos recorrer ao
teorema que se segue

Teorema 2

Seja D € R? um subconjunto limitado e com &rea, e sejam D; e
D> subconjuntos do R?, com drea, tais que D = Dy U D, e

D1 N Dy tem drea nula. Entdo, se f é integrdvel em D, também
serd integravel em D1 e D,, e vale

//D)‘(X,y)dxdyZ//D1 f(x,y)dxdy—i—//D2 f(x,y)dxdy .
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Estimativa de valor da integral

Teorema 4

Seja D € R? um subconjunto limitado e com drea A(D).

Se f = f(x,y) é uma funcio integravel em D,

e se m e M sdo niumeros reais satisfazendo

m< f(x,y) <M, ¥(x,y) €D,
entao
mA(D) < // f(x,y)dxdy < MA(D) .
D
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Exemplo 3
Seja D = Dy U Dy, onde D; = [0,1] x [0,1]
eDy={(x,y) ER?|1<x<2e0<y<2—x}.
Seja f(x,y) = =3, V(x,y) € D.
E possivel calcular // f(x,y) dxdy?
D
Y,
1
D
1 D,
1 2 x
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Exemplo 5
Sejam D = {(x,y) € R?|x? + y? <1}
e f(x,y) =3x2 +2y% + y3/0.

Estime o valor de // f(x,y) dxdy.
D
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Teorema do Valor Médio para a integral
dupla

Teorema 6 (TVM)

Seja D C R? limitado, com drea A(D) e tal que D é conexo. Se
f = f(x,y) é uma fungdo continua em D, entdo existe (X,y) € D
tal que

/A“&”“WZN&mMDy

O teorema nos permite afirmar que, sob determinadas condicdes,
existe um par (X,y) € D tal que o cilindro de altura f(X,y) e base
D tem o mesmo volume que o sélido S limitado por D e pelo
grafico de f.
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Alguns teoremas Uteis
Teorema 7
Seja D C R? limitado, com drea. Seja f = f(x,y) uma funcio

limitada em D. Se f € continua, exceto num conjunto de drea
zero, entdo f € integravel em D.

Teorema 8
Sejam f e g funcées integraveis em um conjunto D, onde D C R?
€ limitado e com drea. Se o conjunto

{(x,¥) € DI f(x,y) # g(x,y)}

tem drea zero, entdo

//D f(x,y)dxdy = //D g(x,y) dxdy .
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Observacdes

e Se D € R? é um subconjunto de area zero e f(x,y) é uma
funcao qualquer, limitada, entdo f é integravel em D e

f(x,y) dxdy = 0. [Dica: use estimativa.]
D

e Se D é um conjunto com drea e D; C D com A(D;) =0,
entdo D — D; tem drea e A(D — D;) = A(D). [Dica: calcule
adreade D— D]
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z (0,1,2)
/

Exemplo 9
Calcule a // f(x,y) dxdy onde
D
D=10,1% [0,1] e ‘ (0,1,1)
1, sey#1 1
flx,y) = |
2, sey=1 J S R
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Vowrg
Exemplo 10 5
Calcule a // f(x,y) dxdy onde
D : :
D =1[0,1] x [0,1] e P
2, sey<1/2 1
f(x,y) = YR
1 L :
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Exercicio 12
Sejam D; = [-1,0] x [1,0]; D, o tridngulo de vértices (—1,1),

(1,1) e (1,2); D3 a regido limitada pelas retas x =0, y = 1 e pelo
arco de pardbola y = x2. Sabendo-se que

1 1 1
// xdxdy = ——, // xdxdy:e// x dxdy = —,
Dy 2" JJp, 3 Ds 4

calcule // x dxdy, onde D =Dy UD, U Ds .
D

Y (1,2) y=x2
(-1,1) d :: D [ Yy
-4 2
(1,1) 7] y=1

D

11

22/02/2016

Exercicios
Yy,
(2,5)
Exercicio 11
Determine o valor maximo e Curvas
minimo que a integral 3/ de
Nivel: y = ¢

// xy dxdy pode assumir, sendo
D

D a regido limitada pelas retas D
x=0y=0x=2ey=x+3.

Exercicio 13

™~ c=2
~ c—
— c=1/2
2 X
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Exercicios, cont.

Seja D = Dy U D, U D3 o subconjunto do R? do exercicio anterior.
Seja f = f(x, y) definida em D por:

f(va) =X,
f(X7y) =1,
f(X7Y) =2,

f(x,y

) =0,
Calcule //Df

se (x,y) é ponto interior de Dy, D, ou Ds.
se (x,y) é ponto da fronteira de D5.

se (x, y) é ponto do arco de parabola contido
na fronteira de Djs.

se (x,y) ndo estd nas condicdes anteriores.

X, y) dxdy.

12
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Integrais Iteradas

Vamos lancar mao de um raciocinio ja utilizado no célculo I.
Seja f: R =a, b] x [c,d] — R uma fung¢3o continua e positiva.
Seja £ [c,d] — R definida por fi(y) = f(x,y).

Entdo a area, A(x), da secgdo plana abaixo do gréfico de f e
acima do plano Oxy, com x fixado, sera

d d

A) = [ f)dy = [ fxyydy

C c

O Principio de Cavalieri (mais uma vez) garante que o volume do
sélido S = {(x,y,2z)|(x,y) € De0<z<f(x,y)} éiguala

b b d
/A(X)dX://f(Xy dy)d
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Integrais lteradas, cont.

O mesmo argumento, com as varidveis trocadas, nos permitiria

concluir que
d
J[ sy = [ Byay
(o}

b

onde B(y) = / f(x,y) dx.

d b
Asmtegrals// (x,y)dy) dxe//fxy dx) dy sdo
R

chamdas /ntegra/s iteradas de f em
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Integrais lteradas, cont.

Pelas nossas discussoes anteriores, esse volume também € igual a

//R f(x,y) dxdy.

Logo, teriamos

//Rf(x,y)dxdy:/b(/df(x,y)dy)dx

Ou seja, para calcular a integral dupla, primeiramente calculamos a

integral simples de f em relagdo a y (mantendo x fixo) de c até d,
d

e depois integramos a fungdo resultante A(x) = / f(x,y)dy em

C
relacdo a x, de a até b.
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Teorema de Fubini

Teorema 14 (Fubini para Retangulos)
Seja R = [a, b] x [c,d] C R?, e f = f(x,y) uma funcdo integrdvel

em R. Se, para cada y € [c,d] existe a integral
d

b
/ f(x,y)dx = G(y), entdo existe a integra// G(y)dy e
a C

//Rf(x,y)dxdyZ/ch()/)dy:/Cd/abf(x,y)dxdy.

d
Se, para cada x € |a, b] existe a integra// f(x,y)dy = F(x),

c

b
entdo existe a integral / F(x)dx e
a

//Rf(X,y)dxdyZ/abF(x)dx:/ab/cdf(X’y)dde.

16
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Exemplo 15
Calcule // x 1Y dxdy, sendo R = [0,1] x [-1,1].
R

Exemplo 16
Calcule // y &Y dxdy, sendo R =[1,2] x [1,2].
R

Exemplo 17
Calcule // xsen(x® + y) dxdy, R = [-m,7/2] x [r/3,7/2].
R
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Observacao

O teorema anterior vale quando trocamos x por y:
Neste caso D = {(x,y)|c <y <der(y) <x<s(y)}, onde
r,s: [c,d] — R fungdes continuas com r(y) < s(y), para todo
y € [c,d].

s(y)
Consideramos a existéncia da integral / f(x,y) dx para todo

r(y)
y € [c, d] e obtemos

d rs(y)
// f(x,y)dxdy = / / f(x,y) dxdy .
D c Jr(y)
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Teorema de Fubini — Versao mais geral

Teorema 18

Sejam p,q: [a, b] — R fung¢des continuas com p(x) < q(x), para
todo x € [a, b].

SejaDCR? D={(x,y)|a<x<bep(x)<y<q(x)}

Se f = f(x,y) é uma fungio integrdvel em D e existe a integral

q(x)
/ f(x,y)dy para todo x € [a, b], entdo existe a integral
p(x

)
b ra(x)
/ f(x,y) dydx e vale
a Jp

(x)
b ra(x)
// f(x,y)dxdy = / / f(x,y)dydx .
D a Jp(x)
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Exemplos

Exemplo 19
Calcular // x? + xy dxdy, sendo
D

D={(x,y) eR’|0<x<1lex}<y<x?}.

Exemplo 20
Calcule // y dxdy, sendo D a metade inferior do disco centrado
D

na origem e de raio 2.
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