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Programa

. Transformagdes entre espacos reais; Jacobiano.

2. Integrais duplas e triplas.

w

N o o A

Mudanca de varidavel em integrais: coordenadas polares,
cilindricas e esféricas.

Integrais curvilineas e de superficie.
Teoremas de Green, Gauss e Stokes.
Interpretacdes fisicas do gradiente, divergente e rotacional.

Campos conservativos. Aplicagbes: Lei de inducdo de Faraday,
Equacdo da Continuidade em fluidos.
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Datas das Provas

Py: 29/03
P,: 10/05
Ps: 21/06
PSub: 28/06
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Cdlculo da Média do Curso

Média sem PSub:
O aluno que n3o fizer a PSub terd sua média calculada por

_ 2Py +2P> + 3P3

M
7

Média com PSub:
A PSub é semi-aberta: ela entrard no computo da média daqueles
que comparecerem, obrigatoriamente.

{2P5ub +2P> +3P3 2P; +2PSub + 3P3
M = max

7 ’ 7 ’
2P; + 2P, + 3PSub
7
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Aplicacoes e Transformacdes

Neste curso admitimos como conhecidas as func¢des reais de uma
ou mais varidveis, isto é, as aplicacOes de subconjuntos de R, R2?,
R3 ou mesmo para R™, onde m € N*, a valores em R,
principalmente no que se refere a conceitos de limite, continuidade
e diferenciabilidade.

Iremos trabalhar com aplicagdes com os dominios citados acima,
porém assumindo valores em R", n € N*.

Em particular, quando m = n teremos as chamadas transformacdes
do R", que serdo usadas no calculo de integrais mdltiplas que
necessitam mudancas de varidveis.
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Recuperacao

Somente os alunos que tiverem média 3 < M < 5 e freqliéncia
> 70% poder3o fazé-la.

A prova de Recuperacdo, PRec, serd no dia 19 de julho.
Média da Recuperacao
E calculada segundo a férmula

MRec = % .
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Aplicacoes do R™ em R”
Exemplo 1
Consideremos as equacdes paramétricas da reta que passa pelo
ponto (X0, Y0, 20, wo) € R* e tem direcdo dada pelo vetor
V= (a, b, c,d),
x(t) = xo+ta
y(t) = yo+tb
z(t) = zp+tc
w(t) = wy+td, teR
Estas equacdes definem uma aplicac3o
f:R — R*
t = £(t) = (x(t), y(1), 2(t), w(t))
8
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Aplic. do R™ em R", cont.

Exemplo 2

As equacgbes paramétricas do plano que passa pelo ponto
(x0, Y0, 20) € R3 e tem direcdo dada pelos vetores U= (a,b,c) e
V =(d,e, f) sio

x(t) = xo+aa+dp
y(t) = w+ ba+es
z(t) = zp+ca+fB, a FeR

Estas equacdes definem uma aplicacdo

f:R?2 — R3
(. 8) = fla,B) = (x(a, B), y(e. 8), z(ex, B))
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Aplic. do R™ em R”, cont.

Exemplo 4
Dados h, k € R, consideremos a translacdo dada pela fungao

f:R? — R?
(x,y) = (x+hy+k)

A aplicacdo inversa f~1: R?> — R? é a funcio

fY(u,v)=(u—h,v—k).
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Aplic. do R™ em R", cont.

Exemplo 3 (Proje¢do Estereogréfica)
Considere uma superficie esférica S centrada na origem e de raio 1,
e seja P o ponto (0,0,1).
A cada ponto Q € S, Q # P, associamciQ’ no plano Oxy, obtido
pela intersseccdo da reta que passa por PQ com o plano Oxy.
Se Q = (x, y, z) temos, por considera¢des geométricas, que as

X

coordenadas de Q' = (x/,y’) sdo dadas por x' = ]

-z
y =
1-z
Isso define uma fungdo f: (S — P) — R? por
X Yy
f = :
(o 2) = (7 )
10
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Aplic. do R™ em R”, cont.
Exemplo 5

Dado @ € [0,27], uma fungdo rotagdo de angulo 6 é definida por
f: R2 — R? onde

(x,y)— (xcosf — ysenf,xsenf + ycosf) =
cosf —send X
sen 6 cosf y |
Sua aplicacdo inversa f~1: R?> — R? é dada por

f~Y(u,v) = (ucos® — vsenf,usenf — vcosf) =
B cosf send u]  [cos® —send | '[u
| —senf cosf v] | senf  cosf v

12
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Funcdes componentes

Seja f uma aplicagcdo definida em um subconjunto D C R™, a
valores em R”

f:DCR™ —R"
(X1, ey Xm) = F(x1, ooy xm) = (Y1, - -+ Yn)-

As funcdes f;,

fi: DCR™ — R
(X125 ey Xm) = fi(X1, oy xm) =Yi, i=1,2,....n

sdo chamadas funcées componentes de f.
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Exercicio 6
Calcule o jacobiano das seguintes transformacgdes, no ponto P
indicado:
a) f:R? — R?, definida por f(u,v) = (u+ v,u —v),
P =(3,4);
b) f: R? — R?, definida por f(u,v) = (ucosv, usenv),
P =(2,7/4);
c) f: R® — R3, definida por f(x,y,z) = (xcosy, xseny, z),
P =(4,7/3,-1),
d) f: R3 — R3, definida por
f(r,0,¢) = (rcos@senp,rsenfsenp,rcosp).
15
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Transformacdes do R”

Uma transformagdo do R" é uma aplicagao f: D C R" — R",
n e N*,

Seasfi: DCR" —R,i=1,2,...,n, admitem derivadas
parciais, entdo o determinante jacobiano de f, calculado em

x9 = (x9,x9,...,x0) é por definicio o determinante
T SO S
3l el - et
e é denotado por 88((:11:::22: ’, Z’n)) (x°) ou por J¢(x0).
14
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Coordenadas Polares

Exemplo 7

Dado um ponto P com coordenadas (x, y) no plano cartesiano,
também podemos descrevé-lo utilizando sua distancia r a origem
do sistema, r = |OP| e o angulo 6, que o segmento OP define a
partir do eixo Ox, tomado no sentido anti-hordrio. Estas novas
coordenadas s3o conhecidas como coordenadas polares do R?.

A transformacio

f: DCR?>— R? D=[0,+oo[x[0,27]
(r,0) — (x(r,0),y(r,0)) = (rcosf,rsenf)

fornece a relagdo entre as coordenadas cartesianas e polares.
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Coordenadas Polares, cont.

Como podemos descrever o conjunto determinado por D?
Qual a imagem da faixa descrita por D?

A aplicagdo é injetora?

Qual é o valor do J¢(r,0)?

Qual é a imagem do segmento a x [0,27[, a > 07

Interpretando geometricamente, o que obtemos ao efetuar o
produto da matriz J¢(a, 0) pelo vetor (0,1)7
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Coordenadas Esféricas

A posicio de um ponto P do R3 também fica determinada pelos
nimeros p, @, 6, onde p é o comprimento do vetor OP; ¢ é o
angulo entre o eixo 0z e OP; e 6 é a medida do dngulo, medido no
sentido anti-horario, a partir do eixo Ox até o vetor projecdo de O
no plano Ox.

A relag3o entre as coordenadas cartesianas (x, y, z) e as
coordenadas esféricas (p, ¢, ) é dada pela transformagao

f: DCR3— R3 D =]0,+o0[x[0, ] x [0,27]

(p, . 0) = (x,y,2) = (x(p,¢,0), y(p, 0, 0),2(p, ¢, 0)) =
= (psenpcosf, psenpsend, pcosp) .

Essa transformacdo € injetora no subconjunto obtido de D
excluindo-se todos os pontos com r =0, ou ¢ =0, ou ¢ = T;
além disso sua imagem é todo o R3.

Quanto vale o jacobiano Jr(p, ¢, 0)?
19
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Coordenadas Cilindricas

Usando as coordenadas polares (r, ) no plano, podemos
determinar a posicdo de um ponto (x, y, z) do R3 pelas suas
coordenadas cilindricas (r, 6, z).

A relag3o entre as coordenadas cartesianas (x, y, z) e as cilindricas
(r,0,z) é dada pela transformacdo f: D C R® — R3, onde
D = [0, +oo[x[0,27[xR e

f(r,0,z) = (rcosf,rsenb,z) .

Essa transformacdo é injetora no subconjunto obtido de D
excluindo-se todos os pontos com r = 0; além disso sua imagem é
todo o R3.

Quanto vale o jacobiano J¢(r,0,z)?
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