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RESUMO: As dobraduras podem ser vistas como recursos didaticos para envolver
alunos de diferentes niveis de ensino na resolucdo de problemas e producio de
argumentos matematicos em justificativas de propriedades ou resultados. Essa
oficina propde discutir alguns desses problemas, em particular a resolugcéo de dois
problemas classicos de Geometria por meio de dobraduras.
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1. Introdugao

Origami é uma palavra de origem japonesa utilizada para designar a arte dobrar papel -
Oru significa dobrar e Kami significa papel. Essa designacao comecou a ser adotada no Japao
por volta do século IV, quando a dobragem de papel era utilizada como simbolo religioso e
venerada em templos. A partir do final século VIII, a arte de dobrar papel também comecou a
ser pensada como desafio e passatempo. Desse periodo em diante, o Origami deixou de ser
conhecido apenas no Japao, sendo difundido em outros paises, como China e Espanha (FROLINI,
2014).

Diferentemente de como era pensado inicialmente, o Origami ndo se reduz apenas a
imitacdo de uma construgao utilizando dobradura. Dada uma dobradura, é necessario entender
como ela é feita, as técnicas e propriedades utilizadas em sua construcdo para replica-la.

Tradicionalmente, no Origami, todas as dobraduras sao feitas a partir de um quadrado
de papel, que pode ser colorido. Contudo, o papel utilizado pode ter outras formas geométricas,
desde que ndo se corte nem cole. De acordo com a classificagdo de Monteiro (2008), o Origami
pode dividido em 3 grupos:

= Origami simples, obtido ao fazer dobraduras em um pedaco de papel;
= QOrigami composto, obtido pela unido de varios origamis simples; e

= Origami modular, um origami composto, no qual todas as pe¢as sdo iguais
geometricamente.

Essa oficina terd como foco o desenvolvimento de atividades com dobraduras do
primeiro grupo, mais especificamente, a resolucdo de alguns problemas geométricos com
Origami simples. Isso porque, no final do século XX, o Origami passou a ser objeto de estudo em
Matematica quando os fundamentos da antiga arte despertaram interesse de matematicos.
Historica e culturalmente, o Origami assume varias formas e diversas inspiragdes. A relacao da
Matematica com o Origami se da no sentido de descobertas e esquematizacdes de conceitos
matematicos utilizados no Origami; relagdo com a Geometria Euclideana, em particular em



relacdo as propriedades de figuras e as transformagdes geométricas do plano obtidas com
dobraduras.

2. 0 Origami no Ensino de Geometria

O Origami tem sido utilizado, cada vez mais, como recurso didatico para o ensino de
Geometria na Educagdo Basica e também na formacgdo de professores. A partir de algumas
operacoes iniciais, é possivel ir ampliando as constru¢des com dobraduras, similarmente ao
desenvolvimento de um sistema axiomatico. Ao resolver problemas com essas dobraduras de
papel, os alunos tém a possibilidade de construir conhecimento geométrico, de forma mais
intuitiva e experimental. Desse modo, eles podem incorporar a sua atividade intelectual novos
significados para os objetos e suas propriedades matematicas. Essa abordagem estimula alunos
e professores, em um contexto de estudo da Geometria, a produzir significacdes e
ressignificacdes dos objetos em estudo. Essa ideia é corroborada por Monteiro (2008):

Também o ensino utiliza cada vez mais o Origami. De uma forma geral, a
dobragem de papel permite desenvolver, entre outros, a destreza manual, o
sentido estético de arte e a comunicacdo. Em particular, no ensino da
Matematica, o Origami é utilizado para:

=  sentido de forma, tamanho e cor;

= fundamentos de geometria;

= conceitos e vocabulario matematico;

= simetrias, congruéncias e angulos;

= fracgdes, razoes, proporgdes e medicdes,

= resolucdo de problemas, com espirito analitico e critico;

= investigacdo de objectos tridimensionais e relagdes espaciais;

= exploracio de padroes e estabelecimento de relacées. (MONTEIRO,

2008, p. 12)

Segundo Hull (2012), o Origami nao sé oferece uma maneira acessivel de tornar o apren-
dizado ativo nas salas de aulas, como também é um campo fértil para a aprendizagem baseada
em descoberta. Segundo esse autor, muitos tédpicos matematicos diferentes podem surgir na
dobra de papel.

Assim como nas constru¢des com régua e compasso, para as construgdes com Origami
também existem regras. O primeiro estudo que sistematizou as regras das constru¢des com
dobraduras foi desenvolvido por Humiaki Huzita, entre 1927 e 1929, matematico e artista de
origami ftalo-japonés.

Huzita apresentou um conjunto de seis operacdes! que podem ser feitas para se definir
uma Unica dobra, a partir da sobreposi¢do de ponto sobre ponto, ponto sobre reta ou reta sobre
reta. Essas operacdes ficaram conhecidas como Axiomas de Huzita. As construg¢ées com
dobraduras sdo obtidas através de aplicacdes repetidas dessas operagdes. No que segue,
apresentamos as operagdes que constituem esse conjunto de axiomas (LANG, 2010, p. 38-39).

"' Em 2003, uma 7° operagdo foi apresentada por Koshiro Hatori, j4 identificada anteriormente por Jacques Justin. Para
mais detalhes, ver: (LANG, 2010, p. 40).



(01) Dados dois pontos P1 e P2, podemos dobrar uma reta que os conecte.
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(04) Dados um ponto P; e uma reta ri, podemos fazer uma dobra perpendicular a r,

contendo Pi;
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(05) Dados dois pontos, P1 e P2, e uma reta r1, podemos fazer uma dobra que

sobreponha P1 sobre r1 e que contenha Py;



(06) Dados dois pontos P1 e P2 e duas retas ri e r2, podemos fazer uma dobra que
sobreponha P1 sobre r1 e P2 sobre r».

Note que em (02), ao fazermos a dobra que sobrepde P; e P,, é gerada a reta /5 de modo
que d(Pl, lf) = d(PZ, lf) e Iy L P;P,. A partir desses argumentos, podemos concluir que [f é a
mediatriz do segmento P, P,. Assim sendo, sob o ponto de vista das transformacoes geométricas
do plano, podemos definir P10~ 0, bijetora, tal que (plf(Pl) = P,, com £ um conjunto de

pontos do plano. Chamamos ¢, ; de reflexdo em relagdo a reta [;. E possivel provar que a reflexdo

€ uma isometria, isto é, conserva distancias e ainda que preserva o alinhamento de pontos, ou
seja, leva reta em reta. Assim sendo, em (03), segue que 7y (ry)=r1.

Em se tratando de Constru¢cdes Geométricas com régua e compasso, na tradi¢cdo de
Euclides, a resolugdo de um problema passa pelas seguintes etapas: andlise, construcao,
demonstracdo e sintese. Mais especificamente, dado o problema, o primeiro passo é a andlise,
supor e visualizar o problema resolvido e identificar elementos que ajudem no planejamento
da construcdo; o segundo passo é a construgcdo de fato, onde cada passo deve ser descrito
precisamente; o terceiro passo é a demonstracdo, onde, lancando mao de argumentos validos,
prova-se que a construcdo apresentada é solugdo para o problema; e o quarto passo é a sintese,
onde sao verificados casos particulares, condi¢des de existéncia e o nimero de solu¢des. Em um
modelo axiomatico com dobraduras, essas etapas também devem ser garantidas em problemas
de construcdes geométricas.

Partimos do pressuposto de que problemas abordados por meio das quatro etapas
descritas sdo motivadores para quem os estuda, pois conduzem a descoberta de propriedades.
Também sdo educativos, pois requerem andlise da situacdo, planejamento e execucdo da

construcdo e uma sintese posterior para discutir o nimero de solu¢cdes e compatibilidade dos
dados (WAGNER, 1993).

Na sequéncia, apresentamos alguns problemas de constru¢do que devem ser resolvidos
com dobraduras.



3. Atividades

3.1 Construindo um tridngulo equilatero?

O objetivo é construir, através de dobradura, um triangulo equilatero a partir de um
quadrado de papel dado.

D C D C D c
P P

A B .A __________ B A B
(1) (2) (3)

1) Descreva, detalhadamente, o passo a passo da construcao ilustrada acima.

2) Agora, prove que a sua construcdo resultou em um triangulo equilatero.

3) Discuta outra(s) possivel(is) solucao(0oes).

4) E, por fim, qual(is) solugdo(des) resulta(m) no tridngulo de maior area?

2 Atividade adaptada de HULL (2012).



3.2 Tridngulos Especiais

Tome um quadrado ABCD de papel e, sobrepondo os pontos A e D, faga uma dobra suave
no lado oposto, apenas no topo, para marcar o ponto médio E do segmento AD.

Agora, sobreponha o vértice C (inferior direito) sobre o ponto £ para formar a dobra
que da origem ao segmento FG, conforme figura que segue.

1) Calcule a medida EF Para tal, considere que o quadrado ABCD tem lados de medida 1 u.c.

2) 0 que pode ser concluido acerca do triangulo DEF? (Dica: comece com DF= a).



3.3 Primeiro Teorema de Haga

Da dobra acima, tem-se, também, outros tridngulos.

1) Determine as medidas dos lados do tridangulo FAH. (Dica: conclua que os triangulos FAH e
FDE sao semelhantes).

2) Calcule as medidas AH, HE e FA.
3) Analise, agora, o triangulo /GH e calcule as medidas /G, GH e HI.

4) Finalmente, para completar o estudo das medidas de cada segmento observado na
dobradura, calcule a medida FG.

5) Por fim, escreva todas as medidas de segmento calculadas.



Vocé deve ter obtido as medidas dos segmentos conforme figura que segue.

A 5 E

[

Os resultados acima embasam o seguinte teorema:

Primeiro Teorema de Haga: Seja ABCD um quadrado qualquer, onde:

i. A éovértice superior esquerdo;
ii. B éovértice inferior esquerdo;
iii. C é o vértice inferior direito; e
iv. D é o vértice superior direito.

Dobrando ABCD, de modo que € sobreponha-se ao ponto médio do lado superior, cada
lado do quadrado é dividido em uma razao fixa, como abaixo:

a. O lado direito, que contém ( é dividido pelo ponto F na razao 3:5;
b. 0 lado esquerdo é dividido pelo ponto A narazao 2:1;
c. Olado esquerdo é dividido pelo ponto ¢ narazao 7:1; e
d. Olado inferior é dividido pelo ponto / narazao 1:5.
Demonstracdo: Vocé ja fez ao longo da Atividade 3.1.
Em (a) e (c), as razdes podem ser obtidas dividindo um lado na metade, entdo na
metade de novo, e novamente na metade. Mas as razdes em (c) e (d) ndo podem ser obtidas

dessa maneira. Portanto, essa Unica e simples dobra (C sobrepondo-se ao ponto médio do
segmento AD) é bastante precisa e util.

A dobradura utilizada no teorema é chamada de Dobra do Primeiro Teorema de Haga
(HAGA, 2008, p. 7).



3.4 Generaliza¢ao do Primeiro Teorema de Haga

No procedimento anterior, a dobradura foi feita tendo como base o ponto médio do lado
superior do quadrado. Agora, dados os diversos resultados obtidos anteriormente, pode-se
perguntar: quais seriam os resultados obtidos se o ponto de partida para a dobradura fosse um
ponto qualquer do lado mencionado (e ndo o ponto médio)? A imagem da Figura abaixo
representa a dobradura determinada pelo vértice C e por um ponto qualquer £ do segmento
AD.

I

Seja ED = x. Entao, AE = 1 — x, e as medidas dos diversos segmentos podem ser dadas em
funcdo de x. Apresentamos algumas delas:

i.  Pelo Teorema de Pitagoras no triangulo £DE tem-se:

2

>

Xtyi=A-yn)y’=>x2+yf=1-2y+yi=>y =
ii.  Calculemos, agora, HA = y,. Nos triangulos HAE e EDF, tem-se:

m(£AEH) + m(£FED) = 90° (I) e m(£LAHE) + m(£AEH) = 90° (II).

De (I) e (I1I), segue que:

m(£AEH) + m(4FED) = m(£AHE) + m(£AEH) =

= m(4FED) = m(£AHE)

Portanto, pelo caso AA de semelhanca: AHAE ~ AEDF. Desse modo, existe uma
relacdo de proporcionalidade entre as medidas dos lados dos respectivos

triangulos:

Y X — (1 — 122 (1 —

x =1y, =x(1—x) (=13 S, V2 = x(1—-x)=
(1+x)(1-x) _ _ _ 2x
—, y2 = x(1 x)=>3’2—1+x



1il.

1v.

V1.

Ainda usando que AHAE =~ AEDF:

Y2 V3 _y2(1=y1)
il = =

= = >
x 1-y Y3 x (De (D)
2 1+ x2 2x  1+x? X 2
:>y=1+x'(1_ 2 ) _T+x 2 =1+x'(1+x)=1+x2=y
3 x X X 1+x 3
=FEH

Para calcularmos y, = GI, consideremos o tridngulo CEF: temos que a reta FG
é mediatriz de £Cpela construcdo da dobradura. Assim, EC L FG. Também:
m(£CKF) = m(4CDE) e £FCK é comum a ACDE e ACKF. O que nos leva a
concluir que ACDE =~ ACKF. Portanto, 2DEC = £KFC. Desse fato, segue que
ACDE = AGJF pelo caso LAA,. Dai, FJ = x = DE. Assim sendo,

— 2 a2
Ve=JC=1-m+0)=y,=1-"—+x=0
2x (1-x)?
Comoy, tys+y=1lys=1-y,-m=1-——-—"=

—1_ (2> a?
=ys=1 (1+x+ 2 )-

Pelo Teorema de Pitadgoras no triangulo FGJ, calculamos yg:

y¢ =FJ? +]G? > ys = \[F]2 + ] G2 =\/F]2+1F]=> ¥ = VxZ + 1.
=X

Com isso, foram obtidas as medidas dos segmentos estudados em termos de x. Para
melhor apreciar as relacdes descobertas, calcule as medidas encontradas para valores
particulares de x e complete a tabela abaixo. (Obs. Registramos as medidas para x valendo %,
Y e 3%. Note as varias relacdes obtidas!)

1 1 3
X — — —
2 4 4
1 3 5 | 15 |17 | 7 | 25
7y 8 8 | 32 |32 32 | 32
1 2 1 2 | 3| 6 1
Y21y, | 3|3 | 5|5 7| 7
1 5 1 |17 | 3| 25| 3
2| =g 6 6 | 20 | 20| 28 | 28
1 1 7 9 23| 1 | 31
ey, 8 8 | 32 |32 32 | 32
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3.5 Duplicagao do Cubo

O problema da Duplicagdo do Cubo estd entre os varios problemas matematicos
classicos existentes antes de Euclides, juntamente com Trisseccio do Angulo e Quadratura do
Circulo.

Segundo uma lenda, em 427 a.C., uma peste teria matado Péricles juntamente com um
quarto da populacdo ateniense. Muito preocupados, os cidadaos de Atenas consultaram, em
Delos, o oraculo de Apolo para descobrir como enfrentar a doenca. O ordculo respondeu que
um novo altar deveria ser feito para Apolo, o qual deveria ser a duplicacdo do altar existente,
mantendo o formato de um cubo. Um novo altar foi construido, onde a aresta tinha o dobro da
medida da aresta do altar antigo. Mas a peste nao foi afastada, pois o volume foi multiplicado
por 8, e ndo por 2. A partir dessa lenda, surgiu o problema da Duplica¢ao do Cubo, ou Problema
Deliano (ROQUE, 2012, p. 155-156).

O Problema da Duplicac¢ao do Cubo consiste em, dado um cubo, construir um novo cubo
com o dobro do volume do primeiro. Considerando um cubo unitario, resolver esse problema é

. . 7 3 A
equivalente a construir o niimero /2. (Por qué?)

Construir um numero 7 significa construir um segmento de reta de medida n. Um
importante resultado de Algebra - aqui apresentado de modo simplificado - é que um niimero
sé serda construtivel se, e somente se, for raiz de algum polinémio de grau igual a uma poténcia
de 2.

Desse modo, o problema da Duplicacao do Cubo é insolivel com régua e compasso,
pois o niimero que deve ser construido é /2. Se @ = V2, entdo a3= 2, que é equivalente a
a® — 2 = 0. Ou seja, /2 é raiz de um polinémio que nio é poténcia de 2.

Contudo, esse problema pode ser resolvido com dobradura! ©

Tendo um quadrado de papel em maos, faga duas dobras que o divida em 3 retangulos
congruentes, ou seja, marque os pontos que trissectam dois lados opostos do quadrado. Para

isso, utilize a dobra do Primeiro Teorema de Haga apresentada anteriormente. Representamos,
abaixo, como o quadrado com as dobras deve ficar.

11



Em seguida, faga uma dobra que sobreponha os pontos C sobre o lado AB que
chamamos de L7, e o ponto G sobre o segmento £H, que chamamos de LZ, simultaneamente.
Ou seja, C' € AB e G' € EH, onde C' = ¢(C) e G' = ¢(G), ¢ é a reflexdo em relacdo a reta
determinada pela dobra.

Mantendo a dobra como na figura acima, com a movimentacdo dos pontos pela
dobradura, temos que (’=Ce ¢’=C.

Temos que a imagem do ponto C por ¢ divide o lado A5 em duas partes, uma de medida
X eoutrade medida ¥, e que% = 3/2.

Isso resolve a construcado, pois, se X e Y sdo, respectivamente, as medidas das arestas
do cubo a ser duplicado e do cubo original,é =V2eXx=V2Yex3=2v3<V, =V, onde
Va4 eV, sdo os volumes dos cubos duplicado e original, respectivamente.

Basta verificar a validade para uma aresta de medida 1 u.c., pois, provando a partir dela
que% = /2, se quisermos obter a aresta que duplica um cubo qualquer, basta multiplicarmos o

segmento com essa medida pela aresta do cubo a ser duplicado.

12



Seja X=ACe Y= BC Se Y = 1, entdo o lado do quadrado mede X-+1.

Verifique que X = /2. (Exercicio)

Vamos dar nomes aos objetos geométricos de acordo com a imagem acima.
Como o lado do quadrado mede X+1, temos que (G, que mede 1/3 do lado, tem por

medida % Usando o Teorema de Pitagoras no triangulo CBL, temos que:

X+1-d)?=1+d*=>X?+2X+d?*—-2dX—-2d+1=1+d?* >

=5 X24+2X-2dX—-2d=0=>X?>+2X—-d2X+2)=0=>X*+2X=d(2X+2)>

J= X2 +2X /
RFTETRY
X+1 _ 2X-1 .
Temos que: EC = X - =5 Também sabemos que, pelo Segundo Teorema de

Haga, os tridngulos CBL e CEG sao semelhantes. Portanto, temos:

d 2X -1 (X2+2X) 2x-1
= = = =
X+1-d X+1 0X?+2X+2 X+1

> X34+3X2+2X =2X3+3X2+2X-2=2X3=2=2X=32

13



3.6 Trissec¢do do Angulo

Como ja mencionado, o problema da trissec¢do de um angulo é insoltvel com régua e
compasso. Contudo, utilizando outra ferramenta, o Origami, é possivel trissectar um angulo.
Vamos a essa construcao!

Tenha em maos um quadrado de papel. Faca uma dobradura (ZZ2) que parte de um
vértice do quadrado e encontra um lado oposto nao adjacente, formando uma aba triangular. Os
segmentos L2 e AC tém o ponto 4Aem comum, portanto, as semirretas a partir de A, que contém
esses segmentos determinam um angulo 6. Esse é o angulo que queremos trissectar.

Em seguida, faca duas dobraduras paralelas a base do quadrado; uma que passa pelo
ponto médio £ do segmento ABe outra (L) que passe pelo ponto médio A/ do segmento AE. O
quadrado devera ficar como na figura abaixo.

L2

L1

Tendo isso feito, faca uma outra dobradura que coloque o ponto 4 sobre alinha Z7e o
ponto £ sobre alinha L2 ao mesmo tempo, como na seguinte figura.

L1

Por ultimo, mantendo essa aba triangular dobrada, faga uma dobradura contendo o
segmento XH (L3), que é um subconjunto de Z7 que mudou de posi¢do com a dobradura.

14



Seja Ko pé da perpendicular ao segmento AC que passa por A’ (essa parte é apenas
para auxiliar, ndo precisa ser feita com dobradura).

L1

Pela imagem acima, parece que o ponto A pertence a reta L3. Para verificar esse fato,
percebamos que AX = A’X; o que decorre da construcdo, uma vez que A’ é a reflexdo de A4 pela
dobradura (lembrando que a reflexdo em reta é uma transformacdo que preserva as medidas).
Os 4ngulos £HXA e £H'XA’ sdo congruentes pois, com o papel dobrado, eles se sobrepoem.

Desse modo, como esses angulos sdo distintos, tém o mesmo vértice e sdo congruentes

(com H, Xe A’colineares), eles sdo opostos pelo vértice. Portanto, o vértice 4 estd contido em
L3.

15



Desfagcamos, agora, a dobradura. A imagem devera ficar parecida com a figura abaixo, a
menos de alguns elementos que removemos para ndo sobrecarregar a figura, mas estdo
mantidos os elementos necessarios para a continuagao do estudo.

L1

Terminamos a construcdo: a reta AH’ trissecta o angulo 6!

Por qué? Justifique (Exercicio).
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