UMA INTRODUCAO A COMBINATORIA EXTREMAL
BRUNO PASQUALOTTO CAVALAR

1. DEFINICAO E NOTAGAO

A fim de evitarmos ambiguidades, fixamos nessa secao a notacao e as definicbes que usaremos

no texto abaixo.

Definicao 1. Um grafo G é um par de conjuntos (V, E), em que E é um subconjunto de (‘2/)
O conjunto V' é chamado de conjunto de vértices de G, e o conjunto FE é chamado conjunto
das arestas de G.

Seja G um grafo. Denotaremos por x(G) o nimero cromatico de G. Além disso, denotaremos
por a(G) o tamanho de um maior conjunto independente em G. Por fim, escrevemos (G) para
o comprimento de um menor circuito (cintura) de G.

2. RESULTADOS BASICOS EM TEORIA DOS GRAFOS

Relembramos aqui alguns resultados bésicos em teoria dos grafos, que serdao usados nas pro-

ximas secoes.

Proposicao 2 (Lema do aperto-de-mao). Seja G = (V, E) um grafo com m arestas. Para cada

v eV, seja também d(v) o grau do vértice v. Entdio
Z d(v) = 2m.
veV

Demonstragao. Basta notar que

Z d(v) = Z Z 1{e incide em v} = Z Z 1{e incide em v} = 22 =2m. W

veV veV eeF ecEveV eeE

Proposicao 3. Seja G um grafo com n vértices. Entao x(G)a(G) > n.

Demonstragao. Fixemos uma colora¢ao minima de G, i.e., uma coloragao com x(G) cores. Sejam

agora C1,Cy, ..., C\(q) as cores dessa coloragao. Cada cor de G tem no méaximo a(G) vértices.
Segue que
x(G)
n=31Cl < x(G)a(G). n
i=1

3. UMA FERRAMANTA DE TEORIA DAS PROBABILIDADES

Relembramos nessa secao uma desigualdade muito conhecida que seré utilizada no que segue.

Proposicao 4 (Desigualdade de Markov). Seja X uma varidvel aleatdria nao-negativa e a > 0.
Entao

E[X]

PX >a] <
a
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4. UM PROBLEMA GEOMETRICO E UMA SOLUGAO PROBABILISTICA

Todo grafo G pode ser representado no plano colocando um ponto para cada vértice, e ligando
dois pontos por uma curva caso exista uma aresta com esses pontos. Ao fazer esse desenho, as
curvas correspondentes as arestas podem acabar se cruzando. Podemos entao definir o niimero
de cruzamentos de G como o menor nimero de cruzamentos que um desenho de G pode ter.
Cruzamentos entre mais que duas arestas num mesmo ponto nao sao permitidos. O niimero de
cruzamentos de G é denotado por cr(G).

Uma problema natural a se pensar é o seguinte:

Problema 5. Seja G um grafo arbitrdrio com n vértices e m arestas. O que podemos afirmar

sobre cr(G)?

Uma representacao planar de G com cr(G) cruzamentos serd chamada de desenho minimo.
Grafos com cr(G) = 0 sao chamados grafos planares. Relembramos o seguinte fato bdsico
sobre grafos planares, que serd usado no que segue. A prova é simples e pode ser feita usando

a férmula de Euler.
Fato 6. Um grafo planar de n vértices e m arestas satisfaz m < 3n — 6. |
Em 1973, Erdds e Guy [4] fizeram a seguinte conjectura:

Conjectura 7. Eziste uma constante ¢ > 0 para a qual vale o sequinte. Seja G = (V, E) um

grafo com n vértices e m arestas, onde m > 4n. Entdao

3
cr(G) > c- %

De inicio, a conjectura foi provada independentemente por Leighton [6] e por Ajtai, Chvétal,
Newborn e Szemerédi [2]. Posteriormente, uma demonstracao muito elegante foi encontrada
por Bernard Chazelle, Micha Sharir e Emo Welzl, utilizando o método probabilistico (com a
constante ¢ substituida por 1/64).! Essa é a demonstracdo que apresentamos a seguir.

Antes, vamos precisar do seguinte lema.

Lema 8. Seja G um grafo com n vértices e m arestas. Temos que
cr(G) +3n—m > 6.

Demonstragdo. Primeiramente, observe que, em qualquer desenho minimo de G, as seguintes

propriedades sao satisfeitas:

i. Nenhuma aresta cruza a si mesma;
ii. Quaisquer duas arestas cruzam no maximo uma vez;

iii. Arestas que compartilham vértices ndo se cruzam;

Consideremos agora um desenho minimo de G. Defina o grafo G’, que é construido a partir
de G do seguinte modo. Os vértices de G’ sao os vértices de GG, juntamente com os pontos de
cruzamento do desenho. As arestas de G’ sao as arestas de G, mas “quebradas” nos vértices de
cruzamento. Tal grafo G’ é planar, pois todos os cruzamentos de arestas foram substituidos por
vértices. Além disso, as observagoes acima garantem que tal construcao nos da realmente um

grafo como estabelecemos na Definicao 1.

1vide [1, Capitulo 40)].



Observemos agora que G’ tem n+ cr(G) vértices, e tem m+ 2 cr(G) arestas, pois todo vértice

novo tem grau 4. Podemos entao aplicar o Lema 6. Obtemos:
m+ 2cr(G) < 3(n+ cr(G)) — 6,

0 que nos da
cr(G) 4+ 3n —m > 6. [ |

Agora podemos apresentar a prova da conjectura.

Prova da Conjectura 7. Seja G, um subgrafo induzido de G, cujos vértices sao escolhidos de
V cada um independetemente com probabilidade p. Sejam n, e m, as varidveis aleatérias que
contam, respectivamente, o numero de vértices e arestas de G. Fixemos agora um desenho
minimo de G, e definamos a varidvel aleatéria X,,, que conta o nimero de cruzamentos de G,
nesse desenho de G. Como X, > cr(G)), obtemos do Lema 8 que X, + 3n, —m, > 6 > 0.
Portanto,
E(Xp, + 3n, —m,) > 0. (1)
Agora note que E(n,,) = np, pois cada um dos n vértices de G esta em G, com probabilidade p.
Ademais, E(m)) = p?m, pois cada aresta de G aparece em G, se e somente se os seus dois vértices
estdo em G,. Por fim, E(X,) = p* cr(@), pois cada um dos quatro?® vértices de um cruzamento
devem estar em G,

Deste modo, obtemos da desigualdade (1) usando a linearidade da esperanga que
per(G) + 3np — p?m > 0.

Rearranjando a inequacao, segue que
3n

cr(G) > pel

m
2
Fazendo agora p = % <1 (por hipétese temos m > 4n), conseguimos finalmente que

1 m3
n?’

>
cr(G) > ol

5. ENCONTRANDO GRAFOS COM CINTURA E NUMERO CROMATICO ARBITRARIAMENTE
GRANDES

Todo grafo que contém um k-clique tem ntmero cromético pelo menos k. Mas serd que é
possivel encontrar grafos com nimero cromético pelo menos k e que nao possuem um k-clique?
O préximo teorema nos garante que sim. Na verdade, conseguimos garantir que o grafo nao sé
nao contém um k-clique, como também nao contém um circuito de tamanho até k.

Teorema 9. Para todo k > 2, existe um grafo G com v(G) >k e x(G) > k.

Demonstracao. Iremos encontrar um grafo H de n vértices com a(H) < n/2k e com menos
que n/2 circuitos de tamanho no méximo k. Entdo removeremos um vértice de cada circuito,
e obteremos um grafo G com (G) > k, satisfazendo |V (G)| > n/2. Deste modo, teremos que
a(G) < a(H) < n/2k e, portanto, pela Proposigao 3, que x(G) > k. Basta, portanto, encontrar
um grafo H satisfazendo essa descrigao.

20 ntimero quatro segue das observagoes feitas na prova do Lema 8.



Seja H um grafo com n vértices, em que cada possivel aresta é adicionada com probabilidade p,
com todos esses eventos independentes (o valor de p seréd escolhido depois). Seja o = a(H) o
tamanho de um maior conjunto independente de H. Para cada conjunto R C V de r vértices,

denote por Ag o evento de R ser independente. Temos que P[Ag] = (1 — p)( ). Portanto,

Jan| <3 20nl = (M) a0
R R

< <(1 _p)(rfl)/Q)r < (nefpr/Qel/Q)T' 2)

Pla>r] =P

Iremos agora tomar r = [n/2k], e encontrar um p tal que P[a > [n/2k]] — 0 quando n
cresce. Para isso, seria bom se p satisfizesse

ne—pr/Q < n—1/2

pois de (2) seguiria que P [a > 7] < (e/n)'/?

, que converge para 0 quando n — co. Mas, tomando
logaritmos, vemos que essa condigao é equivalente a 3logn < pr. Como r > n/2k, essa dltima
condicao é satisfeita se p - n/2k > 3logn, ou seja pn > 6klogn. Note agora que, se tomarmos
p =n K EHD obtemos pn = n/*+) | que é maior que 6k logn para n suficientemente grande.
Portanto, a escolha p = n~%/(¥+1) basta para obtermos P [a > [n/2k]] — 0.

Deste modo, com n suficiente grande, conseguimos que
Pla > [n/2k]] < 1/2. (3)

Seja agora X a varidvel aleatéria que conta o ntimero de circuito de tamanho no maximo k
em H. Observe que o nimero de possiveis circuitos num conjunto de i vértices, 3 < i < k, é
igual ao nimero de permutacoes ciclicas de i elementos, divido por 2 (ou seja, (1 —1)! /2). Além
disso, cada um desses possiveis circuitos acontece com probabilidade p’. Dessa observacao segue
que

k . k
n\(@—-1!, 1 | ko
E[X] = —p < = 't < —(k —2)nFt.
X =3 (5) 5 < g i < f -2
=3 =3
A tltima desigualdade segue de np = n/*+1) > 1.
Portanto, da desigualdade de Markov (Proposigao 4) obtemos que
1 k2 _1
MXZnﬂkgak—%ngcﬂk—%nbHﬁigO
n
Deste modo, para n suficientemente grande temos que

szmm<% (4)

Portanto, para n suficientemente grande, de (3) e (4) segue que existe um grafo H de n
vértices, satisfazendo a(H) < n/2k e com menos que n/2 circuitos de tamanho no méximo k.
Como observamos no inicio, isso é suficiente para terminar a prova. |

6. O METODO PROBABILISTICO EM PROBLEMAS EXTREMAIS

Aqui expomos duas aplicacgoes classicas do método probabilistico em problemas extremais,
uma em teoria extremal dos grafos e a outra em teoria extremal dos conjuntos.

6.1. Teorema de Turan. O seguinte teorema trata de um problema em teoria extremal dos
grafos.



Teorema 10 (Teorema de Turdn). Seja G um grafo que nao contém p-cliques. Entdo o nimero

po<(1- 1) 5

Demonstragao. Seja V- = {v1,va,...,v,} 0 conjunto dos vértics de G. Denote por d; o grau do

de arestas de G satisfaz

vértice v;, e w(G) o tamanho do maior clique de G. Afirmamos que

G)Z;n—ldz

Escolha agora uma permutagao aleatoria m dos vértices de G uniformemente ao acaso. Seja Cr

o conjunto de todos os vértices v; que sao adjacentes a todos os vértices v; tais que j precede ¢
em 7. Observe que C; é um clique de G.
A probabilidade de v; estar em C é n%di, pois v; deve ser o primeiro de todos os n — d;

vértices que nao sao adjacentes a v; a aparecer em w. Portanto, se X; é a varidvel indicadora

1
n—d;

E[|Cx[] = ZE Zn_ld

i=1 v

da presenga de v; em Cy, temos que E[X;] = e

()

1

Portanto, existe uma escolha de 7 para a qual Cr tem tamanho maior ou igual a ) ;" e

Como G ¢ livre de p-cliques e C; induz um clique em G, segue que

"1
p—12W(G)ZZn7d
=1

Agora, da desigualdade de Cauchy-Schwarz, temos que

. —<Zﬁ ﬁ> <z )Y = (- 2B(G))

Rearranjando n? < (n® — 2|E(G)|) (p — 1), obtemos:

E(@)| < (1 _ pil) "22 n

6.2. Teorema de Sperner. Seja F uma familia de subconjuntos de [n] = {1,2,...,n} tal
que ndo existem conjuntos A, B € F satisfazendo A C B. Uma tal familia é chamada uma
anticadeia. E ficil ver que a familia de todos os subconjuntos de tamanho k de [n] é uma
anticadeia. Tal familia tem tamanho (Z) Em especial, podemos tomar k = |[n/2]. O seguinte

Teorema nos diz que isso é o melhor que podemos fazer.
Teorema 11 (Teorema de Sperner). Seja F wma anticadeia de [n]. Entao |F| < (LN/QJ)

Demonstragdo. Seja m uma permutagao aleatéria de {1,2,...,n} escolhida uniformemente ao
acaso. Seja também S € F. Se {m, T, ... ,7r|s|} = 5, diremos que a permutacao 7 atinge S.
Considere agora a variavel aleatoria

= |{i: {m,mo,...,m} € F}|.
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Como F é uma anticadeia, temos que 7 s6 poderd atingir no maximo um conjunto de F.
Portanto, X sé pode ser 0 ou 1. Segue que E[X] < 1.
Fixe S € F, e defina k := |S|. Seja Pg a probabilidade de S ser atingido por 7. Existem

exatamente k! (n — k)! permutacoes de [n] que atingem S. Portanto, Py = k!(ri;k)! =1/(}).

Da definicao de esperanca, obtemos que
1 1 F
DR M LD i )
SeF SeF \k SeF \In/2] [n/2]

O resultado segue. |

7. O METODO POLINOMIAL E DUAS APLICAQ@ES EM GEOMETRIA COMBINATORIA

Essa secéo trata de problemas interessantes em geometria que foram resolvidos com técnicas
de algebra linear em combinatoria.
Muitas desigualdades em combinatéria podem ser encontradas por meio do seguinte teorema.

Teorema 12. Se vy, vo,...,v, sdo vetores linearmente independentes que pertencem ao espago

gerado pelos vetores uy, ua, ..., Uy, entdo n < m. |

Sejam F um corpo e X um conjunto arbitrario, e considere V o espago vetorial das funcoes de

X em F. Para aplicar o teorema acima nesse espaco, muitas vezes utilizamos o seguinte critério.

Proposigao 13. Sejam fi, fo,..., fn funcoes de X em F e ayi,as,...,a, elementos de F. Se

vale que
#0, sej=1
fi(ay) ’ o
=0, sej#i,
entao f1, fo,..., fn sdo linearmente independentes em V.

Demonstragao. Sejam A1, Aa, ..., A, € F tais que > \;f; = 0. Obtemos que Y \;fi(a;) = 0
para todo j. Mas, por hipdtese, fi(a;) = 0 para i # j. Logo, Ajfj(a;) = 0 e A\; = 0, pois
fj(aj) # 0. Portanto, Ay = Ay =--- =\, =0. [ |

7.1. Um problema em teoria extremal dos conjuntos. Essa secao trata do seguinte teo-

rema, para o qual foi encontrada uma prova simples usando o método polinomial em [3].

Teorema 14 (Frankl-Wilson 1981). Seja p um nimero primo e X um conjunto de n elementos.
Seja também F uma familia de subconjuntos de X, de 2p — 1 elementos cada, tal que quaisquer

dois conjuntos de F nao se intersectam em exatamente p — 1 elementos. Entao seque que

1= (o) + () ()

Demonstragao. Para todo A € F, seja ca € {0,1}" o vetor caracteristico de A. Defina também
para todo A € F a fungao fa:{0,1}" — Z,, descrita do seguinte modo:

£ =11 ((Zaz) - ) (mod p),

s=0 €A

onde x = (x;)1" ;.



Fixemos agora A, B € F arbitrarios. Se x = cp, entdo ) .4 2; = |[AN B|. Disto segue a

seguinte igualdade:
p—2

fales) = [ (1IANB|=s) (mod p). (6)
s=0
Logo, se A # B, da hipétese do teorema temos que |[AN B|# p—1 (mod p). Ou seja, |[AN B
(mod p) € {0,1,...,p— 2}, e algum dos fatores de (6) é igual a 0. Portanto, fa(cg) = 0. Por
outro lado, |[ANA| =2p—1=p—1 (mod p). Segue fa(ca) # 0. Portanto, pela Proposicao 13,
segue que os fa sao linearmente independentes, e o espaco gerado por eles tem dimensao |F|.

Seja V o espago vetorial das fungdes de {0,1}" em Z,. Observe que cada polindémio p nas
variaveis x1,xo, ..., T, também determina um elemento de V, a saber, a funcéo cujo valor é
obtido avaliando-se p nos pontos de {0,1}".

Em particular, os polinémios :U? e z; definem o mesmo elemento de V, pois 02 =0e 12 = 1.
Portanto, todo polinébmio em x1, zs, ..., x,, como elemento de V, é equivalente a uma combi-
nacao linear de monoémios multilineares. Em especial, como cada f4 é um polinomio de grau
no maximo p — 1, temos que f4 pode ser representado em V como uma combinagao linear de
monomios multilineares de grau no maximo p — 1.

Deste modo, o espaco gerado pelas fungoes f4 estd contido no espago gerado pelas fungoes
representadas por todos os mondémios multilineares em x1, x2, ..., z, de grau no maximo p — 1.
Mas a quantidade de tais monomios equivale ao nimero de subconjuntos de {1,2,...,n} com

no maximo p — 1 elementos, i.e., () + () +-- + (pfl). Portanto, pelo Teorema 12, segue que

7<) (), -

Sabemos que existem exatamente (2p"_ ) subconjuntos de X de tamanho 2p—1. A importancia

1
desse teorema esta no fato de que, simplesmente ao proibirmos intersec¢oes de tamanho p — 1,
limitamos significativamente o tamanho de F. Mais precisamente, o seguinte coroldrio nos

mostra que (2:_1) pode ser exponencialmente maior que |F|.

Corolario 15. Seja F uma familia como no Teorema 14, com n = 4p. Entdo

(2p-1)

>1.1™
7]
Demonstragcao. Primeiramente, note que (kfl) = n%kﬂ (Z) Além disso, para k € {0,1,...,p— 1},

alirmamos que —7— < 7. De fato, temos que <4(p—-1)=4p—-4=n—-4 <n+1. Portanto,
fi 7 < 3. Def: 4k < 4(p—1) =4p—14 4<n+1.P

3k<n—k+1e niiﬂ < % Deste modo,

() () ()30 505 0)
(333 ()
(b))
-5,



Portanto, |F| < %(%). Segue que

n 4

() o (o5) ) Gl (Bp)Bp-DBp -2 (2p+2)
T30 T e+ ! 2p—1)(2p-2)2p—3)---(p+1)
p—1 P n/4
) )
2 2 2

pois 1.5%/4 > 1.1. [ ]

7.2. Conjectura de Borsuk. Para X C R?, definimos o didmetro de X do seguinte modo:
diam(X) :=sup{||x —y|: x,y € X}.

Se os conjuntos X1, Xo, ..., X, C X formam uma partigdo de X tal que diam(X;) < diam(X)
para todo ¢, entao dizemos que essa particao reduz o diametro de X e tem tamanho igual
am.

Em 1933, Borsuk perguntou se é sempre possivel encontrar uma particao de tamanho d + 1
que reduz o didmetro de um conjunto X C R? de didmetro finito. A conjectura ficou aberta até
1993, quando foi provada falsa por um argumento combinatério simples.

Um jeito diferente de entender o Corolario 15 nos diz que, se particionarmos o conjunto
A= (2][0@1) em menos que 1.1" classes, entao pelo menos uma das classes conterd subconjuntos
A, B C A tais que |[AN B| =p — 1. Essa ¢ a ideia principal do contra-exemplo.

Teorema 16. Para todo primo p, existe um conjunto em R”Q, comn = 4p, tal que toda particao
de tamanho menor que 1.1™ nao reduz o diametro.

Demonstragdo. Defina para todo A C A o vetor ug € R”, cuja i-ésima componente é +1 se
i € A, e —1 caso contrario. Defina também q4 € R”z, o vetor cujas coordenadas sao todas as
n? entradas de ugulj, e Q4 := {qa: A C A}.

Note que (qa,qp) = (ua,ug)?, para todo A, B C A. Além disso, se |AN B| = s, é uma
conta simples verificar que (ua,up) = 4(s —p + 1). Portanto, (us,up) = 0 se, e somente,
|AN B| =p— 1. Segue que

laa — asll* = (a4,q4) + (aB,aB) — 2(q4,9B)
— <uA7 uA>2 + <u37 uB>2 - 2<uAa uB>2
=2n? — 2(uy,up)?.
Portanto, ||[ga — qp|| é maximizado quando (us,ug) = 0, que sabemos acontecer somente
quando |[AN B| = p — 1. Ou seja, o diametro de @ 4 é atingido pelos vetores q4 e qp corres-
pondentes a conjuntos A, B € A com |AN B| = p — 1. Deste modo, o Teorema 14 nos diz que

qualquer particao de ) 4 com tamanho menor que 1.1"” nao reduzird o diametro. Isso termina

a prova. |

Para n suficientemente grande, teremos 1.1" > n? + 1. Portanto, se tomarmos um primo

p suficientemente grande, e aplicarmos o Teorema 16, obteremos um contra-exemplo para a

Conjectura de Borsuk no espaco R?, onde d = n?.

7.3. Um problema de disseccao. Em 1944, Hugo Hadwiger formulou o seguinte problema.

8



Problema 17. Qual o menor niumero k tal que R™ pode ser particionado em k subconjuntos
R" = S1USyU...USk tais que quaisquer dois pontos com distancia unitdria nao estdo no
mesmo S; ?

O problema pode ser reformulado em linguagem de grafos, como segue.

Problema 18. Seja G um grafo cujo conjunto de vértices é todo o R™, e tal que dois pontos
sao ligados por uma aresta se a distancia entre eles € igual a 1. Qual € o numero cromdtico
de G?

O ntmero cromatico desse grafo é muito dificil de determinar, e estd em aberto até mesmo
para o plano. Mas em 1972, Larman e Rogers [5] provaram que x(G) < (2v/2 + o(1))", e
conjecturaram que a ordem de crescimento de x(G) era de fato exponencial. Em 1981, Frankl

e Wilson provaram essa conjectura, usando os mesmos métodos desta secao.
Teorema 19. Seja p um primo. Para n = 4p, o numero cromdtico do R™ € pelo menos 1.1".

Demonstragdo. Considere outra vez a familia A de todos os subconjuntos de 2p—1 elementos de
{1,2,...,n}. Para cada A € A, defina v4 := \/%CA, onde c4 € {0,1}" é o vetor caracteristico
de A. Defina G, o subgrafo de G cujos vértices sao os vetores v4, para A € A.

Observe que se A,B € A, e s = |[AN B, entdo |lcqy —cg||* = |[A\ B| + |B\ 4] = |A| +
|B| —2|AN B| =2(2p — 1 — s). Deste modo, se s = p — 1, obtemos |[c4 — cp| = /2p. Como
|lva—vg| = \/%HCA —cgl|, segue que ||va — vp|| =1 se, e somente se, |[ANB| =p— 1.

Isto quer dizer que vértices independentes de G, correspondem a conjuntos A, B € A tais que

|AN B| # p— 1. Portanto, pelo Corolario 15, temos que a(Gp) < %(;) Segue da Proposicao 3
que
4p
A (570)
X(Gp) 2 17y = 1p4p > 117
2 3(})
A dltima desigualdade provamos no Corolario 15. |
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