Por dlan Hoder, Universidade de Dregon
Eugene, OR 97483
#rtigo traduzido da revista Mathematics Teacher, Janeiro de $98{, por &ntonio Carlos Brolessi.

Todo ano pedimos & wuites de nossos  alunos do
primeiro ano na Universidade de Oregon para relacionarem 0%
assuntos ou  tdpicos mutemdticos de que ‘mais gostaram & os
tdpicos de  que gostaram menos nas  suas aulas antes da
faculdade. Embora diversos asssiuntos fossem “favoritos™, o
assunto guase uni@ersalmente destestado foi a Geom&fria do
segundo grau.

Gra, gles sHo pessoas inteligentes que s& sairam bem
nos seus  cursos de digebra, e alguns Prosseguiram estudando
tédpicos avangados. Por que n¥o gostam de QGeometria? As
respostas mais comdns eram’ " Tive que provar teoremas o AN
inteiros’, "Nio entendl do que se tratava™, “Passei pelo
Curso memorizando  provas’. Até  se disse, "MNés fizemos mais
teoremas que Geometria .

4% wezes ¢ diticil para o professor deixar de dar
&nfase & provas, mesme  quande as alunos estio sentindo

dificuldades. No  entanto, hi outras habilidades de natureza

geométrica gue podem ser de tgual tmportdncia  para  os
alunos. Algumas delas serBo discutidas ne secio,
‘Habilidudes M Geometrig”, A seqio "Niveis da

degenvolvimento mental ewn Geometr iz’ descreve ume sequéneis
de niveis de pensamento dos alunog, noaual g€ padronizads
segundo o trabalho de professores da Holanda. & seclo final,
“Amostras de habilidades ¢ problemas’ , mostrzs um quadro, com
exemplos, de  como  podemos  ser capares d®  congctar as

habilidades com ng nivers de dessnvolvinenta.
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fiqui estBo cinco drems de habilidades bdsicas para as
quais podemos deselnr dedicar mais tempo nos NoOSS0s CUrsus
de Bgometris no segunde grau. Algumas dessas habilidades
podem, ou nEo, ser estudadas por alunos de sétima a oitava
séries, & comeco do segundo grau. Em ambos os casos, parece
apropriado  propiciar BOS aliunos uperiéncias nestas
habilidades w0 nivel do segundo grau.

fdad . ,

Beometria € claramente ups materia visual, mas com
demasiada frequéncia seus aspectos visuais tém gérvidm
primariamente como  uma ferramenta para provas. fem havido,
recentemnente, pesauisas tratando dos diferentes papéis que
os dois hemisférios do cérebro representam no aprendizado de
Matemdt ica (Drnstein 1977 Wheatley 4977). aparentemente, o
hemisferio esquerdn  tem mais & ver com funches ldgicas &
analiticas, enguanto o hemistério direito lida mais com

fungdes sintetizadoras e SEPACIRIS. ASSINM, COMD em todo bom

curso  de  Geometriz, € importante propiciar aos  alunos
exwper ifncias adequadas para desenvolver ambos os  lados do
cErebro.

Ha estudos aue mostram uma conews entre & baixa
pErcepsds  espacial & & cthamada “ansiedade Hatemdtica”
(Dougherty 197%: Tobiaz 1978). Parsce que  aguesles alunos

aflitos guando estudam Matemdtica também nio 56 SBEm Dhem en

taretas espacimis.
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Pode ser que os alunos precisen explorar mais figuras
e esquemas manipuliveis. Por exemplo, pegn pars geus alunos
procuraren secgies transversais num  sdlido, tal COmoD  um
tetragdro (fig. 1). Podem encontrar uma secglo transversal

com o formato de um reténgulo?

Figura 4

Um problema como esse encoraja os alunos a reverem n palavrs

reténaulo, 3 pensarem sobre propriedades de retfngulos e
verem como os retdngulos se relacionam com ountras figuras,

Habilidad ba i

Un curso de Geometris provavelmente salienta 0 uso de
linguagem mais do que qualquer outro curso matemidt ico. Hd
abund@ncia de wvocabulario para  oe alunos aprenderem. Hi
definigches precisas, Héd postulados £ Proposicres que
descreven proprigdades de figuras e relaches entre figuras.
Pede~se aos alunocs gue leiam muits material ¢ gque escrevan
SURs Praprias demonstracres.

Alguns slunos tém dificuldade consideravel guando

estlo fazendo = descriglo de um conceito ("Eu o entendo, mas
niEo posso  dizf~lo”). Oz =alunos frequentemente expressan
idédias de MANE {r]Re  LNPFrec tsas que  destoaw das dos
professores ¢  textos. Um aluno poderis dizer, "Um circulo &
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uma linha  redonda”, ou “Um bissetor perpendicular atravessa
o meio e fica em pé-.

Formulaghes precisas poden ser forcadas nos  alunos
antes que estejam prontos -~ antes que tenham ¢les mesnos a
oportunidade de descrever conceitos & reconhecer a falta de

precisio nas suas afirmacfes.

Hahilidad e d ;

0Os cursos de Geometria fornecem oportunidades para o6
aluncs expressaren suas idéias em desenhos ¢ diagramas. Na
vida posterior, alguns alunos podem ter mais necessidade de
fazer um desenho de uma situacglo geométrica do que um provar
teorema .

iz habilidades de desenhar podems, & provavelmente
deven, ser desenvolvidas em cursos de Geomeiria, € as
atividades ajudam com frequéncia a preparar alunns pars

aprender mais tarde, relacfes geomdtricas.

Ha ocasides em gque podemos ter mais necessidade de fazer
um desenho  de uma  situncBo geomdtrice do  que provar  um
teoremns.

Por exemple, usar uma végua € transferidor para fazer
desenhos ajuda & preparar o0s alunos para oz postuladoes de
régua & angulo. Fazer construgles Ccom COMPasso & esq9uadro
no comego do curso ajuds os alunos a entenderem propriedades
das figuras. Usar reticulados ou papel quadriculado sjudsa
os estudantes v desgenharem figuras satistatdrias em duass o
trés  dimensies. O reticulador podem ser usados para
preparar para  conceitos de drea & volume, bem como para
senglhanca. Por exemplo, PECE B0E S8u% alunos para fazerem

desenhos de figuras tujos lados s8o proporcionais a uma dada



Figura, tal como uma caixa cujos lados sejam duss vezes
maiores aue o0s da caixa mostrada na figura 2.

S aas
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Essa atividade encoraja o0& alupnos @ wnalisarem
Figuras, & wWsar razdo € proporglo, € a considerarem figuras

ggmnelhantes.

Habilitad 169 )

A Geometria € uma das matérias do curriculo aue mais
ajudam o8  alunos aprenderem = analisar a2 Fforms de  un
argumento € & reconhecerem a forma de argunentos vialidos e
nao-validos no contexto de Figuras geometr icas €,
posteriormente, em problemas da vida didria.

Infelizmente, alguns cursos  de Geomgtria podem
encoradar menorizacldo sem entendimento. Alguns Rlunos que J&
estudaram Geometria dizem gque eles "sg  wviravanm através da
memor izagBo de provas de teoremas. Quandeo isto acontece ndg
derrotamos v Justificativa popular para sstudar este tema
qual seja “desenvolver habilidades de raciocinar . Esta
deficiéncia pode, ¢ tlaro, ser culps mais do professor que
dog cursos preparados. dNo entanto, o resultado € o mesmo.

Para os aluncos desenvolverem habilidades l1dgicas,
muitos necessitam trabalhar informalmente com idéias
itlustrativas ¢ verbais antes de serem introduzidos hs regras

da ldgica. Eles devem estar conscientes das anbiguidades da

[£. 3
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linguagen, dos wusos de quantificadores, e assim por diante.
Essas atividades poden ser t8o divert idas guanto
instrutivas. Por exemplo, considere a ambigua frase da placa
de uma mercearial "Por que pagar pregos mais altos em outro
lugar? Compre agqui’ .

A habilidade de desenvolver um argumento ldgico num
contexto geométrico pode focalizar-se num diagrama com
certas informagdes dadas, os alunos s%0 convidados a chegar
& conclusBoc baseados nas informacdes dadas. Os alunos
parecem neceEssitar de experiéncias com esee:x tipos de
atividades numa base inforaal, por exemplo, pergunte a eles
se ha informag8o suficiente dada no trapezdide mostrado na
figura B para  achar a &drea de THOR. Os alunos sio
encorajados a estudar a informacio dada, deduxir informagfes
adicionais sobre = Ffigura, ¢ resoclver o problema. At ividades
desse tipe poden ajudar os alunns 3 desenvolverem suas
habilidades l1dgicas informalmente antes de aprenderem &

gescrever uma prova formal.

Figura 3

Geometria sionifica wmais do  que apenas “medigio da
terra’. O gregos usavan & palavea mathema parsa indicar
"aquilo aqug £ aprendido’. Eu imagine  que o aregos viam a

Matemdt ics como um estudo aprofundadce dr fenifmenos ficicos.
Essa visBo € bem ilusirada nz escols Pitagdrica, gque &

utilizava para explicar misics, arte ¢ ciéncia. Por exemplo,



uma seccBo  transversal de uma célula de colméia tem = Fforma
de um hexdgono regular. Um estudo da estruturs de  ums
colméia leva naturalmente 3 questfes sérins sobre hexsdgonos.
Descrever movimentos dos planetas leva = questBes sobre
circulos, elipses, esferas, € assim por diante. Poderianos
ver a Matemdtica como o estudo de estrutura - frequentemente
sugerido relos Ffendmenos Fisicos.

Alguns aluncs dizem que eglees  "se viraran®™ em  Geometriz
atraves da memor izaclo de provas.

Atualmente a ideia de descrever fendmenos
matemat icamente € chamado de Modelagem Matematica. Pela
andlise de um  modelo podemos, frequentemente, prover
informacfies sobre os fendmencs originais. Um dos melhores
gxenplos antigos de um  modelo matemdtico € encontrade nos
glementos de Euclides, aue pode ter sido o resultado de uma
tentative de descrever ldgicamente o universc como era
conhecido para o0s gregos. Modelos matemditicos slo wsados
haije em YA I8 CAnMPDS como agricultura, hiologia,
administracio, geografia, e psicologia.

Dedicando ma s tempo 8o desenvolvimento de

habilidades de modelagem nds  seremos capazes de praover os

alunos cowm mais =aplicacdes praticas de Geometriz que
QCOrren, por eremplo. em arguiteturs, astronomia, &
engenharia bem como aplicacdes do raciocinie que s8p usadas

por advogados, pEssSORs de negocios, & consumidores.

NIVEIS DE DESENVOLYVIMENTO MENTAL EM GEOMETRIA:

Em 4209 P.H. van Hiele, um professor da  Holands,
relatou eatudos que ele € Sus €5POSE  CORduTiram sobre o

desenvolvimento mental em Geometris (vap Higle 1999;  wvan



Hiele 4973; Wirszup 1976). Eles idenficaram cinco niveis,
que tomei a liberdade de descrever.

. v o o
Vizvalizagdo ou

Nivel %: Reconbecimento. 0 aluno aprende algum vocabulario e
reconhece uma forma como um todo. Por exemplo, neste nivel

um alunc reconhecerid um  desenho de  wum  reténgulo, MAas
provamente nEo terd consciénecia das 51185 muitas
propriedades.

Nivel 2° @ndlise. 0 aluno analisa propriedades de figuras.
Nesse nivel, um aluno pode perceber que os lados opostos e,
possivelments atéd as  diagonais de  um retfngulo, sHo
congruentes mas nlo notard como os retingulos relacionam-se

com o8 quadradeos ou oz trifngulos retangulos.

Dedvgde (nlovaal wu

o

Nivel 3: Qrdenacfo. 0 aluno ordens logicamente figuras e
entende interrelacies entre elas & a importinciz de

definigfes acuradas. Messe nivel um aluno entenders pOr4qye
todo quadrado € um retdngulo, mas pode nio ser capaz de
explicar, por exemplo, por que as diagonais de um retingulo
580 congruentes.

Nivel 4 DeducBo. O aluno entende o significads de deduclo e
o papel de postulados, tsoremas e provas. Nesss nivel um
alupo serd  capazr  de  usar 0 postulado LAL  para  provar
afirmaciies sobre retfdngulos mas nio entenders porgqus &
neEcessario postular = condiciko  LAL. (Buyrkit 4197i: Krause
1975 & como © postulado LAL conecta as medidas de distfncin

e de angulos.

Nivel 5! Risnr. 0 aluno entenders a importdncia de precisio
ag lidar com fundamentos = interrelagbes entre estruturas.
Egsse nivel mais avangado € raramente alcangado por alunos de
nivel secunddrioc. Nesse nivel um aluno entende, por exemplo,

come o postulado das paralelss {euclidiane! relacionz—se X



existéncia de retfngulos € que na Geometria nio-euclidiana
os retangulos nlo existem.
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Dedicar tempo demais a provas Formais btira um tempo
precioso do desenvolvimnento de outras habilidades
geondtricas.
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A pesquisa de P.H. wvan Hiele indica gque para alguns
alunos atuarem mais adeqguadamnte num dos niveis avancados,
devem dominar boas porcdes dos niveis anteriores. 0s alunos
que tém dificuldade na Geometria do secunddrio (nivel 4)
podem entrar no cursc sem ter saido do nivel 1. As suas
experiéncias da 72 série ao 4° ano do segundo grau podem ser
base insuficiente para habilitéd~los = trabalhar no nivel 4.

As tabelas que Seguem d8o exemplos de vdrias
habilidades aque poderiam ger esperadas dos alunos em
diferentes niveis de seu desenvolvimento em Geometria.

A tabela 1 apresenta amostras de descricies de
habilidades para cadas &ares mencionada na primeivra  seclo,
"Habilidades em Geowetria’, em termos dos niveis aque sio
relacionados nz  se¢loc "Niveis de desenvolviments mental”.
N80 sBo as unicas habilidades, ¢ clarp, apenas ums amostra.
Além disso, alguma interpretaclo € necessaria. Por exemplo,
a palavra “figwrat  deve ser interpretada como idéia
geométrica, ou um desenho de um espécime geométrico, ou até
mesmo um simbolo.

Na tabelwn 2, escolhi arbitrariamente o tépico ds
ret@ngulos para ser uma base para problemas que 08 alunos
podem ser capazes de resolver em cads uma das virias areas

de habilidades & niveis mentais.




N&o pretendoc que elas sejam as melhores questBes
pussiveis, apenas exemplos. Além disso, algumas questdes

certamente servem para mais de uma area de habilidades.

RESUMO

g minha opinifo, baseada em numerosas observacfes de
sala de aulas, discussdes com outros professores e com
alunos, & A{infelizmente) minhags prdprias experiéncias, que
muitos cursos de Geometria para o secunddrio dio uma &nfase
grande demais no desenvolvimento pelos alunos, da habilidade
de escrever provas formais. Quando isto acontece, retira-se
da classe um tempo preciosos que poderiz ser usado para
fornecer acs alunos ewperifncias em outras habilidades,
possivelmente mais prédticas, de natureza geométrica. Além
digso por COMEERr Ccom  provas formals cedo demais num Curse
de Geometria, podemos nEo levar em conta aqueles alunos que
ainda n8o alcangaram um nivel suficientemente alto de
desenvolvimente mental que 0% capacite B trabalhar
adequadamente no nivel formal.

Estou ministrando um curso de Geometria para o 29
grau agora, onde dedicauns o primeiro semestre inteiro a

uplorar conceitos geometricos informalmente, sem a
necessidade de provas. Isto capacita os alunce a estudar em
o que eles chamam coisas divertidas' engquanto se pPreparan
para aspectos mais formais (nivel 4) na segunds metade do
curso. & interessante que durante a parte informal do cCUrso,
um aluno  tentard explicar porque ele ou ela  acha que uma
afirmaglo € verdadeira. 0 aluno realmente esti raciocinando
come  para uma  prova sem  ser confinado & escrever as

sentengas © raz%es num formato de duyas colunas.

Deixe o primeiro semestre de unm  tureo de Geometr iz ser i
desenvolvimento intormal de vocabuldrio & conceitos. Guarde
a dedugio para o segundo semestre.

10
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Isso €, obviamente, uma pratica que & empregada por
muitos professores através de todo um curso de Geometria.
Estou simplesmente sugerindo que os alunos precisan ter
essas experié@ncias informais antes da introduci%o da prova
formal .

A medida que nos tornamos mais conscientes de como os
alunos aprendemn Geometria, podemos fornecer~lhes
exper iéncias de aprendizado mais efet ivas.

Possivelmente a tarefa mais dificil que temos &
nltrapassar nossc Proprio sistema mental de  como era  a
Geometriz quando a estudamos no 2° grau. Certamente,
Geometria € mais que prova, C.g.D.
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TABELA I
HABILIDADES BASICAS EM GEOMETRIA

HAVEL
HABILIDADE

I RECONHECINENTO

11 ARALISE

1T oRDENACRD

1V DEDUCED

¥ RIB0R

VIStAL

Reconhece #igurss
diferentes de un
deserhs, Reconhe-
ce informacdes ro
tulada numa Fign-
ra.

Percebe as pro-
priedades de uma
figurs como par~
te de uma fidgu-
ra waior.

Reconhece inter-
relagbes diferen
tes tipos de Hi-
guras. Reconhece
proprigdades co-
sins de diferen-
tes tipos de #i-
quras.

Usa informagio
sobre uma tigu-
ra para deguzir
outras informa~
gdes.

feconhece supo
siges injusti
ficadas feitas
atraves do yso
de figuras,
Concebe figu-
ras relaciona~
das ex virios
sistesas dedu-
tivos,

VERBAL.

fssacis o noas
correto com gss
figura dada.
Interpreta  sen-
tengas que des~
creven figuras.

Descreve acura-
damente virias
propriedades de
usa figura,

Detine palavras
precisa ¢ conci-
samente, Formula
sentengas  mos-
trando interrela
toes entre figy-
rag.,

Entende 2 dig-
¢do entre deli
nigbes, postu-
ados e teore-
#as. Reconkece
o que é dado
nus probliess ¢
o que s pede
para schar ou
fazer,

Forsals exten-
soes de resul-
tados conheci~
dos. Descreve~
varios siste-
#as dedut ivos,

DESERHD

Faz esquemas de
figuras identifi
cando  acursde-
wente as partes
dudus.

Traduz sues #i-
gurd a inforsa-
a0 verbal da-
da.

Usa as proprie~
dades de  figy-
ras para dese-
nhar oy cons-
truir as  figy~
ras.

Jadas certas §i-
guras € capaz de
construir oubras
figuras relacio-
nadas s figuras
dadas.

feconheze quan
do & coNp usar
elementos auxi
ligres numa i
gura. Dedur 3
partir de  in-
{orsacdo dada
coxs  desenhar
oy construir
uga figura es-
especifica,

Entende as }i-
mitaghes e ra-
pacidades de
varins instru-
mentos de  de~
senho,  Repre-
senta pictaria
mente concei-
tos atipicos
e8 virips gis-
temas  deduti-
vos.
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HABILIDADES

TABELA I

BASICAS EM GEOMETRIA

RIVEL
HAGILIDADE

T RECONHECIHENTD

11 ANALISE

111 DROENACAD

1V DEDUCAD

Y RIGOR

L6GICA

Percebe que W
diferencas e se
selhangas entre
tiguras. Enten-
de & conserva-
¢do da forma de
figuras es posi
goes  diferen~
tes.

Entende que fi-
guras podem ser
classiticadas
ex Lipos dife-
rentes, Perce~
be que proprie-
dades podes ser
usadas para dis
tinguir as figu
ras.

Entende wualida-
des de uma boa
definicio. Usa
propriedages de
figuras para de-
terpinar se usa
classe de  tigu-
ras estd contida
suma outra clas-
58,

Usa regras de
16gica para de
senvolver pro-
vas. E capaz
paz de deduzir
consequéncias
a partir de in
forsacio dada.

Entende 35 li~
nitagtes e ca-
pacidages de
hipiteses ¢
postulados.
Sabe quando um
sistema de pos
tulados € inde
pendente, con~
sistente ¢ ca-
tegdrico.

PAPLICACBES

Identifica tor-
§is geometricas
en ohietos fisi
cos.

Reconkece pro-
priedades geond
{ricas de phje-
tos fisicos. Re
presenta fendue
nos fisicos em
papel ou nus go
delo.

Entende o concei
to de ux  sodelo
matesdtico  que
represents rela-
ses entre obje-
tos.

€ capaz de de-
duzir proprie-
dades de obje-
tos a partir
de informagtes
dadas ou obti-
das. E capaz
de resolver
problewas que
relacionan
ohietos.

Usa modelos ma
tewit itos para
representar

sistenas abs~
tratops. Desen-
valves sodelos
aatesitizos pa
ra descrever
fenomenos Hisi
£os, saciais ¢
da natureza.
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TABELA I1I
EXEMPLOS DE PROBLEMAS PARA AS AREAS DE HABILIDADES

iVEL Y SECOMHECTMENTO | 1T ANALISE 11T CRDENACED ¥ DEDUCRD ¥ RIGOR
TLIDASE
blSUéL Qual das tigu- Quantas  retas | Voce pode encon- | Um pedage re- | Existe um re-
ras abaixo € de simetriz di- | trar 3 secgdo | tangulsr de pa | tdnguln ex
un retingulo? ferentes tes u | transversal de | pel pode ser | geometriz de
retiagulo? ua tetraedro que | enrolado para | chofer de taxi
i‘<;i:::::::::::;, tem a forsa  de | formar a seper | cwjas  diage-
- un retingulo? ficie lateral | nais ado sho
de un cilindro | congruentes?
2. } circular,
Que  formx de
D papel 8 neces-
3 saria para fa-
zer us cilin-
dro circular
4. ohlique?
WERBAL Para o retingu Enomere tantas | Escreva uwa de- | Qual  destas | Ewpliwe por-

3~ Que

1o #8CD,
i~ Como se cha

Wik 0% segEen
tos AC & BRY

2- Que  angulo

¢ opostd a
ABC?

ados
sin adjsren-
tes a BL2

proprigdades de
us  retdngelo
guantas  voce
puder .

finiclo breve e
cuidagosa da pa-
lavra retingulo.

afirsagles ¢

yaa definigio?

Qual € um pos-

tulado? £ qual

¢ um teorema?
i~ Un retangu-
16 ¢ us para~
lelepipedo
con us dagulo
reto.

2- & drea de
un retingulo
£ igual ao
produte  dos
conpr teentos
de dois lados
adiacentes.

3~ Ua retingu~
fo con diago-
nais perpendi
culares € us
quadrado.

que retangulos
pio existes ny
geowetria ndo-
guclidiana.




TABELA IX :
EXEMPLOS DE PRUBLEMAS PARA AS AREAS DE HABILIDADES

1 RECOMHECIMENTO

I1 ANALISE

111 OROENACAD

1V DEDUCRD

v RIGOR

como s2 mostra
na figura, 3
nova figura €
tasbés um re-
téngaln?

sinads por sen
perinetro? Se
dois retangalos
tex perimetros
tguais,  suas
argas tambes
580 iguais?

i~ Todo retdn-
gule € um
quadrads

2~ Todo quadra
do & ug retdn
sula,

3~ Ge as diagg
nais de um p3
ralelogramo
530 congruen-
tes, a figura
£ 4k retange-
1o,

gonals de us
quadrilaters

sin  congruen-
tes, 2 figura
¢ ua retingulo

DESEWI Utilize reticy Construs um re~ | Dados o tridn- Dois cilindras | Dado um circu-
lados coso o tingulo dade o | ouloABC e o tén o weswo ta | lo € possivel
sostrado, para compriments de | retdngule xanho e forma- | usando  sowen
desenhar ur re us lade e de | ¥XYZ. Usando o to. Faga um g2 | te, compasso
tingulo WXYZ wes disgonal, CORPASED © re- senho 43 re- | ¢ régus, copse
coM CONPrigen- 4ua, inscreva gido que estes | truir um  re-
tos de lado de us retingulo cilindros tes | tAngulo igual
4 ¢ 7 unidades en ABC que se- €8 CORNM. ea drea v

ja semelhante circulo?
YL,
o
i 5 /’

LABICA Se um retingu- A drea de us re | Verdadeiro ou Prove  oune- | Usa ver que
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TABELA II
EXEMPLOS DE PROBLEMAS PARA A8 AREAS DE
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