Geometria Analitica

MAT 341 — Brolezzi



A Geometria surgiu por necessidades praticas e estéeticas, ajudando a
descrever formas da natureza e criadas pelo homem.




Na Grecia antiga, o ambiente de debates e as trocas comerciais com
outros povos ajudaram a desenvolver as habilidades de argumentacéo e
demonstracéo, e a Geometria foi uma das primeiras areas do
conhecimento a ser organizada de forma logica.
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Greécia antiga: ambiente de debates e as trocas comerciais com outros
povos ajudaram a desenvolver as habilidades de argumentacao e
demonstracao.

Geometria: fol uma das primeiras areas do conhecimento a ser

organizada de forma logica.
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Conicas, de Apolonio (15-100)
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Parabolas:

“Lugar geométrico dos pontos equidistante a uma reta € um ponto fora
dela”.




Os gregos antigos
estudaram curvas

associadas ao cone X 'f?_- -
fornecem formas oo s S F g,
geometricas muito X
interessantes, e a e\
matematica esta e Lgss
e
presente na vida e na checado
natureza.
Podemos enxergar as \‘:\ j\
conicas observando o 3
corte que o plano da
parede faz em um cone \?‘
de luz emitido por uma \ ,L_-

lanterna.
parabola

hipérbole



As coOnicas foram
primeiro identificadas
por Menaecmos em
340 aC e depois
estudadas por Apolonio
(262-200 aC).
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As coOnicas foram
primeiro identificadas
por Menaecmos em
340 aC e depois
estudadas por Apolonio
(262-200 aC).

elipse



As coOnicas foram
primeiro identificadas
por Menaecmos em
340 aC e depois
estudadas por Apolonio
(262-200 aC).

circulo



Cénicas e a duplicacao do cubo

O interesse grego pelas secgdes conicas provavelmente teve inicio na tentativa de
resolver o problema classico da duplicagdo do cubo,um dos trés problemas insol-
veis da Grécia Antiga (insoltveis, dentro da Geometria, com os instrumentos eu-
clidianos, isto é, com régua sem marcas e compasso. Os outros dois sao a quadra-
tura do circulo e a trisseccdo do angulo).

0s trés
de construgdo com régua e
COMPasso

Duplicagédo do cubo:
construir o lado de um cubo
cujo volume é o dobro do de
um cubo dado.

Trisseccdo de um angulo:
dividir um angulo arbitrario
em trés partes iguais.
Quadratura do circulo:
construir um quadrado com
areaigual a de um dado
circulo.



Uma das histérias do problema da duplicagdo do cubo diz que, para se verem li-
vres de uma peste, os habitantes de Delos teriam recebido orientacao do Oraculo
de Apolo para dobrar o tamanho do altar desse deus, que tinha o formato de um
cubo. Tal problema teria sido levado a Academia de Platdo, onde foram sugeridos
varios procedimentos.

Por volta de 440 a.C., Hipécrates reduziu o problema & obten¢ao de duas médias
proporcionais (digamos, x e y) entre dois segmentos de retas medindo a e 2a.Tal-
vez ele tenha observado as seguintes relacées entre as arestas de um cubo e do
cubo duplicado: sendo a a aresta de um cubo original e x a do cubo duplicado a
partir deste, temos 2a’ = x. Duplicando x* e chamando a nova aresta de y, obte-
mos 2% = 2. Através de nova duplicacdo, chegamos a 2y’ = 4x* = 83’ = (2a)’.



Hipocrates de Cas
(aprox. 470-410 a.C.)

Ou seja, ha uma proporcionalidade entre os segmentos a, x, y € 2a do tipo:

a:x 2 x:y :: y:2a. Em notacdo moderna, podemos escrever as proporgoes por meio
. d ~ . . - .

das igualdades = = X _ Y  ques3o equivalentes as duas equacdes de parabolas:

X y 2a
y?=2ax e x*=ay.



Mais tarde, Menaecmus (aprox. 380-320 a.C.) descobriu que o problema poderia
ser resolvido pelo estudo de um cone circular com um angulo reto no vertice, e,
provavelmente, foi o primeiro a identificar uma familia de novas curvas, que mais
tarde receberiam os nomes de elipse, parabola e hipérbole.

Seu raciocinio contava apenas com a Matematica da época; ele ndo foi auxiliado pela notagao
algébrica da Geometria Analitica, nem péde utilizar esquemas tracados em um plano carte-
siano. Menaecmus propunha que se poderiam encontrar as médias x e y de Hipocrates obser-
vando o encontro de duas parabolas no cone, o que, em notacdo moderna, significaria resolver
o sistema de duas equacdes: y? = 2ax e x? = ay. O ponto de encontro das parabolas indicaria
os valores de x e y, tais que a/x =x/y = y/2a.

A.Mostre que, partindo das equacoes das parabolas acima, é possivel provar que as coorden
das (x,y) da sua interseccao ( (0,0)) satisfazem x* = 2a’ e y? = 42°,

B. Partindo do item A, conclua que a/x = x/y = y/2a = 1/2',



Observe que obtivemos algo que nos parece evidente: x = 2*a; sabemos que essa igualdade é
equivalente a x* = 2a*>. Embora os gregos nao trabalhassem com Algebra simbélica, nem com
representacoes de numeros irracionais, mostraram que o problema da duplicacdo do cubo po-
deria ser resolvido por meio de constru¢des geométricas, utilizando seccdes conicas. Isso se
daria de modo analogo a solucao geométrica para a duplicagdo do quadrado, no caso do pro-
blema de Socrates. A associacao entre a idéia de proporcionalidade, mais presente no estudo
das semelhancas, e outras idéias, como medidas de volumes e areas, é bem tipica da contribui-
¢ao grega para o crescimento da Geometria.



Na Europa, as invasdes barbaras e o crescimento do cristianismo levaram
ao declinio da cultura classica antiga.

Morte de Hipatia (370-415)




Fim do Imperio Romano do Ocidente (476)

O imperador Justiniano (482-565) fecha as ultimas escolas e academias
filosoficas.

Iniciou-se a Idade Media.




Estudiosos europeus:
acolhidos em cidades da
Pérsia e em Bagda

Casa da Sabedoria de
Bagda: estudos de
Matematica continuavam a
se desenvolver.

Cria-se uma nova Algebra.




Omar Khayyam (1050-1122):

poeta, astronomo e matematico
persa.

Escreveu sua Algebra propondo
resolver equacdes até do terceiro
grau por métodos geometricos:

secoes conicas:
parabolas, hiperboles e elipses.

Omar Khayyam aproximou Algebra
e Geometria.




Tomada da cidade de
Constantinopla pelos turcos
otomanos em 1453.

Fim do Impeério Romano do
Oriente e da Idade Media.

Entre o final do século XIV
e o final do século XVII:
Renascimento.
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No Renascimento, a Europa passou a produzir uma nova arte, filosofia e
ciéncia.

Alessandro Botticelli (1444-1510) Alegoria da Primavera



Com o renascimento, a Europa passou a produzir uma nova arte, filosofia
e ciéncia.

Alessandro Botticelli (1444-1510) O Nascimento de Venus




Com mais liberdade e uma visao em gue o homem era o centro de todas
as coisas, iniciou-se uma forma nova de abordar a vida e a ciéncia.



Galileu Galileu (1564-1642) incentiva seus discipulos a pesquisarem
sobre o movimento e seus principios cientificos.



Galileu Galileu (1564-1642) incentiva seus discipulos a pesquisarem
sobre o movimento e seus principios cientificos.



Traducéo da Algebra arabe no continente europeu: novos estudiosos de
Matematica.

Francois Viéte (1540-1603): denominou sua Algebra de “arte analitica”

Analise: decomposicio ou separacao.

Ao resolver equacdes ha o processo de subdivisdo de uma expressao
maior em outras menores.




Pierre de Fermat (1601-1665) e René Descartes (1596-1650) passaram a
trabalhar na relacdo entre Geometria e Algebra.

Isto é, entre

Geometria e a Arte Analitica, originando assim a Geometria analitica.




O seculo XVII foi fertil em descobertas cientificas em diversas areas.
Neste quadro, na mesa ao lado direito, vemos a rainha Cristina da Suécia
(1626-1689) e René Descartes.




Cristina e Descartes que conversam frente a frente na mesa.



Século XVII na Europa: a Idade da Razéo.

Geometria grega: lugar geométrico, constru¢cdes com régua e compasso
de curvas e formas.

Algebra arabe: relacdo entre equacdes e geometria.
Fermat e Descartes: Geometria analitica:
Ponte entre 0s dois “mundos”: a geometria grega e a algebra arabe.

f(x)=ax* +bx+c



As coOnicas aparecem
nas leis de Kepler
(1571-1630), que

explicam os
movimentos dos
planetas.
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As coOnicas aparecem
nas leis de Kepler
(1571-1630), que

explicam os
movimentos dos
planetas.
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Johannes
Kepler

MAGYAR POSTA

1571-1630




As coOnicas aparecem
nas leis de Kepler
(1571-1630), que

explicam os
movimentos dos
planetas.

Johaﬁhes
Kepler

‘' MAGYAR POSTA

1571-1630
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As coOnicas aparecem
nas leis de Kepler
(1571-1630), que

explicam os
movimentos do
planetas.
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As coOnicas aparecem
nas leis de Kepler
(1571-1630), que

explicam os
movimentos dos
planetas.
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As Orbitas dos planetas do
sistema solar sao elipses
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As coOnicas aparecem
nas leis de Kepler
(1571-1630), que

explicam os
movimentos dos
planetas.

12 lei de Kepler: Os planetas
giram em torno do Sol, em Orbitas
elipticas, nas quais o Sol ocupa
sempre um dos focos.

7 N



As coOnicas aparecem
nas leis de Kepler
(1571-1630), que

explicam os
movimentos dos
planetas.

22 lei de Kepler: A linha que e
liga 0 Sol a um planeta varre dreas
iguais em tempos iguais.

SOL

Assim, como conseqiiéncia desta lei, um planeta se move mais depressa quan-
do préximo do Sol (periélio), e mais devagar quando longe dele (afélio).



As coOnicas aparecem
nas leis de Kepler
(1571-1630), que

explicam os
movimentos dos
planetas.

32 lei de Kepler: O quadrado do tempo T, necessdrio para um planeta com-
pletar uma volta em torno do Sol, é proporcional ao cubo do semi-€ixo maior @ da

elipse.
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Agora, vamos construir
as conicas usando
modelos obtidos por
dobradura.
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dobradura.




Agora, vamos construir

do

as conicas usan

modelos obtidos por

A

dobradura.
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Agora, vamos construir
oni usando
modelos obtidos por
dobradura.




As conicas definidas
por lugar geometrico
podem ser construidas
a partir de suas
propriedades basicas,
usando folhas
apropriadas.



Dada uma reta |, chamada
diretriz, e um ponto F que
nao esta em |, chamado
foco, uma seccao conica é
o lugar geomeétrico dos
pontos P para os quais a
razao

distanciade P a F
distanciade P a |

@ constante.

Essa constante chama-
se excentricidade da
conica (e).

Temos trés casos:

O<e<1 = elipse
(“falta”)

e=1 = parabola
(*comparacao”)

e>1 = hiperbole
(“excesso”)



PO + PF = 2a
2a = comprimento do fio

OF = 2c
2¢ = distancia focal

67%




PO + PF = 2a
2a = comprimento do fio
a = semi-eixo maior
OF = 2c
2¢ = distancia focal

b2 - a2 — C2
e =cla
O<ex<l
(excentricidade)
define o tipo da orbita

N

x%/a? +y?/b?=1

equacao reduzida da
elipse




As Orbitas dos planetas do
sistema solar sao elipses
com excentricidade
pequena




As orbitas dos planetas do Orbitas dos planetas
sistema solar sao elipses externos
com excentricidade




As orbitas dos planetas do Orbitas dos planetas
sistema solar sao elipses internos
com excentricidade




Vejamos os valores das Charting the Planets
excentricidades das orbitas
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IPO - PFI = 2a
OF =2c
O F
b2 + a2 — C2
e =cla
e>1 x2fa? -y?/b?=1
(excentricidade) equacaoreduzida da

hipérbele



