Porcentagem



(Enem-2014) Os vidros para veiculos produzidos
por certo fabricante tém transparéncias entre 70%
e 90%, dependendo do lote fabricado. Isso signifi-
ca que, quando um feixe luminoso incide no vidro,
uma parte entre 70% e 90% da luz consegue atra-
vessa-lo. Os veiculos equipados com vidros desse
fabricante terao instaladas, nos vidros das portas,
peliculas protetoras cuja transparéncia, dependen-
do do lote fabricado, estara entre 50% e 70%. Con-
sidere que uma porcentagem P da intensidade da
luz, proveniente de uma fonte externa, atravessa o
vidro e a pelicula.

De acordo com as informacdes, o intervalo das por-
centagens gque representam a variacao total possi-
velde P é:

(A) [35;63]

(B) [40;63]

(C) [50;70]

(D) [50;90]

(E) [70;90]



(FUVEST 2020) Se, em 15 anos, o salario minimo teve um aumento nominal de
300% e a inflagao foi de 100%, e correto afirmar que o aumento real do salario
minimo, nesse periodo, foi de

O (A) 50%.
O (B) 100%.
O (c)150%.
O (D) 200%.
O (E) 250%.



(Fuvest-SP-2001) Um comerciante deu um desconto
de 20% sobre o prec¢o de venda de uma mercadoria
e, mesmo assim, conseguiu um lucro de 20% sobre
O pre¢o que pagou pela mesma. Se o desconto nao
fosse dado, seu lucro, em porcentagem, seria:

a) 40%. ¢) 50%. e) 60%.
b) 45%. d) 55%.



(Enem-2013) Para aumentar as vendas no inicio do
ano, uma loja de departamentos remarcou os pre-
¢os de seus produtos 20% abaixo do prego original.
Quando chegam ao caixa, os clientes que possuem o
cartao-fidelidade da loja tém direito a um desconto
adicional de 10% sobre o valor total de suas compras.
Um cliente deseja comprar um produto que custa-
va RS 50,00 antes da remarcacao de precos. Ele nao
possui o cartao-fidelidade da loja. Caso esse cliente
possuisse o cartao, a economia adicional que obte-
ria ao efetuar a compra, em reais, seria de:

(A) 15,00

(B) 14,00

(C) 10,00

(D) 5,00

(E) 4,00



HJuros

Juro éaremuneracao do capitalempregado ou a remuneracdo cobrada pelo em-
préstimo de dinheiro. Se aplicarmos um valor (que chamamos de capital) durante

um determinado periodo de tempo, ao fim do prazo esse valor iraaumentar. O valor
final é chamado montante, e 0 aumento € o juro.



i Juros simples

Sao chamados juros simples os valores obtidos na situagdo em que, ao longo do

tempo, apenas o capital inicial rende ganho. Se utilizarmos as letras C para capital,
M para montante e para juro, teremos:

j=M-C

E importante perceber que os juros sao, em geral, expressos em valor monetario.
Por exemplo, se um capital de R$100,00 for investido por um perfodo e resultar em
um montante de R$102,00, os RS 2,00 de diferenca sao o juro. Ja ataxa de juros € em

geral expressa em porcentagem. No caso, a taxa de juros seria % = 2%.



Se esse capital fosse mantido nesse investimento por dois perfodos consecutivos,
e 0S mesmos juros simples fossem computados novamente, terfamos de multiplicar
o total de juros por 2, que seria, entdo, de R$4,00. Chamando de i a taxa de juros e de
t o nimero de perfodos em que os juros sao calculados, temos:

j=C-i-t

Nesse mesmo exemplo, se fodssemos calcular os juros que essa aplicacao renderia
em 6 meses, teriamos de fazer:

qugg.z%.5:100~i-6=12reais
100



i Juros compostos

Os juros compostos sdo o0s juros comumente praticados no mundo das
financas. Se na situacdo que vocé estiver analisando, seja em problemas
de Matematica, seja em situacdes da vida pratica, ndo for mencionado
explicitamente que se trata de juros simples, entdo vocé deve enten-
der que se trata de juros compostos, ja que eles sdo os mais utilizados
na pratica. Nesse tipo de juros, apos cada periodo de tempo a que se
refere a taxa contratada, os juros ganhos sao somados ao capital (ou
seja, sao capitalizados) e, no novo periodo, os juros somados incidem
sobre esse montante.



Podemos dizer gue 0s juros compostos sao composicdes de juros sim-
ples aplicados em cada perfodo. Ou seja, se for feita uma aplicacdao em
um unico perfodo, juros simples e compostos rendem a mesma quantia.
Mas se houver mais de um periodo, enquanto os juros simples continuam
sendo calculados sobre o capital inicial, os juros compostos sao calcu-
lados sobre o montante do final do primeiro periodo. Sao os chamados
“juros sobre juros”.



Paravisualizar isso, observe a sequéncia de valores dos dois regimes
de juros, o simples e o composto, para um capital inicial de RS 100,00,
uma taxa de juros de 2% ao més e um periodo de 12 meses. Note que,
nesse exemplo, o capital e depositado apenas umavez, rendendo juros
ap6s o primeiro més de aplicacao. Ao final do perfodo, teremos o mon-
tante, que corresponde a esse capital inicialmente depositado somado
aos juros que foram incorporados.



- Regime de juros simples Regime de juros compostos

Més Montante (em reais) 0 que foi feito Montante (em reais) 0 que foi feito
100,00 C 100,00 C

1 102,00 M = C(1+ i) 102,00 M, =C(+1i)
2 104,00 M, =C(1+ 2i) 104,04 M,=M(1+)=CO+)0+)=C01+ i)
3 106,00 ME = C(1+ 3i) 106,12 M3= M!{'I +i)=C(1+ip
4 108,00 M,=C(1+ 4i) 108,24 M,=M,(0+1)=C(1+1)*
5 110,00 M_=C(1 + 5i) 10,41 M,=M,(0+0)=C0+1if
6 112,00 M,=C(1 + 6i) 112,62 M, =M1+ i) =C(1+i)
T 114,00 M?= C(1+ 7i) 114,87 MT = Ma['l + i =C(1+1i)
8 116,00 M, =C(1 + 8i) nia7 M, =M1+ 10)=C1+1®
9 118,00 M, =C(1+ 91) 119,51 M, =M+ 0=C(1+1)°
10 120,00 M =C(1 +100) 121,90 M =M+ )=C1+0r°
m 122,00 M, = C(1 + 1) 124,34 M =M (1+0)=C0+iy
12 124,00 Mu= C(1+12i) 126,82 Mu = M“['I + ) =C(1+i)




A diferenca entre juros simples e compostos pode parecer pequena, mas ela se acen-
tua cada vez mais.

» com juros simples:

M, = C(1+ 48i) =100(1 + 48 - 2%) =100(1 + 96%) = 196
® COM juros compostos:

M,z = C(1+ 0)*®*=100(1 + 2%)*® = 258,70

Nos juros compostos, o montante final M esta relacionado ao capital C, aos juros j, a
taxa de juros i e ao nimero de periodos t pelas formulas:

M=C(1+ i j=M-C



Montanted
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300+
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Juros simples X juros compostos



Juros simples X juros compostos

Sdo chamados juros simples os
valores obtidos na situa¢ao em que,
ao longo do tempo, apenas o capital
inicial rende ganho. Se utilizarmos
as letras Cparacapital, M para mon-
tante, j para juro, t para o ndmero
de periodos e [ para a taxade juros,
teremos:

M=C( + it)
j=C-i-t
J=M-—-C



Juros simples X juros compostos

Ja no caso dos juros compostos,
apos cada perfodo de tempo, 05 ju-
ros ganhos sdao somados ao capital
(ou seja, sdo capitalizados) e, no
novo periodo, 0s novos juros incidem
sobre esse montante, de modo que:

M= C(1 + iy
j=M—C



Juros simples X juros compostos

Mas por que foram cobrados juros simples? Em casos como os de taxas
de condominio ou de contas de energia elétrica ou de agua, em que 0s
atrasos no pagamento geralmente sao menores do que uma unidade
de tempo (no caso, 0 m&s), costuma-se cobrar juros simples. Isso porgue
0S juros simples superam 0s juros compostos para periodos de tempo
Inferiores a uma unidade de tempo, se ambos forem calculados a mesma
taxa nessa unidade temporal.



Vamos pensar em um exemplo simples: 0 atraso no pagamento de uma
conta de R$S5000,00 em que se cobram juros de 10% a.m. Em n meses,
0 montante da divida sera calculado da seguinte forma:

no caso de juros simples, pela funcao afim:

M=5000(1+0]1-n)

NO caso de juros compostos, pela funcao exponencial:

M = 5000 - (11)"



5500

5000

juros
compostos

_____________________________ juros simples

-
n (meses)



Paravalores de nentre O e, 0 montante a juros simples e
maior gue a juros compostos. Por exemplo, vamos calcular
osvalores do montante paran = 0,5.

Se 0s juros cobrados forem simples:
M=5000-(1+01-0,5)=RS$5250,00

Se 0s juros cobrados forem compostos:

M = 5000 - (11)°5 = RS 5244,04



Compras parceladas



Um costume arraigado em nossa sociedade € o de incentivar o endividamento
das pessoas por meio da oferta de compras a prazo. E comum que os produ-
tos sejam anunciados ndo pelo seu preco real, mas pelas parcelas mensais, as
quais, segundo 0s anunciantes, sao tao pequenas gue nao causariam grandes
alteracdes no orcamento mensal do individuo. Os ndmeros apresentados nas
propagandas sao 0s das parcelas e costumam ser expostos de modo a chamar

mais a atencao do que os nUMeros que expressaim 0 pre¢o avista, que passa a
ser um dado secundario.



Vamos retomar nossos conhecimentos sobre PGs e calcular a relacao entre a parcela pagae o
montante final do produto.

Para isso, vamos lembrar o que ja vimos sobre a relacdo entre capital e montante.
Capital @ o valor presente de alguma quantia em dinheiro. Montante é o valor futuro de

uma quantia, alterada pela aplicacao de juros.
Assim, a formula:

M=C(1 + i)

pode ser usada para fazer conversoes entre o valor futuro e o valor presente de uma
quantia, dependendo do tempo (n) que ela fica aplicada a taxa de juros i. Ou, ainda,
podemos usar a mesma férmula para verificar quanto uma parcela paga em um més n
de um produto valeria hoje, se fosse paga avista: € o calculo do valor presente de cada

parcela.



Vamos pensar em uma situacao hipotética: vocé deseja comprar uma calca que custa
R$100,00, e as opcdes sdo pagamento a vista ou em uma parcela apés um més, mas,
neste caso, com taxa de juros de 2% ao més. O valor futuro da sua compra é obtido
pela formula:

M=C(0+ 0", comn=1

EssevaloréigualaM =100(1 + 2%) = 102. J& para o valor presente usamos a férmula:

M
0+ 0"

C=

e encontramos C = 102 _ 102 _ 100.Ou seja, o capital € RS100,00 e o montante é

14+2% 102

RS$102,00.



Agora suponha que vocé tenha a op¢ao de comprar a vista, pagando 0s mesmaos
RS 100,00, ou a prazo, sem entrada, em duas parcelas mensais fixas. Chamando de Po
valor dessas parcelas fixas, vamos calcular o valor presente de cada uma delas:

a primeira parcela, daquia um més, temvalor presente de %

P

a segunda parcela, a ser paga daqui a dois meses, tem valor presente de T+
+ 1

A soma dos valores presentes de cada parcela € o preco a vista. Assim, temos:

p ., P

1+ (1407

C



No nosso exemplo, precisamos encontrar o valor Pdas parcelas, resolvendo a seguinte
equacao:
_ P + P
1+002 (140,02

100 =P[— 4!
1+002  (1+0,02)

p=_190 _ 559

19415

Cada prestacao sera de RS 51,50, perfazendo o total de R$ 103,00 a prazo.

Como vocé pode ver pelos calculos acima, o preco da cal¢a, se comprada a prazo,
sofre alteracdo. Se houver juros, quanto maior o numero de parcelas, maior sera ovalor
a prazo.



E se pudéssemos pagar, nas mesmas condicdes, em 6 vezes? Ou em 12 vezes? Vamos
pensar no caso geral em que podemos pagar em n vezes, sem entrada.

A equacdo que temos de resolver na incégnita P é:

Py Py PP

Y O+ (0+1i03 1+ i)

C



Colocando Pem evidéncia, temos uma soma de PG de termo inicial % erazao .

+ 1+1
c=p(1+ L 1)

T+0 0+ (0+i3 (140"
n—1
Fazendo uso da formula da somade PG, 5 =a, - E]q — _temos:
()
C=p| :
1+ 1
T+




Usando essa féormula para obter o valor da prestacao fixa P dado o valor presente a vista
do bemiguala C, temos a férmula da compra de um produto que custa C em n prestacoes
de P, sem entrada, com taxa de juros i:

pzc( L )
1—(0+i)™




Pedro & motoboy e precisa comprar uma motocicleta nova. Veja o preco e as condicdes
de pagamento da motocicleta de que Pedro gostou. Sabendo que os juros, nessa loja,
sdo de 2% ao més, qual é ovalor de cada prestacao? E qual é a diferenca entre o preco

avistaeoprecoaprazo?




0,02
P=3000 (

1—0+0 (}2}‘2‘4) = 3000 -0,05287 =158,61

Entdo, pagando a motocicleta em 24 parcelas fixas, sem entrada, de R$ 158,61, o total
a prazo sera de:

24 -158,61 = 3806,64
Logo, a diferenca entre o prego a vista e o preco a prazo € de:

RS 3806,64 — RS3000,00 = RS 806,64



Calculadora do Cidadao
Banco Central do Brasil

https://www3.bcb.gov.br/CALCIDADAO/

Financiamento com prestacoes fixas

Simule o financiamento com prestacoes fixas

M2, de meses

Taxa de juros mensal %o

Valor da prestacdo |

(Considera-s2 que a 1a. prestac3o nao seja no ato)

Valor financiado |

(0 wvalor financiado n3c inclui o valor da entrada)

Metodologia

Calcular Limpar Voltar Imnprimir




Metodologia do Financiamento com Prestacoes Fixas
Calculo com jurcs compostos e capitalizagdo mensal.

_1=-d+ )"
;

Yo P

Onde:

n = M9 de Meses

j = Taxa de Juros Mensal
p = Walor da Prestagdo
gp = Valor Financiado

Obs.: O cdlculo da taxa de juros (j) é feito por aproximacdo do Valor da Prestacdo (p) com margem de erro sobre p inferior 2 0.000001.



Investimentos



Considere um investimento com depésitos mensais de RS 200,00, durante trés meses,
com juros de 2% ao mé&s; quanto terfamos ao final do 32 més? Veja no diagrama abaixo a
configuracao desse investimento:

C,= RS 200,00 C,= RS 200,00 C.= RS 200,00 M =M +M +M,
‘ 12mes | 29mes 32meés |
n = 3 meses n =2 meses n=1mes
M M M

1 2 3

O primeiro dep6sito (C) ficara investido por trés meses e gerara um montante M.; o
segundo (C,) ficard investido por dois meses e gerard o montante M_; o terceiro (C) gerara
0 montante M, em um més de investimento.



Calculamos os montantes M, M, e M, relativos a cada deposito aplicando a formula
de juros compostos, M= C- (1 + ()", comn = 3,2 e 1, respectivamente, ei = OL =0,02.
Obtemos, em reais, os valores:

M, =200(1 + 0,02)° = 200(1,02)* = 212,24
M, = 200(1 + 0,02)> = 200(1,02)* = 208,08
M, =200(1 + 0,02)' = 200(1,02)' = 204,00

O montante total ou valor futuro total de um investimento desse tipo sera dado pela
soma da sequéncia:

M, =M + M, + M_= 212,24 + 208,08 + 204,00 = 624,32

Portanto, ao final dos trés meses o montante serdde RS 624.32.



Podemos calcular diretamente o montante final desse tipo de investimento aplicando
uma férmula. Se considerarmos que os depdsitos serdo todos iguais a C, com taxa de
juros i, e sempre realizados no inicio de cada intervalo de tempo, 0 montante total, M,,
de todos 0s n depdsitos sera dado pela férmula:

M=M+M+M+.+M
M=C-Q+i)"+C-O0+i)"+C-0+0D)" 2+ .. +C-(1+10
Essa série pode ser escrita de forma crescente:
M=C-O+)+C-0+iP+C-O0+iP+..+C-0+10

Colocando Cem evidéncia, temos:

M=C-(0+)+0+P+00+P+..+0+0)



Obtemos o produto de C pela soma de todos os termos da PG de termo inicial (1 + i) e
q"— 1
q—1

razao (1+1i).Como S =a,- temos:

a1

em que M, € o montante total de n depdsitos fixos de investimento de valor C, com taxa
de juros i, por periodo, sendo a primeira parcela investida a vista.



No exemplo dado, trés parcelas de 200 reais com taxa de juros de 2% ao mé&s geraram:

(14 0,023+ —1 (1,02)* =1 1,08243216 — 1
M. =200 - —1| =200- —1|=200- —1|=
: _ 0,02 0,02 0,02
0,08243216
=200 |- 1] =200 - [4]121608 — 1] = 200 - 3121608 = 624,32

Ou seja, as trés parcelas geraram RS 624,32



Calculadora do Cidadao
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Aplicacao com depositos regulares

Simule a aplicacdao com depodsitos regulares

MNumero de meses

Taxa de juros mensal %o

Valor do depdsito regular

(depdsite realizado no inicic do més)

Valor obtido ao final

Metodologia

Calcular || Limpar || Voltar || Imprimir




Metodologia da Aplicacdo com Depdsitos Regulares

{1+ N -1
s =1+ ) fj_) P

Onde:

n = N% de Meses

] = Taxa de Juros Mensal

p = Valor do Deposito Regular
5, = Valor Obtido ac Final

Obs. 1: Sn corresponde a soma de uma progress3o geomeétrica formada por n pagamentos iguais a p,
realizados no inicio de cada periodo e corrigidos ate o final dos n periodos.

Obs. 2: O cdlculo da taxa de juros (J) € feito por aproximagdo do Valor Obtido ao Final (5,) com margem de
erro sobre 5, inferior a 0.000001.



