Analise combinatoria

e probabilidade



Pensamento combinatorio

Astécnicas de contagem de objetos, pessoas, eventos, etc. combinados
de diferentes maneiras mobilizam um tipo de pensamento chamado
pensamento combinatorio, essencial para abordar problemas envolvendo
chances e possibilidades. Vamos comecar estudando uma situagao de
contagem bastante comum em nosso cotidiano.



Considere que um quiosque de comida oferece aos clientes trés tipos de
massa - fettuccine, spaghettie farfalle- e quatro tipos de molho - ao sugo, a
bolonhesa, funghi e quatro queijos. De quantas maneiras possiveis um cliente
pode compor um prato combinando um tipo de massa e um tipo de molho?
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Com a ajuda da arvore de possibilidades, podemos contar todas as
maneiras possiveis de compor um prato usando uma das massas e um

dos molhos citados.
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! Para cada opcao de massa temos quatro opg¢des de molho, totalizando 12 possibilidades de combinacao.



A escolha do prato € um exemplo de evento composto de duas etapas
sucessivas e independentes, com 3 possibilidades em uma etapa (escolha
da massa) e 4 possibilidades em outra (escolha do molho), totalizando
12 possibilidades (3 - 4 =12).

Problemas desse tipo envolvem o chamado principio fundamental
da contagem (PFC), conhecido também como principio multiplicativo.

Agora, tomemos outro exemplo: suponha que a senha para desbloguear
um celular seja composta de 3 algarismos. Quantas senhas é possivel
formar nessas condi¢des?



Podemos listar e contar todas as senhas possiveis, 0 que seria um tra-
balho bastante cansativo, ou aplicar o principio multiplicativo, estudando
a posi¢ao ocupada pelos algarismos na senha. Basta saber que temos
10 possibilidades (0,1, 2, 3,4, 5, 6,7 8 ou 9) para cada posicao:

10, - 10, : 10,
1° posicao 2% posicio 3° posicao

Logo, é possivel formar 1000 (10 - 10 - 10) senhas.

E quantas senhas podemos formar com 3 algarismos distintos, ou
seja, sem repeti-los na mesma senha? Nesse caso, se considerarmos
10 possibilidades para a 12 posicao, como nao podemos repetir algaris-
mos, restariam 9 possibilidades para a 22 posicdo e 8 para a 32 posicao.

0, - 9, L8
12 posicéo 22 posicdo 3 posicédo



Portanto, podemos formar 720 (10 - 9 - 8) senhas sem repetir 0s
algarismos.

Agora imagine quantos numeros é possivel formar com 3 algarismos

distintos. Nessa situacao ndo podemaos usar o algarismo zero na casadas
centenas; entdo, temos 9 possibilidades para essa casa decimal. Como

ndo pode haver repeticado, restam 9 possibilidades para a casa das de-
zenas (8 algarismos mais o algarismo zero, que agora pode ser usado) e
8 para a casa das unidades.

centena dezena unidade

Formamos, entdo, 648 (9 - 9 - 8) nmeros com trés algarismos distintos.



Em um evento composto de duas
etapas sucessivas e independentes,
se 0 numero de possibilidades da
primeira etapa for n e, para cada
possibilidade da primeira etapa,
0 numero de possibilidades da se-
gunda etapa for m, entao o total de
possibilidades do eventoén - m.



i Permutacao

Suponha que uma pessoa tenha esquecido a senha de 3 digitos para
desbloquear seu celular. Ela sabe que a senha é formada pelos algarismos
1,3 e5,mas nao se lembra da ordem que ocupam na senha. Em quantas
tentativas, no maximo, ela conseguira desbloquear o celular?

Podemos listar as senhas ou aplicar o PFC:

Sy 2
1 posicao 2-posicdo 3" posicao

Ha 3 possibilidades para a12 posicao, 2 paraa22 e apenas 1 possibilida-
de para a 32 posicdo, o que nosda umtotalde 6 (3 - 2 - 1) possibilidades.
Assim, em 6 tentativas, no maximo, ela conseguira desbloquear o celular.

Esse exemplo envolveu a permuta (troca) de posicdo de 3 algaris-
Mos em 3 posicdes; por isso dizemos que permutamos 3 algarismos em
3 posicoes. Situacdes como essa sao chamadas de permutacdoes simples.



Em quantas disposi¢oes diferentes as
4 amigas poderiam se agrupar?

Vamos estudar outro exemplo de permutacado simples. Suponha que

4 amigas (Amanda, Camila, Jalia e Rosana) vao posar lado a lado para
uma foto. Quantas sao as possibilidades de disposicao das meninas?

Nesse caso, as4 amigas podem ocupar 4 posicoes diferentes. Assim,
pelo PFC:

1 posicio 2 posicdo 3% posicio 4* posicdo



Consideramos 4 possibilidades para a2 posicdo, 3paraa2? 2paraa
32e 1 paraa4?posicao, que resultamem 24 (4 - 3 - 2 - 1) possibilidades
diferentes de disposicdo das amigas para a foto.

Perceba que esse calculo é semelhante ao que fizemos para o caso
da senha do celular. No caso das meninas, tinhamos 4 elementos para
permutar e o calculo resultou em uma multiplicacao do numero 4 pe-
los antecessores dele, terminando no 1. O mesmo ocorreu no caso da
senha, em que dispinhamaos de 3 opcdes e o calculo para encontrar a
permutacdo desses elementos foi a multiplicacdo do numero 3 pelos
seus antecessores, terminando no 1.



Trabalhando com esse tipo de situagdo de contagem, 0 matematico
francés Christian Kramp (1760-1826) introduziu o simbolo ! para repre-
sentar esse calculo. No caso da foto das amigas, o calculo seria represen-
tadoassim: 4! =4-3-2-1. O produto desse tipo de calculo é chamado
de fatorial; por exemplo, lemos 4! como “quatro fatorial” ou “fatorial do
namero 4"

Talvez vocé tenha notado, nos exemplos que vimos, que 3! = 6 mas
41 = 24. Ou seja, mesmo quando ha apenas uma unidade de diferenca
entre os numeros, os fatoriais deles podem ser bem diferentes: quanto
maior o ndmero, muito maior o fatorial.



O fatorial de um numero n! é o
produto de todos 0s naturais me-
nores ou iguais a n. Isto &:
n=n-(n—1)-(n—2)-..-3-2-1,
para n natural.

Por definicao, O! =1.

Esse resultado expressa a quanti-
dade de permutagbes simples P_de
nelementos, ou seja, P = nl.



A tabela abaixo lista os fatoriais de alguns nimeros. Compare cada
ndmero com seu fatorial e note como o produto aumenta rapido gquando
existem mais permutac¢des possiveis.

n!
1
1 1
2 2
3 6
4 24
5 120
6 720
7 5040
8 40320
9 362 880
10 3638800
20 2432902008176 640000
70 =1,2- 10"




De acordo com a tabela, 70! tem mais de 100 casas. Isso significa que,
se fosse necessario dispor 70 pessoas em uma fila em todas as posicoes
possiveis, o numero de possibilidades diferentes seria astrondmico, o gue
torna inviavel listar todas as permutacdes possivels.



d Anagramas

Quando realizamos a permutacao entre as letras de uma palavra, encontramos o que
chamamos de anagramas. A palavra anagrama - do grego ana (voltar, repetir) e graphein

(escrever) - & usada para denominar o resultado de um rearranjo das letras de uma palavra.
Por exemplo, os anagramas da palavra DIA sdo: DIA, DAL, AID, ADI, IDA, IAD.

O numero de anagramas de uma palavra que tem todas as letras diferentes é igual
ao fatorial da gquantidade de letras dessa palavra. Assim, DIA tem 3! anagramas, ou seja,
6 anagramas.

Quantos sao os anagramas da palavra AMOR? Faca uma lista com todos eles e circule aque-
les que apresentam sentido, ou seja, que formam outras palavras da lingua portuguesa.



Algumas situacdes podem apresentar restricdes. Por exemplo, vamos calcular apenas
os anagramas da palavra JADE que comecam com a letra J.

Com essa restricao, a letra J ficara fixa na primeira posicdo e, portanto, ndo sera per-
mutada com as demais, restando a permutac¢ao das 3 letras restantes (A, D e E) em
3 posicoes. Assim:

3'=3-2-1=6

Ou seja, temos 6 anagramas da palavra JADE que comecam com a letra J. A restricao
reduziu a situacao a um caso de permutacao de 3 letras.

Agora, imagine os anagramas da palavra AMAR. Perceba que nessa palavra a letra A
aparece duas vezes. Se trocassemos o0s As de lugar, nao faria diferenca, isto &, terlamos o
mesmo anagrama. Entao, qual é o procedimento para excluir essas repeticdes e obter o
numero total de anagramas distintos?



Primeiro, vamos descobrir quantas sdo essas repeti¢ées. O quadro abaixo mostra todos
0s anagramas da palavra AMAR. Um dos As foi escrito em vermelho, apenas para que
seja possivel distingui-lo do outro.

AMAR MAAR AMAR RAMA
AMRA MARA AMRA RAAM
AAMR MAAR AAMR RMAA
AARM MARA AARM RMAA
ARMA MRAA ARMA RAMA
ARAM MRAA ARAM RAAM




Se desconsiderarmos a cor que diferencia os As, fica mais facil identificar os anagramas
repetidos. Abaixo, estao destacadas essas repeticoes.

AMAR
AMRA
AAMR
AARM
ARMA
ARAM

A repeticdo ocorre em metade dos anagramas, isso porque em todos os anagramas os
As podem trocar de lugar. Logo, o nUmero de anagramas distintos é:

al_24_
2 2
Essa situacdo é chamada de permutacao com repeticao.

12



Vamos estudar outros exemplos de permutacac.
19) A palavra LETRAS é composta de 6 letras distintas; portanto, a quan-
tidade de anagramas dessa palavra é:
6!l=6-5-4-3-2-1=720

29) A palavra BANANA também tem 6 letras, mas o A aparece trésve-
zes e 0o N aparece duas vezes. Assim, o numero de anagramas de
BANANA deve excluir as repeticoes de Ae N. Como vimos, guando
ha duas letras iguais, o numero de anagramas se reduz a metade.
Mas e quando a mesma letra aparece trés vezes? Note que, para cada
anagrama, se permutarmos essas trés letras iguais, obteremos sem-

pre o mesmo resultado. Veja o exemplo a seguir, em que cada letra
A esta identificada com uma cor:

BANANA BANANA BANANA
BANANA BANANA BANANA



Dessaforma, essarepeticao de trés letras iguais reduz a quantidade de
anagramas que deve ser dividida pelo nimero que corresponde a permu-
tacdode 3,que sao asvezes que a letra A serepete. Entao, o nimero de

anagramas da palavra BANANA sera obtido fazendo 720 dividido por 2

(repeticdo do N), e novamente por 6 (repeticao do A). Assim,% =60,

resultando em 60, 0 numero correto de anagramas de BANANA.

Recapitulando, o que fizemos para chegar a esse niumero foi:
6! _ 720
20-31 12
Note que 2! corresponde as repeticdes da letra N e 3! corresponde
asrepeticoes da letra A.

= 60




39) Dequantas maneiras 5amigos - Pedro, Jonas, Sandra, Karen e Danilo -
podem se sentar lado a lado, de modo que Karen e Danilo estejam
sempre um ao lado do outro?

Vamos analisar todos 0s casos em que essas duas pessoas poderao
estar lado a lado. Observe:

| | | | | | | | | |
Karen Danilo

Karen Danilo

Karen Danilo

Karen Danilo




Perceba que ha quatro posicdes possiveis para a dupla Karen/Danilo;
as outras trés pessoas vao se permutar no restante das posicdes.
Entdo, para cada uma das quatro posi¢des que podem ser ocupa-
das pela dupla Karen/Danilo, temos 6 (3! = 3 - 2 - 1) possibilidades
de posicionamento dos demais amigos. I1Sso sugere que teremos
24 (4 - 6) possibilidades de posicionamento.

Mas observe que no esguema acima esta representada apenas a si-
tuacdo em que a dupla esta sentada na ordem Karen/Danilo; temos
de computar também a ordem Danilo/Karen. Entao, para cada pos-
sibilidade de permutacao que calculamos, temos duas possibilidades
de posicionamento da dupla, totalizando 48 (2 - 24) possibilidades.



Uma permutacdo de nelemen-
tos com repeticdo nas quantidades
a,b,c,...edada por:

n!

a'b!c!..

abc.. —
'Dn




dAgrupamentos

Imagine que um festival de teatro conceda premiacao as 3 melhores pecas apresen-
tadas. Sabendo que 10 pecas concorrem nesse festival, quantas sdo as possibilidades de
premiagao?

Para compreender melhor essa situagdo, vamos nomear as pecas com letras do
alfabeto: A, B,C,D, E, F G, H, I e ). Perceba que, para a primeira colocagao no festival,
temos 10 possibilidades de pecas; para a segunda, temos 9 possibilidades; e para a ter-

ceira, restam 8 possibilidades. Entao, o total de possibilidades para os trés primeiros
lugares no festival &

10-9-8=720



Neste caso, a ordem que as pecas ocupam na premiacao faz diferenca.

Por exemplo, o resultado 12 — A, 22 — Be 32 — C-em que a companhia A é a primeira
colocada, acompanhia B, a segunda e a companhia C, a terceira - é diferente do resultado
1e—C 29—-Ae32—- B,

Nesse exemplo, formamos agrupamentos de p elementos dos n elementos disponiveis,
em que a ordem dos elementos nos agrupamentos distingue um agrupamento de outro.
Chamamos esse tipo de situacao de arranjo simples.

Vamos estudar outro exemplo em que ha uma restricdo para a formacdo dos agrupa-
mentos. Considere que, em uma turma de ginastica formada por 6 alunas, a professora

fez um sorteio. A primeira sorteada ganhou uma bola, a segunda ganhou uma faixae a
terceira sorteada ganhou um colchonete. Janaina foi uma das sorteadas.



Nessa situacado temos trés casos, pois precisamos considerar que Janaina pode ocupar
qualquer uma das trés posicoes.

Janaina

| —alldaiiid | L L
¢ 22 3

. Janaina | . |
12 24 3

| | | Janaina |
2 24 3

Em cada caso, para as demais posi¢cdes tomamos 2 alunas das 5 restantes, pois ja co-
nhecemos uma das alunas sorteadas. Assim, o total de possibilidades para esse caso sera:

3-(5-4) =60



Agora, imagine outra situacao.

Suponha que 2 alunos serao sorteados de uma turma de um curso de idiomas com-
posta por 5 pessoas: Paula, Henrique, Juliano, Mauricio e Vitéria. De quantas maneiras
diferentes a dupla de alunos podera ser formada?

Precisamos tomar 2 pessoas de um grupo de 5. Portanto, para a primeira posi¢ao temos
5 possibilidades e para a segunda, 4 possibilidades, totalizando:

5:-4=20

Porém, perceba que adupla "Paula e Henrique” nao é diferente da dupla "Henrique e
Paula”. Nesse caso, as repeti¢des devem ser descontadas do resultado anterior, pois cada
dupla foi contada duas vezes, o que corresponde a 2! = 2. Observe:

5-4_20 _
2! 2

10




No exemplo da pagina anterior, também formamaos agrupamentos de
p elementos de ndisponiveis, porém a ordem dos elementos nos agrupa-
mentos nao distingue um agrupamento do outro. Chamamaos esse tipo
de situacao de combinacao simples.

Veja outro exemplo.

Para atender ao pedido dos professores de Biologia, o bibliotecario de
uma escolavai comprar alguns livros. O professor de Biologia lhe passou

uma listade 5 livros, dos quais serao comprados 3. De quantas maneiras
diferentes pode ser feita essa compra?

O ndmero de compras possiveis de 3 livros de Biologia dentre os 5éuma
combinacgao simples de 5 elementos, tomados 3 a 3, pois a ordem desses
3 livros ndo importa. Nesse caso, as repeticdes precisam ser descontadas:

(5-4-3)_ 60

=== =10
3! 6

QOu seja, ha 10 maneiras de escolher os livros.




O namero de arranjos simples,
A » de nelementos em agrupamen-

tos de p elementos é dado por:
n!

- ,emquep=n
? (n—Dp)

O nimero de combinagdes
simples, C_ . de n elementos em

agrupamentos de p elementos é

dado por:
n!
C = ,emquep=n
g




2. Um amigo diz a outro: “O numero do meu apartamen-
to é formado por 3 algarismos impares™. Quantas pos-
sibilidades ha para o numero desse apartamento?



2. 5-5-5=125possibilidades



3. Uma familia formada por avd, mae e trés filhos reu-
ne-se na sala para assistir a televisao. Na sala hd um
sofa de trés lugares e duas poltronas individuais. De
quantos modos diferentes o sofa de trés lugares po-
dera ser ocupado?



3.5-4-3=60modos



8. Quantos anagramas da palavra CONTA:
a) comecam com C?
b) iniciam em consoante?
c) trazem as consoantes todas juntas?
d) apresentam as consoantes juntas e naordem CNT?



8. a) P, = 4! = 24 anagramas
b) 3P,=3-4l=72anagramas
c) P,- P,=3!-31=36anagramas
d) P, =3!= 6anagramas



10. (Unicamp-SP-2013) Para acomodar a crescente quan-
tidade de veiculos, estuda-se mudar as placas, atual-
mente com trés letras e quatro algarismos numéri-
cos, para quatro letras e trés algarismos numeéricos,
como esta ilustrado abaixo.

ABC 1234 ABCD 123

Considere o alfabeto com 26 letras e os algarismos de
0 a 9. 0 aumento obtido com essa modificacdo em
relacao ao numero maximo de placas em vigor seria:

a) inferior ao dobro.

C

)

b) superior ao dobro e inferior ao triplo.
) superior ao triplo e inferior ao quadruplo.
)

d) mais que o quadruplo.

UNICAME/

REFRODIUCAD



10. Numero de placas em vigor: 262 - 10#
Numero de placas com a modificacdo: 264-102
Aumento em relacdo ao ndmero de placas em vigor:
264-10® — 262-10%_ 26°-10%(26 —10) 16 .
= =—=1,6vez maior
26%-10* 262 - 103(10) 10
Resposta: alternativa a.




13. Sete pessoas estdo de pé em um vagao de trem e
5 assentos ficam vagos. De quantos modos esses as-
sentos podem ser ocupados por essas pessoas?



13. A?5=?*5*5*4*3=2520 modos

- - — A -



14. De quantos modos podemos escolher 5 dentre 7 pes-
soas para compor um time de basquete? Considere
que todas as pessoas podem jogar em qualquer posi-
¢ao: armador principal, ala-armador, ala, libero e pivé.



14 c _76:5-4-3

25— = = 21 modos



17. Quantas senhas podem ser formadas com:
a) 4 algarismos distintos?
b) 4 letras distintas?

c) combinando 2 letras distintas com 2 algarismos
distintos?



17. a) A, ,=10-9:8:7=5040senhas
b) A, ,=26-25-24-23 =358800senhas

|
Q) Ay, Ay, P22=109-26+25 = =

212!

26,2

= 35100 senhas



30.Um grupo de 12 amigos acampara usando 3 barracas.
De quantas maneiras diferentes é possivel acomodar
4 amigos em cada barraca?



12!

} = 34650 maneiras
414141




32. (Vunesp-SP-2013) Quantos sao os numeros naturais
que podem ser decompostos em um produto de qua-
tro fatores primos, positivos e distintos, considerando
que os quatro sejam menores que 307



32. Conjunto dos nimeros primos menores que 30:
{2,3,5,711,13,17,19, 23, 29}

_10:9:8:7_
10,4_T_

C 210 nmeros



