Areas e volumes
Principio de Cavalieri



Ma Renascenca europeia, no periodo final da Idade Média, houve a revalorizacdo da
cultura da Grécia antiga. Leonardo da Vinci (1452-1519), simbolo do homem renascentista
por exceléncia, dedicou estudos a estereometria, parte da Geometria que trata do calculo
de volume dos solidos.

Galileu Galilei (1564-1642), estudioso italiano, também retomou diversos trabalhos
que haviam sido iniciados pelos gregos e deu nova face ao estudo da Fisica e da Mate-
matica. Apos umencontro com Galileu, Cavalieri tornou-se seu discipulo e desenvolveu
um metodo de calcular areas e volumes de figuras que, retomando a forma de pensar
de Arqguimedes, estabelecia novos principios, 0s quais permitem um tratamento mais

geral na determinacdo de areas evolumes.

Bonaventura Cavalieri (1598-1647)




Imagine uma figura composta por diversos segmentos de reta paralelos, aqui repre-
sentados por lapis de cor. Mantendo o mesmo conjunto de lapis unidos, mas empurrando
alguns deles, formamos uma nova figura. Apesar de terem formas diferentes, as figuras
oCupam a mesma area, ja que 0s segmentos que as compdem 540 de mesmao comprimento
e se mantém paralelos.
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As duas figuras formadas pelos
lapis ocupam a mesma area, pois
tem a mesma quantidade de
lapis iguais e justapostos.




Principio de Cavalieri: Areas

O principio de Cavalieri pode ser utilizado para estudar tanto areas quanto volumes.
Vamos inicialmente analisar sua aplicagdo no calculo de areas.

Dadas duas formas planas, uma direcdo fixa e retas perpendiculares a essa direcdo,
se cada uma dessas retas seccionar as formas planas em segmentos de retas de mesmao
comprimento, entdo as formas tém areas iguais. Na figura abaixo, as retas perpendiculares
aretar determinam segmentos de reta sobre as superficies 5, e 5. Se esses segmentos
tiverem comprimentos iguais, ou seja, a = a', b = b’ ¢ = ¢’ e assim por diante, entao as
medidas das duas superficies s3o iguais, isto & A(S,) = A(S,)-
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O principio de Cavalieri fol publicado em 1635, na obra Geometria Indivisibilibus Con-
tinuorum Nova (Nova Geometria dos Indivisiveis Continuos), escrita pelo padre jesuita
Bonaventura Cavalieri. O principio de Cavalieri, que resgata ideias ja trabalhadas na

Antiguidade - por exemplo, por Arguimedes, no seculo lll a.C. -, é um exemplo de como
na Matematica algumas ideias sao desenvolvidas sem que se tenha noc¢do da utilidade

que poderdo vir ater no futuro. Portanto, ainda que certos resultados matematicos do
presente possam ndo ter aplicagbes praticas imediatas, isso nao Lhes tira o valor, pois
poderdo ser de grande utilidade no futuro.

A analise de objetos tridimensionais atraves do estudo de suas seccdes bidimensionais
& chamada estereologia. Essa analise é baseada em um conjunto de tecnicas desen-
volvidas a partir de conceitos da Geometria, como o principio de Cavalieri, e de estudos
de probabilidade. Por meio da observacao de imagens bidimensionais de estruturas
tridimensionais, como as imagens obtidas em exames de tomografia e ressonancia mag-

nética, a estereologia @ capaz de estimar, entre outras medidas, o volume, a densidade
e a area da superficie de 6rgaos e outras estruturas do corpo humano.



Principio de Cavalieri: Volumes

Conhecendo a expressao do volume de um bloco retangular, podemos
utiliza-la para expressar o volume de outros solidos geometricos.

A relacdo entre volumes de solidos geomeétricos pode ser expressa pelo
principio de Cavalieri para volumes. A ideia intuitiva desse principio é a de que
formas espacials compostas das mesmas sec¢des paralelas a base, mesmo
que as seccles estejam deslocadas, terao o mesmo volume. De fato, veremaos
que nNao & necessario que as seccdes sejam congruentes, basta gue tenham
a mesma area

De maneira andloga ao principio de Cavalieri para areas, dadas duas formas
solidas espaciais, umadirecdo fixa e planos perpendiculares a essa direcao
fixa, se as seccdes dessas formas por cada um desses planos tiverem areas
Iguais, entdo as formas espaciais tdmvolumes iguais.
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‘ As mesmas caixas de CD, empilhadas
de duas formas diferentes, irdao
constituir dois solidos diferentes, mas

que ocupam 0 mesmo espago; ou
seja, tém volumes iguais.




i Volume do prisma

O principio de Cavalieri ndo exige que as formas das seccdes trans-
versais sejam congruentes ou semelhantes, mas apenas que tenham a
mesmaadrea.

Prismas de bases em formas quaisquer terdao o mesmo volume se
atenderem as condi¢des do principio de Cavalieri. Por exemplo, veja as
ilustracdes dos prismas abaixo. Se as areas das bases do prisma hexagonal
e do bloco retangular forem iguais, e suas alturas forem iguais, entdo os
volumes desses prismas serao iguais, e o volume de cada um sera dado
pelo produto da area da base pela altura.




Volume do cilindro

O principio de Cavalieri permite mostrar que o volume de um cilindro
é dado pelo produto da area da sua base pela sua altura.

O principio de Cavalieri diz que, se qualguer plano paralelo aum plano
dado produz secgbes de mesma area em dois solidos, entdo esses solidos
tém o mesmo volume. Vamos comparar os volumes de dois s6lidos: um

cilindro de base Cealtura he um bloco retangular de base B ealtura h.
Suponhaque as areas de Ce B sejam iguais. Sabe-se que no cilindro qual-
quer seccdo C'paralelaa base @ congruente a base Eem qualguer prisma
uma seccao B' paralela a base € congruente a base. Como as bases de
ambos tém areas iguais, entao as secgdes produzidas por qualquer plano
paralelo ao plano das bases também possuem areas iguais. Logo, pelo
principio de Cavalieri, o volume do cilindro € igual ao volume do bloco
retangular de mesma drea de base e mesmaaltura. O volume docilindro
é o0 produto da base pela altura.



Ovolume de qualguer cilindro que tem aareadabase iguala Aealtura
h pode ser calculado fazendo:

V=A-h



Papiro de Moscou (Golonishev)
55mpor8cm

1850 a.C.
25 problemas de matematica

Problema 14: Volume do tronco da
piramide quadrada
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Volume de um tronco de piramide de base quadrada.



https://en.wikipedia.org/wiki/File:Pyramide-tronqu%C3%A9e-papyrus-Moscou_14.jpg

Volume de um tronco de piramide de base quadrada.

"Se lhe disserem: uma piramide truncada de 6 para a altura vertical de 4 na base por 2
no topo: Vocé deve elevar o 4 ao quadrado; resultado 16. Vocé deve dobrar 4 ;
resultado 8. Vocé deve elevar ao quadrado este 2; resultado 4. Vocé deve somar o 16,
0 8 e 0 4; o resultado 28. Vocé deve pegar 1/3 de 6; o resultado 2. Vocé deve tirar o 28
duas vezes; resultado 56. Veja, é de 56. Vocé vai achar [isso] certo "



A solucao para o problema indica que os egipcios estariam seguindo a formula correta
para obter o volume de uma piramide truncada:

Um tronco de piramide com base quadrada de lado b, topo qua-
drado de lado a e altura h.

1
14 =§h(a2 + ab + b?)



Volume da esfera

O inventor grego Arquimedes de Siracusa (287 a.C-212a.C)) criou um método paracal-
cular o volume da esfera, o qual & descrito em um dos textos do chamado Palimpsesto de
Arguimedes. A palavra palimpsesto designa um texto antigo sobre o qual se escreve outro
Lexto, apenas para reaproveitar o mesmao pergaminho. No caso de Arquimedes, diversos
textos de sua autoria foram apagados do pergaminho, que foi usado na Idade Média para
escrever salmos e oragdes de um convento. Por essa razao, esses textos permaneceram

ocultos por muito tempo.



O método de Arguimedes para encontrar o volume da esfera consiste em comparar
trés solidos geometricos: o cone, o cilindro e a esfera. Esse método envolve um raciocinio
que pode ser explicado pelo principio de Cavalieri, embora tenha sido formulado por Ar-
quimedes 1800 anos antes de serenunciado por Cavalieri. Para comparar os volumes de
esferas, cones e cilindros, ele imaginava a divisao desses solidos em fatias e comparava
suas massas em uma balanga imaginaria. Vamos ver abaixo uma versdo do método de
Arquimedes para relacionar os volumes da esfera, do cilindro e do cone.



Considere uma semiesfera de raio r sobre um plano «. Vamos comparar seu volume
com o de um cone reto de raio e altura iguais a r e vértice no plano «, como na figura, e
também com o volume de umi cilindro de raio e altura iguaisar




Imaginemos um plano B, paralelo a o, passando auma altura h, 0 << h < r, do plano
a. Entdo, esse plano B produz secgdes circulares nos solidos, as quais estdo indicadas na
cor rosa na figura abaixo.




Vamos obter a expressao dos raiosr,, r, e r, dessas secgdes circulares em rosa.

T |

Na semiesfera, o raio da secgao circular r, € igual a me-
dida do cateto de um triangulo retangulo de hipotenusa r
e cateto h. Logo, a medida do raio da secgaoér, =V r’—h?.
Observe o desenho ao lado.

.
No cone, em que o raio da base tem a mesma medida que 3 c
a altura, o triangulo ABC é retdngulo em B e isosceles, com v
A

AB = BC Vejaao lado.



Para qualquer altura h, o tridangulo AED também & retangulo
em E eisosceles, com AE = ED. Portanto, r,= h.

Mo cilindro, qualquer raio mede r; logo, o raio da secgao cir-
cularer,=r.

Portanto, as areas dos trés circulos podem ser calculadas assim:

seccao da semiesfera seccdo do cone seccdo do cilindro

Area da seccdo da semiesfera = /2= h2 }l: = q(r? — h?) = or? — wh?.
Area daseccdo do cone = wh2.
Area da seccaodo cilindro = mr.



A area da seccao da semiesfera equivale a area da seccdo do cilin-
dro menos a area da secg¢do do cone. Em outras palavras, a soma das

areas das seccdes do cone e da semiesfera € igual a area da seccdo
do cilindro.

Se fossem cortadas fatias correspondentes a essas seccbes, have-
ria um equilibrio. Observe a representacdo desse equilibrio na figura
abaixo.
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Desse modo, utilizando o principio de Cavalieri, podemos concluir
que o volume do cilindro é igual a soma dos volumes da semiesfera e
do cone.

Como o volume docone eiguala %dn volume do cilindro de mesma
base e altura, entdo o volume da semiesfera seriaigual a % dovolume
do cilindro. Isso significa que, se o volume do cilindrode raio re alturar é
igualamwr? - r =73, entdo o volume do cone é iguala%ﬂnﬁ e 0 dasemies-
feraé iguala%nr% Conclui-se que o volume da esferaderaioréigual ao

dobro disso, ou seja, %—:rrﬂ_



