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omo Séries de Poténcilas

Nesta secao aprenderemos como representar certos tipos de fungdes como somas de séries de
poténcias pela manipulacao de séries geométricas ou pela derivacio ou integraciao de tais sé-
ries. Vocé pode estar se perguntando por que queremos expressar uma funcio conhecida como
uma soma infinita de termos. Veremos mais tarde que essa estratégia € ttil para integrar fun-
coes que nao tém antiderivadas elementares, para resolver as equacoes diferenciais e para apro-
ximar funcoes por polinomios. (Cientistas fazem isso para simplificar expressoes que eles uti-
lizam: cientistas que trabalham com computadores fazem isso para representar as funcoes em
calculadoras e computadores.)
Comecaremos com uma equacao que vimos antes:

] = 4}
1 ——=1+x+x>+x'+ -
1l —x n=0

x" x| <1




omo Séries de Poténcilas

Encontramos essa equacdo primeiro no Exemplo 6 da Secao 11.2, onde a obtivemos observando
que ela € uma série geométrica com a = | e r = x. Mas aqui nosso ponto de vista € diferente.
Agora nos referiremos a Equagio 1 como uma expressio da fungio f(x) = 1/(1 — x) como uma
soma de uma série de poténcias.



Uma ilustracdo geometrca da Equacao 1 e
mostrada na Figura 1. Como a soma de
uma série & o limite da sequéncia de
sOmas parcials, temos

1
—— = lim s.(x)

l —x n—e=

onde
sfdx)=1+x+x>+ -+ x"

e a n-esima soma parcial. Observe que 3
medida que n aumenta, s.(x) se torna uma
aproximacao cada vez melhor de f(x) para
—1<x<1.
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omo Séries de Poténcilas

NEETENEY Expresse 1/(1 4+ x*) como a soma de uma série de poténcias e encontre o inter-
valo de convergéncia.

SOLUCAD Trocando x por —x* na Equacio 1, temos
1 1 - ,
= =2 (=x?)
) n=>0

I+ x> 1 —(=x7

= > (—1yx"=1—-x2+x*—x"+x¥—---
=0

Como essa é uma série geométrica, ela converge quando | —x*| < 1, isto é, x* < I, ou
| x| < 1. Portanto, o intervalo de convergéncia € (—1, 1). (E claro que poderiamos ter deter-
minado o raio de convergencia aplicando o Teste da Razao, mas todo aquele trabalho € des-
necessario aqui.) I



omo Séries de Poténcilas

FEEHTFY Encontre uma representagao em série de poténcias para 1/(x + 2).

SOLUCAD Para colocarmos essa fun¢iao na forma do lado esquerdo da Equacao 1. primeiro
fatoramos um 2 do denominador:

o |
S (P B [P (.
2 P
Lo x\ &=y,
AR

A série converge quando | —x/2| < I, isto é, |x| < 2. Assim, o intervalo de convergén-
ciaé (—2,2). [



omo Séries de Poténcilas

FEETETE] Encontre uma representagiio em série de poténcias para x3/(x + 2)
SOLUCAD Como essa funcio € apenas x” vezes a func¢io no Exemplo 2. tudo o que temos de

fazer € multiplicar essa série por x°:
3 _ —1n
X ey 1 E 1y L 2 1) ot
T An+l A+l
x +2 x+2 = on =g

| | | | :
:EI3_114+§I5_EIh+‘*‘

Outra maneira de escrever essa série € a seguinte

Como no Exemplo 2, o intervalo de convergéncia € (—2, 2



B Derivacéo e 50 d

series de poténcias

A soma de uma série de poténcias € uma funcio f(x) = ;=0 c,(x — a)" cujo dominio € o in-
tervalo de convergéncia da série. Gostariamos de poder derivar e integrar tais funcoes, e o teo-
rema a seguir (que ndao demonstraremos) diz que podemos fazer isso por derivacio ou inte-
gracao de cada termo individual na série, como fariamos para um polinomio. Isso € chamado
derivacao e integracao termo a termo.



B Derivacéo e 50 d

series de poténcias

2

Teorema Se a série de poténcias = ¢,(x — a)" tiver um raio de convergéncia R > 0,

entdo a funcao f definida por

fx)=cotalx—a)+ak—ai+- = i calx — a)

€ diferencidvel (e portanto continua) no intervalo (a — R, a + R) e

i) f'x) =c1 + 2cx —a) + 3cs(x —a)* + -+ - = Y nelx — a)”!
n=l1
. N2 3
(11) 'f(}f) dx =C + CD{I — {1) + f_‘|% + EEQ + -
- (x — a)"™!
—Cc+ e
ng:jt n + ]

Os raios de convergeéncia das séries de poténcias nas Equacoes (1) e (11) sao ambos R.




- | 2 | 2
V4 O N\ O

series de potencilas

el s - = N — —
| EXEMPLO 5 Expresse 1/(1 — x)° como uma série de poténcias pela derivaciao da Equacdo 1.

Qual € o raio de convergéncia?

SOLUCAD Derivando cada lado da equagéo

1 ) -
—— =l +x+xr =Y
|l — x n=(
1 2 . n—|1
obtemos ——=1+2x+ 3x"+ - Y nx
(1_-):) n=I1

Podemos trocar n por n + 1 e escrever a I‘ﬂSpDStﬂ como

-l oo
——— =Y (n+ 1)x"
(] T J:)_ n=(
De acordo com o Teorema 2, o raio de convergencia da série derivada € o mesmo que o raio
de convergéncia da série original, a saber, R = 1. I
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B Derivacéo e 50 d

: series de poténcias

33208 Encontre uma representacio em série de poténcias para In(1 + x) e seu raio de
convergeéncia.

SOLUCAD Observamos que, a derivada desta fungio é 1/(1 + x). Da Equacio 1 temos
I 1

l+x 1 —(—x

[ntegrando ambos os lados da equagao, obtemos

=1l—-x+x—x +... x| <1

1r1{1+,1:)="-1+ d,i::"-{l—,r—l-f—l—”-}dx
J x J

N S S S

R T T

E -yt x| <1

Para determinarmos o valor de C colocamos x = 0 nessa equacio e obtemos In(1 + 0) =

1l



B Derivacéo e 50 d

series de poténcias

Assim.C =0¢

_,-":2 _I?I _I4 s _IH
In(l —x) =x — — —— == (== x| <1
2 3 4 =1 n
O raio de convergéncia € o mesmo que o da série original: R = 1. I
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- | 2 | 2
V4 O N\ O

series de potencilas

FSETZNFN Encontre uma representacio em série de poténcias para f(x) = tg'x.

SOLUCAD Observamos que f'(x) = 1/(1 + x*) e encontramos a série pedida pela integracao
da série de poténcias para 1/(1 + x*) encontrada no Exemplo 1.

| -

tg‘J,r:J TI o +fdx:.' (1 —x?+x*— x4+ -+ )dx
x X x’
=C+ x — ;+5—?+*-

Para encontrarmos C, colocamos x = 0 e obtemos C = tg~'0 = 0. Portanto

: o 2n+1
X X X X
tl.‘"l'_J_x :_x —_— —I— —_— —|— R —1 L
= ”gn( } 2n + 1

Como o raio de convergéncia da série para 1/(1 + x?) € 1, o raio de convergéncia dessa sé-
rie para tg”'x € também 1. I

13



series de potencilas

A séne de poténcia para tg 'x obtida no
Exemplo 7 e chamada sere de Gregory
devido ao matematico escoces James
Gregory (1638-1675), que antecipou algu-
mas das descobertas de Newton.
Mostramos que a serie de Gregory e valida
guando —1 << x << 1, mas verifica-se
(embora nao seja facil de provar) que
tambem e valida quando x = *=1. Observe
gue quando x = 1 a serie se toma

T 1 1 1
—— -t ———+
4 3 5 7
Esse belo resultado e conhecido como a

formula de Leibniz para 7.
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- Séries de Taylor e Maclaurin

Na secao anterior pudemos encontrar representacoes para uma certa classe restrita de fungoes.
Aqui investigaremos problemas mais gerais: Quais as fungdes que tém representagoes de sé-
ries de poténcias? Como podemos achar tais representacoes?

Comecaremos supondo que f seja qualquer funcio que possa ser representada por uma sé-
rie de poténcias:

1| f)=co+eilx—a) +elx—a) +alx —a)) +elx —a) +--- |[x—a| <R

Vamos tentar determinar quais coeficientes ¢, devem aparecer em termos de f. Para comecar,
observe que, se colocarmos x = a na Equacio 1, entio todos os termos apos o primeiro sao 0
e obtermos

fla) = ¢,

15



- Séries de Taylor e Maclaurin

Pelo Teorema 11.9.2, podemos derivar a série na Equacao | termo a termo:

2| f'(x) =c1 + 2cax — a) + 3ci(x — a)* + dealx —a)’ + - - |x —a| <R

e a substitui¢cdo de x = a na Equagio 2 fornece
f’(ﬂ) = €

Agora derivamos ambos os lados da Equagao 2 e obtemos



- Séries de Taylor e Maclaurin

3] f"(x) =2c2+2+3ci(x —a) +3-deslx —a) + -+ Ix —a| <R

Novamente colocamos x = a na Equacio 3. O resultado é
f"(a) = 2c,

Vamos aplicar o procedimento mais uma vez. A derivacao da série na Equacao 3 fornece

4] f"x)=2-3e3+2+3desx —a) +3-4-Scs(x —aP + -+ |x—a|<R

e a substituicio de x = a na Equacio 4 fornece
f"(@) =2+ 3¢c; = 3le;

Agora vocé pode ver o padrio. Se continuarmos a derivar e substituir x = a, obteremos

('S

f"a) =2-

4o pne, = nle,

17



Séries de Taylor e Maclaurin

[solando o n-ésimo coeficiente ¢, nessa equagao, obteremos

_ f"a)

n!

n

Essa formula permanecera vilida mesmo para n = 0 se adotarmos as convencoes de que
0! = 1 e f = f. Assim, demonstramos o teorema a seguir.

5| Teorema Se ftiver uma representacio (expansio) em série de poténcias em a, isto

T

., SE

flx) = ic”(x—a)" |x —a| <R

entdo seus coeficientes sao dados pela formula

_ f"a)

in!

n

18



- Séries de Taylor e Maclaurin

Substituindo essa formula para ¢, de volta na série, vemos que, se f tiver uma expansio em
série de poténcias em @, entao ela deve ser da seguinte forma:

o (n)
6] flx) = §=}G / ,(a) (x — a)

A série na Equacao 6 € chamada série de Taylor da funcao fem a (ou em torno de a ou
centrado em a). Para o caso especial ¢ = 0, a série de Taylor torna-se

0 1O Lo
nl T

x4 ..
2l

7 flx) = go = f(0) +

Esse caso surge com frequéncia e lhe foi dado o nome especial de série de Maclaurin.

19



- Séries de Taylor e Maclaurin

FSETE0EN Encontre a série de Maclaurin da funcio f(x) = e* e seu raio de convergéncia.

SOLUCAD Se f(x) = e* entio f™(x) = e* portanto f"(0) = ¢° = I para todo n. Portanto,

a série de Taylor para fem O (1sto €. a série de Maclaurin) €

Pt
Lad

) 0) o X X X X

! n=o ! 1! 2! 3!

Zf

Para encontrarmos o raio de convergéncia fazemos a, = x"/n!. Entio,

x"! n! | x|
mn+1) x| n+1 — U<

dn+1

a,

de modo que, pelo Teste da Razdo, a série converge para todo x e o raio de convergéncia é
R=o —

20



- Séries de Taylor e Maclaurin

A conclusao que podemos tirar do Teorema 5 e do Exemplo | € que se e* tiver uma ex-
pansio em série de poténcias em 0, entao

Assim, como determinar se ¢* tem uma representagio em série de poténcias?

Vamos investigar a questdao mais geral: sob quais circunstancias uma fungao € 1gual a soma
de sua série de Taylor? Em outras palavras, se ftiver derivadas de todas as ordens, quando ¢
verdade que

x —a)

o in)
=3 L9
n=0 n.

Como com qualquer série convergente, isso significa que f(x) € o limite da sequéncia das
somas parciais. No caso da série de Taylor, as somas parciais sao

n {i)
rw - 3L - ay
=fla) + @{x —a)+ M(Jc —a)y + - ) (x — a)
1! 2! n! 21



Séries de Taylor e Maclaurin

f\} = T(x)

FIGURA 1

(uando n aumenta, T,(x) parece aproxi-
mar e*na Figura 1. Isso sugere que e* seja
igual a soma de sua serie de Taylor.

22



- Séries de Taylor e Maclaurin

Observe que T, € um polinomio de grau n chamado polinomio de Taylor de n-ésimo grau
de fem a. Por exemplo, para a funcio exponencial f(x) = e*. o resultado do Exemplo | mos-
tra que os polinomios de Taylor em 0 (ou polinomios de Maclaurin) comn = 1, 2 e 3 sio

2 - 3
— X X- X
Tix) =1+ Tx) =1+x+ - Ta(.r)=l+,r+?+—y

Os graficos da funcao exponencial e desses trés polinomios de Taylor estio desenhados na
Figura I.
Em geral. f(x) € a soma da sua série de Taylor se

f(x) = lim T,(x)

H—m®

Se considerarmos
R,(x) = f(x) — T,(x) de modo que f(x) = T, (x) + R,(x)

entio, R,(x) € denominado resto da série de Taylor. Se pudermos de alguma maneira mostrar
que lim,—» R,(x) = 0, teremos mostrado que

lim 7,(x) = lim [f(x) = R,(x)] = f(x) — lim R,(x) = f(x)
23



Séries de Taylor e Maclaurin

Assim, demonstramos o seguinte teorema:

8 | Teorema Se f(x) = T,(x) + R,(x). onde T, € o polindmio de Taylor de n-ésimo

graude femae

lim R,(x) =0

n—m

para |x —a| <R, entdo f € igual 4 soma de sua série de Taylor no intervalo
|x —a| <R.

Ao tentarmos mostrar que lim, . R,(x) = 0 para uma funcio especifica f, geralmente usa-
mos o teorema a seguir.



- Séries de Taylor e Maclaurin

9| Desigualdade de Taylor Se | f"*"(x)| = M para |x — a| = d. entio o resto R,(x) da
série de Taylor satisfaz a desigualdade

M

|RH(.I) | = m

|lx —al|™"! para |x —a|=d

Para vermos por que isso € verdadeiro paran = I, assumimos que | f"(x)| = M. Em par-
ticular, temos f"(x) = M, assim, para @ = x =< a + d temos

rfmmsfmm

LA



- Séries de Taylor e Maclaurin

Formulas para o Termo Restante de
Taylor

Como alternativas para a desigualdade de
Taylor, temos as seguintes formulas para
resto. Se f*" for continua sobre um
intervalo / e x £ [, entdo

L[ = 00y d

n! Ja
Essa e chamada forma integral do resto.
Outra formula, chamada forma de Lagrange
para o resto, afirma que existe um namero
zentre x eatal que

m+1
f {“] {I _ a]nﬂ
(n+ 1)!

Essaversao & uma extensdo do Teorema do
Valor Medio (quee ocason = 0).

R.(x) =

RH{I} =

26



- Séries de Taylor e Maclaurin

Ao aplicar os Teoremas 8 e 9, muitas vezes € util usar o fato a seguir.

"

. X .
10 lim — =0 para todo nimero real x

h—= f1.

Isso é verdade porque sabemos do Exemplo 1 que a série = x"/n! converge para todo x, e
seu n-ésimo termo tende a 0.

27



- Séries de Taylor e Maclaurin

WEETETFY Demonstre que e* € igual 4 soma de sua série de Maclaurin.

SOLUCAD Se f(x) = e*, entio f"""(x) = e* para todo n. Se d é qualquer niimero positivo e
|x| = d. entio |f"(x)| = e* < e, Assim, a Desigualdade de Taylor, com a =0 e
M = ¢4, diz que

E'd

(n + 1)!

n+1

IR,(x)| = | x| para |x| =d

Observe que a mesma constante M = e serve para cada valor de n. Mas, pela Equacao 10,
temos

d n+l
lim ———— |x [ = e lim Ed

— =10
n—= (n + 1)! n—e (n + 1)!

Decorre do Teorema do Confronto que lim,—. | R.(x) | = Oe, portanto, lim, .= R,(x) = 0 para
todos os valores de x. Pelo Teorema 8, e* € igual a soma de sua série de Maclaurin, 1sto €

o X
n e = —  paratodox I
n=0 M.

28



- Séries de Taylor e Maclaurin

Em particular, se colocarmos x = 1 na Equacio 11, obteremos a seguinte expressio para
0 nimero e como a soma de uma série infinita:

1
— = ot —+ -
o 1! 1! 2! 3!

12 E

Em 1748 Leonhard Euler usou a Equacao 12
para achar o valor correto de e ate 23
algarismos. Em 2007 Shigeru Kondo,
novamente usaram a sene em |12], e
calcularam e com 12 bilhoes

de casas decimals.




- Séries de Taylor e Maclaurin

330D ES Encontre a série de Maclaurin de sen x e demonstre que ela representa sen x para
todo x.

SOLUCAO Arranjamos nossos cilculos em duas colunas como a seguir:

f(x) = sen x f(0)=0
- f'(x) = cos x f(0)=1
f"(x) = —senx f"0)=0
f"(x) = —cos x f(0) = -1
f@(x) = senx fe0)=0

Como as derivadas se repetem em um ciclo de quatro, podemos escrever a serie de Maclau-
rin da seguinte forma:

'.f r(o) '.f JF{D) ) '.f r:r([}) .
f(0) + T x+ T + T + -
e e ¥ e 2n+
=x — + — + o= -1y —
TR T s ,Zﬂ( N

30



- Séries de Taylor e Maclaurin

Como f"""(x) € =sen x ou *£cos x. sabemos que | f**"(x)| = 1 para todo x. Assim. pode-
mos tomar M = 1 na Desigualdade de Taylor:

14

|R.(x)| =

(n + 1)

M x| = Edii
(n+ 1)!

Pela Equacao 10, o lado direito dessa desigualdade tende a 0 quando n — o, dessa forma,
| R.(x)|— 0 pelo Teorema do Confronto. Segue que R,(x) — 0 quando n — ¢=, assim, sen x
¢ 1gual a soma de sua série de Maclaurin pelo Teorema 8. L

31
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de Taylor e Maclaurin

A Figura 2 mostra o grafico de sen x com

seus polinomios de Taylor (ou Maclaurin)

VA
I|I T]
Ti(x) =x '.I 17 \
Ti(x) = x — X I', .Illl'l\\. Tj
3! | \
II '|.
’ : \ 1= § \
Ts(x) = x — ;. + % \ y=sehx \

Observe que, quando n aumenta, T,(x) - "-, "I I I". Nt
torna-se uma aproximacao melhor para _,,./'f/ 0 1 ".I A
Sen x . \ \

., lIIl. \
\5&1
™

FIGURA 2
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- Séries de Taylor e Maclaurin

Destacamos o resultado do Exemplo 4 para referéncia futura.

15

B B I3 + Ij B IT
e R T T
0 ‘xl’.rz+l
— Y (1
H;ﬂ( }n {2;"1 + 1)'

+ .

para todo x

33



- Séries de Taylor e Maclaurin

AT Encontre a série de Maclaurin para cos x.

SOLUCAD Poderiamos proceder diretamente como no Exemplo 4, mas é mais ficil derivar a
série de Maclaurin de sen x dada pela Equacio 15:

Ve S Y (VU S S
CDSI—dx 5€n X _d,r X

35
3xr Sxt IxS xr oxt x®
e [
3! 5! 7! 21 4! 6!

Como a série de Maclaurin de sen x converge para todo x, o Teorema 2 da Secio 11.9 nos diz
que a série derivada para cos x também converge para todo x. Assim,

x? xt x°
16 cosx =1 — + — + -
2! 4! 6!
o0 J:Q.rz
= —1)" ara todo x I
20 P
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- Séries de Taylor e Maclaurin

Listamos na tabela a seguir, para referéncia futura, algumas séries de Maclaurin importantes

que deduzimos nesta se¢io e na precedente.

] =dx"=1l+x+x2+x +---
] .IH ):2 3
e i e T T T
oo I2n+l 3 X
sen x = —1)" =X — +
,E.]( ) (2n + 1)! 3!
oe IZH 2 .I4
c05x=n§.ﬂ(—l) o) =1 — 5 + T
o0 ILH+| J:.:!- IS
t“_l — _ln—: _ 4+
& X Eﬁ( ST T T3 TS
- X X2 X
In(l +x)=D(-1)"'"—=x— +
n=1 n 2 3
=k kik—1) ,
(1+x)=> 1”=1—|—k_x—|—¥1‘—|—
=0 n 2!

k(k — 1)(k — 2}13 .

3!
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