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!es — Testes de comparacgao

Nos testes de comparacio, a ideia € comparar uma série dada com uma que sabemos ser con-
vergente ou divergente. Por exemplo, a série
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nos remete a série ¥;,—; 1/2", que € uma série geométrica com a = 5 e r = 7 e €, portanto, con-
vergente. Como a série [ 1] € muito similar a uma série convergente, temos a impressio de que
esta também deve ser convergente. Na verdade, €. A desigualdade

mostra que nossa série dada [ 1] tem termos menores que aqueles da série geométrica e, dessa
forma, todas as suas somas parciais sao também menores que | (a soma da série geométrica).



Testes de comparacao

[sso significa que suas somas parciais formam uma sequéncia crescente limitada, que € con-
vergente. Também segue que a soma da série € menor que a soma da série geométrica:
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Argumentacgao semelhante pode ser usada para demonstrar o seguinte teste, que se aplica
apenas a se€ries cujos termos sao positivos. A primeira parte diz que, se tivermos uma série cu-
Jos termos sao menores que aqueles de uma série que sabemos ser convergente, entao nossa
série também sera convergente. A segunda parte diz que, se comecarmos com uma série cu-
Jos termos sao maiores que aqueles de uma série que sabemos ser divergente, ela também sera

divergente.



Testes de comparacao

0 Teste de Comparacao Suponha que = a, e £ b, sejam sé€ries com termos positivos.
(1) Se Z b, for convergente e a, = b, para todo n, entao X a, também sera convergente.

(11) Se X b, for divergente e a, = b, para todo n, entio X a, também sera divergente.

DEMONSTRACAO

(1) Seja S, = D, a; t, = 2 b t= > b,
i=1 i=1

n=I
Como ambas as séries tém termos positivos, as sequéncias {s,} e {t,} sdo crescentes
(Sy+1 = Sn T au+1 = 5,). Também t, — ¢, portanto, 1, < ¢ para todo n. Como a; =< b;, temos
Sa = 1,. Assim, 5, = t para todo n. Isso significa que {s, } € crescente e limitada superiormente
e, portanto, converge pelo Teorema da Sequéncia Mondtona. Por conseguinte, = a, converge.
(ii) Se = b, for divergente. entio t, — © (porque {t,} € crescente). Mas a; = b;, assim.
s, = t,. Entdo, s, — =. Portanto, X a, diverge. I
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Testes de comparacao

Ao usarmos o Teste de Comparacio, devemos, € claro, ter algumas séries conhecidas X b,
para o proposito de comparaciao. Na maior parte do tempo usamos uma destas séries:

m Uma série p [Z 1/n” converge se p > 1 e diverge se p =< 1:veja(11.3.1)]

m Uma série geométrica [Z ar”~' converge se |r| < 1 e diverge se |r| = 1

0 Teste de Comparacdo de Limite Suponha que X a, e X b, sejam séries com termos po-
sitivos. Se
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onde ¢ € um numero finito e ¢ > 0, entdo ambas as séries convergem ou ambas as sé-
ries divergem.




Testes de comparacao

i

Determine se a série
 EXEMPLO 1| E ST AT

SOLUCAD Para um n grande, o termo dominante no denominndor ¢ 2n?, assim, comparamos
.. P 3
a série dada com a série X 5/(2n°). Observe que

3 converge ou diverge.
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2 = 2
2n -+ 4n + 3 2n-

pois o lado esquerdo tem um denominador maior. (Na notacio do Teste de Comparacio, a, é
o lado esquerdo e b, € o lado direito.) Sabemos que

5 & 1
=52

2n*
¢ convergente porque € uma constante vezes uma série p com p = 2 = 1. Portanto

i 5

¢ convergente pela parte (1) do Teste de Comparacao. I



Teste da Razao

Dada qualquer série = a,. podemos considerar a série correspondente

.

2 lan| = lai| + |az] + [as] + -

n=1

cujos termos sao os valores absolutos dos termos da série original.

1| Definicao Uma série X a, € dita absolutamente convergente se a série de valores
absolutos = |a,| for convergente.

Observe que, se X a, for uma série com termos positivos, entiao |an | = @, €, 4sslm, a con-
vergéncia absoluta € a mesma coisa que a convergencia nesse caso.



- Teste da Razao

3 | Teorema Se uma série ¥ a, for absolutamente convergente, entdo ela € convergente.

DEMONSTRACAOQ Observe que a desigualdade
0=<a,+ |a.| =2|a,]

¢ verdadeira porque |a,| € a, ou —a,. Se T a, for absolutamente convergente, entio = | a,| é
convergente, assim 3 2|a, | € convergente. Portanto, pelo Teste da Comparagio, = (a, + |a,|)

¢ convergente. Entao,

Yay=2Xlan + |a:]) = Zal

¢ a diferenca de duas séries convergentes e €, portanto, convergente. L



- Teste da Razao

O teste a seguir € muito ttil para determinar se uma série dada € absolutamente convergente.

0 Teste da Razao

o0

(1) Se lim = [ << 1, entao a série 2 a, ¢ absolutamente convergente

n—® | dy n=1

dp+1

(e, portanto, convergente).

o0

= oo, entio a série 2 a,

n=1

Gy Se tlim %L — 1 > 1 ou lim |9

n—=| . n—=®| g,

¢ divergente.

(iii) Se lim | 2!

H—> 0 n

= 1, o Teste da Razao € inconclusivo, ou seja, nenhuma

conclusido pode ser tirada sobre a convergéncia ou divergéncia de = a,,
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- Teste da Razao
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AN Teste a série Y, (—1)" ) quanto a convergéncia absoluta.

n=1

SOLUCAD Usamos o Teste da Razdo com a, = (—1)"n?/3™
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Entao, pelo Teste da Razao, a série dada € absolutamente convergente e, portanto, conver-
gente. I
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- Seéries de Poténcias

Uma série de poténcias ¢ uma série da forma

oo
2 3
1 Yoeax"=co+ cx +cax?+exd + -
=()

onde x € uma variavel e ¢, sao constantes chamadas coeficientes da série. Para cada x fixado,
a série [ 1] é uma série de constantes que podemos testar quanto a convergéncia ou divergén-
cia. Uma série de poténcias pode convergir para alguns valores de x e divergir para outros va-
lores de x. A soma da série € uma funcao

fx)=co+cx +ex*+ - Fox"+ -

cujo dominio € o conjunto de todos os x para os quais a série converge. Observe que f se as-
semelha a um polinémio. A unica diferenca € que f tem infinitos termos.

Por exemplo, se tomarmos ¢, = | para todo n, a série de poténcias se torna a série geo-
métrica

Dat=lH+x+xP A Ex"

n=0

que converge quando —1 < x < 1 e diverge quando |x| = 1

13



- Seéries de Poténcias

Em geral, a série da forma

=

2 EEH(I_Q)HZEQ+E|(I_{I)+Cz(x—a;|2—|—4...

n=0

¢ chamada uma série de poténcias em (X — a) ou uma série de poténcias centrada em a ou
uma série de poténcias em torno de a. Observe que, ao escrevermos o termo correspondente
a n = 0 nas Equagoes 1 e 2, adotamos a convengio de que (x — a)’ = 1. mesmo quando
x = a. Observe também que, quando x = a, todos os termos sio 0 paran = 1 e assim a sé-
rie de poténcias sempre converge quando x = a.
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- Seéries de Poténcias

o0

3 | Teorema Para dada série de poténcias ), ¢,(x — a)”, existem apenas trés possibi-
. =0
lidades: "
(1) A série converge apenas quando x = a.

(11) A série converge para todo x.
(iii) Existe um nimero positivo R tal que a série converge se |x — a| < R e diverge

se |[x —a| > R.

O numero R no caso (111) € chamado raio de convergéncia da série de poténcias.
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- Seéries de Poténcias

oo
IEEI0EN Para quais valores de x a série ), n!x" é convergente?

n=0
SOLUCAD Usamos o Teste da Razao. Se fizermos a,,. como habitualmente. denotar o n-ésimo
termo da série, entio a, = n!x". Se x # 0, temos

n+ A + ] I il R
lim 21| = fim (n )!x =lim(n + 1)|x| =

n—= | q, n—s n!x" n—sm=

Pelo Teste da Razdo, a série diverge quando x # 0. Entdo, a série dada converge apenas quando
x=0. I
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