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Séries - Teste da Integral

Comecamos investigando as séries cujos termos sao os reciprocos dos quadrados de inteiros
pOsitivos.
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Nao existe uma formula simples para a soma s, dos primeiros termos n, mas a tabela de va-
lores aproximados gerada por computador dada na margem sugere que as somas parciais es-
tao se aproximando de um numero proximo de 1,64 quando n — % e, assim, parece que a s¢-
rie ¢ convergente.



Teste da Integral

Podemos confirmar essa impressao com um argumento geométrico. A Figura | mostra a
) - . - . .
curva y = 1/x” e retingulos colocados abaixo dela. A base de cada retingulo é um intervalo
de comprimento 1: a altura € igual ao valor da fungio y = 1/x” na extremidade direita do in-
tervalo.
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Teste da Integral

Dessa forma, a soma das areas dos retangulos é
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Se excluirmos o primetiro retangulo, a area total dos retangulos remanescentes sera menor
que a drea sob a curva y = 1/x? parax = 1, que € o valor da integral | (1/x?) dx. Na Secio
7.8, no Volume I, descobrimos que essa integral impropria € convergente e tem valor 1. As-
sim, a figura mostra que todas as somas parciais sio menores que
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Teste da Integral

Entdo, as somas parciais sdao limitadas. Também sabemos que as somas parciais sao crescen-
tes (porque todos os termos sido positivos). Portanto, as somas parciais convergem (pelo Teo-
rema da Sequéncia Mondtona) e, dessa maneira, a série € convergente. A soma da série (o li-
mite das somas parciais) € também menor que 2:
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A soma exata dessa série encontrada pelo matematico suico Leonhard Euler (1707-1783) ¢
7r°/6, mas a demonstragio desse fato € muito dificil.



Teste da Integral

0 Teste da Integral Suponha que f seja uma funciao continua, positiva e decrescente em
[1,2) e sejaa, = f(n). Entio a série 3,-, a, € convergente se, e somente se, a inte-
gral imprépria | f(x) dx for convergente. Em outras palavras:
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(1) Se f f(x) dx for convergente, entdo ), a, € convergente.
W n=l

(i) Se f f(x) dx for divergente, entao Y, a, ¢ divergente.
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- Teste da Integral
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SOLUCAD A funcio f(x) = 1/(x* + 1) € continua, positiva e decrescente em [1, ) e assim
usamos o Teste da Integral:

quanto a convergéncia ou divergéncia.
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Entao, j':“ [/(x* + 1) dx é uma integral convergente e, dessa forma, pelo Teste da Integral, a
sérieX 1/(n* + 1) € convergente. [
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SOLUCAD Se p < 0, entdo lim, ... (1/n”) = . Se p =0, entdo lim, ... (1/n”) = 1. Em

qualquer dos dois casos, lim, ... (1/n”) # 0. e, assim, a série dada diverge pelo Teste de
Divergéncia (11.2.7).

Se p > 0. entdo a fungio f(x) = 1/x” é claramente continua. positiva e decrescente em
[1. 20). Encontramos no Capitulo 7, [veja (7.8.2, no Volume 1)] que
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f —, dx ¢ convergente se p > 1 e divergente se p < 1
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Segue do Teste da Integral que a série = 1/n” converge se p > 1 e diverge se 0 < p = 1.
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A série no Exemplo 2 € chamada série p. E importante para o restante deste capitulo; desse
modo, resumimos os resultados do Exemplo 2 para referéncia futura como a seguir.
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1] A sériep D, —- € convergente se p > 1 e divergente se p < 1.
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| EXEMPLO 3
(a) A série
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¢ convergente porque ela € uma série p com p = 3 > 1.
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(b) A série

- - - s |
¢ divergente porque ela € uma série pcom p =3 < 1.
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33 G0 ES Determine se a série converge ou diverge.
n

-1 N
SOLUCAD A fungdo f(x) = (In x)/x é positiva e continua para x > 1 porque a fungio loga-
ritmo € continua. Mas nido € obvio se f € decrescente ou nao; assim, calculamos sua derivada:
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Entio f'(x) < 0 quando Inx > 1, isto €, x = e. Segue que f ¢ decrescente quando x > e ¢
podemos aplicar o Teste da Integral

= In x  mdnx ~ (Inx)? r
fl —dx = lim f —dx = lim 3

"

(In 1) _

= |lim

t—rw

Como essa integral imprépria é divergente, a série = (In n)/n também é divergente pelo Teste
da Integral. L
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