11 Sequéncias e séries
Infinitas Parte 2
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Em geral. se tentarmos somar os termos de uma sequéncia infinita {a, },_,. obteremos uma
expressao da forma

1 ﬂ|+ﬂg+ﬂg+"'+ﬂn‘|‘"‘

que € denominada uma série infinita (ou apenas série) e € denotada, por simplicidade, pelo
simbolo

o0
E dy ou Eﬂn

n=1

Faz sentido falar sobre a soma de uma quantidade infinita de termos?
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Consideramos as somas parciais

51 = ady

5 = d +ﬂz

S3={1|‘|‘{12+{13

sa =a; ta +ay;+ as
e, em geral,

ss=arta+a+ - +a,=a

Essas somas parciais formam uma nova sequéncia {s,}, que pode ou nio ter um limite. Se
lim, s, = s existir (como um numero finito), entao, como no exemplo anterior, o chama-
mos soma da série infinita = a,.
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2 | Definicao Dada uma série ¥,-,a, =a, + a, + a; + - -+, denote por s, sua
n-ésima soma parcial:

S,.!=Ea,~=a.+ag+---+aﬂ

i=1

Se a sequéncia {s, } for convergente e lim, ... 5, = s existir como um ndmero real, en-
tdo a série = a, ¢ chamada convergente, e escrevemos

oD
s ou Y oa,=s

n=1

at+a+ - +a,+ -

O numero s ¢ chamado a soma da série. Se a sequéncia {s,} € divergente, entiao a sé-
rie € chamada divergente.
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Assim, a soma de uma série € o limite da sequéncia de somas parciais. Desse modo, quando
escrevemos ¥, a, = §, queremos dizer que, somando um namero suficiente de termos da sé-
rie, podemos chegar tiao perto quanto quisermos do nimero s. Observe que

o

Y a, = lim Y, a;

n=l1 =% =]

Compare com a integral impropria
[]"* £(x)dx = lim [l F(x) dx

Para encontrarmos essa integral, inte-
gramos de 1 ate r e entao fazemos r — o=,
Para uma serie, somamos de 1 a n e entao
fazemos n— =
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NEEETER  Suponhamos que se saiba que a soma dos primeiros n termos da série £, a,, seja

2n

s,=—a, ta ++ - +a,=——
3n + 5

Em seguida, a soma da série € o limite da sequéncia {s, }:

- . . 2n .

Y a,= lims, = lim———— = lim——— =

=1 n—s= n—= 3p + 3 n—s® 5
3+ —

n

)
Lo | 1o

No Exemplo 1 foi nos dada uma expressao para a soma dos primeiros termos 7, mas ge-
ralmente nao € facil encontrar tal expressio. No Exemplo 2, no entanto, olhamos para uma
famosa série para a qual podemos encontrar uma formula explicita para s,.



séries

EETFY Um exemplo importante de uma série infinita € a série geométrica

atar+tar*+ar+---+a"'+ -

Ny arn! a##0

Cada termo € obtido a partir do anterior, multiplicando-se pela razao comum r.
(Ja consideramos o caso especial onde a = 5' er = %].

Se r=1l,entdios, =a +a + -+ + a=na— *x Como lim,_.- s, nio existe, a sé-
rie geométrica diverge nesse caso.

Se r # 1. temos

s,=a +ar +ar’+ - +ar"!
i _
e IS, = ar +ar*+ -+ ar™ "+ ar”

Subtraindo essas equacoes, obtemos
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Sy — sy, =a — ar"

a(l — r")
1l —r

3 S =

Se —1 < r < I, sabemos, a partir de (11.1.9), que r"* — 0 quando n — %, assim

. _all = r") a a .. a
lim s, = lim = — lim r" =
n—s n—sx | —F 1l —r ] — r ns= | — r

Entdo. quando |r| < 1. a série geométrica € convergente, e sua soma € a/(1 — r).
Ser = —1our > 1,asequéncia {r"} é divergente por (11.1.9); assim, pela Equagio 3,
lim, .= s, ndo existe. Portanto, a série geométrica diverge naqueles casos. I

11.1.9 E A sequéncia {r"} é convergente se —1 < r = 1 e divergente para todos os outros

valores de r.
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Resumimos os resultados do Exemplo 2 como a seguir.

4| A s€rie geométrica

Ydar"'=a+ar+ar’+ -

n=I1

€ convergente se |r| < 1 e sua soma é

Se [r| = 1, a série geométrica € divergente.
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ar-

\l\"l"'h
]
ndl -h‘:l-ld

ar A Figura 1 fomece uma demonstracao
geometrica do resultado no Exemplo 2. Se
a—ar ar

- 5 os tnangulos forem construidos como
mostrado e s for a soma da séne, entdo,
por semelhanca de triangulos,

5 a | a
— = 0g0 5=
/ a a — ar g 1 —r

/ |

FIGURA 1
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F3ETETEN Encontre a soma da série geométrica

10 20 40
S—3+tT gzt
SOLUCAD O primeiro termo é @ = S e a razio comum € r = —3. Como |r| = 3 < 1. a série
¢ convergente por |4 e sua soma é
10,2 40 s 5 _.
3 9 27 1 =(-3) 3
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0 que realmente queremos dizer quando
afirmamos gue a soma da serie no Exemplo
3 e 37 Claro, nao podemos somar literal-
mente um numero infinito de termos, um a
um. Mas, de acordo com a Definicao 2, a
soma total e o limite da sequéncia de
somas parcials. Entao, fazendo a soma de
um numero suficiente de termos, podemos
chegar tao proximo quanto gostariamos do
numero. A tabela mostra as pnmeiras dez
somas parcials e o grafico da Figura 2
mosira como a sequencia de somas
parcials se aproxima de 3.
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5,000000
1,666667
3,888889
2.407407
3.395062
2,736626
3,175583
2.882945
3,078037
2.947975

------

FIGURA 2
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SEATENEN A série Y, 27"3'7" ¢ convereente ou divereente?
o
n=1

SOLUCAD Vamos reescrever o termo n-ésimo termo da série na forma ar"™ "

o o G 4;-! 0o

%2731 =3 @3 = 3 o5 = 3 4()"

n—I1
n=1 n=1 n=1 3 n=|

Outra maneira de identificara e re
eSCTever 0s primeiros termos:

d+lpsy

£ - # = - 4
Reconhecemos essa série como uma série geométricacom a = 4er = 3. Como r > 1, a
série diverge por [4]. [
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A0 Encontre a soma da série ), x" onde | x| < 1.
n=(0

SOLUCAD Observe que esta série comega com n = (), de modo que o primeiro termo € x" = 1.
(Com a série, adotamos a convengiio de que x” = 1 mesmo quando x = 0.) Assim

o

Yx'=1l+x+x2+x+x+---

n=0
Esta é uma série geométricacoma = 1 er = x. Uma vez que |r| = |x| < 1. que converge
e resulta em

- 1
5 > xt = —
n=0 1 - X
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6| Teorema Se a série ), a, for convergente, entio lim a, = 0.

n—»

n=1

DEMONSTRACAO Sejas, =a) +a>+ -+ + a,. Entao,a, = s, — $,—1. Como X a, € con-
vergente, a sequéncia {s,} € convergente. Seja lim, ... s, = 5. Como n — | — o quando
n — %, também temos lim,,_.. s,—; = §. Portanto

lima, = lim (s, — s,—;) = lims, — lim s,_,

n—s n—s n—=x A—

=5—5=10 I

OBSERVACAO 1 Com qualquer série = a, associamos duas sequéncias: a sequéncia {s, } de
suas somas parciais e a sequéncia {a, } de seus termos. Se X a, for convergente, o limite da se-
quéncia {s, } € s (a soma da série) e, como o Teorema 6 afirma, o limite da sequéncia {a,} € 0.

OBSERVACAO 2 A reciproca do Teorema 6 nio € verdadeira, em geral. Se lim,, .. @, = 0. nio
podemos concluir que X a, € convergente, '
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7] Teste de Divergéncia Se lim a, nio existir ou se lim a, # 0, entio a série >, a, ¢
. H— 00 H—= 0
divergente.

n=I

O Teste para Divergéncia vem do Teorema 6, porque, se a série nio for divergente, ela €
convergente e, assim, lim, .. a, = 0.

oo Hz
EETETNER Mostre que a série ZI S diverge.
SOLUCAD
n’ . I

: . 1
Iima,=1lm———=Im———=—
n—e ne=Spt 4+ 4 a—=54+4/n* 5

Desse modo, a série diverge pelo Teste para Divergéncia. I

OBSERVACAO 3 Se descobrirmos que lim,_. a, # 0, saberemos que = a, ¢é divergente. Se
acharmos que lim,, ... a, = 0, ndo saberemos sobre a convergencia ou divergencia de X a,,. Lem-
bre-se o aviso na Observagio 2: se lim,_...a, = 0, a série ¥ a, pode convergir ou divergir.
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