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- Campos de d
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Irecoes

- Campos de d

Solucdes da equacao y' = x + y para alguns valores de .
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- L el de crescimento natural

Um dos modelos para o crescimento populacional que consideramos na Secido 9.1 baseava-
-se na suposicao de que a populacido cresce a uma taxa proporcional ao tamanho da populacio:

ar _
ddt

Essa € uma hipotese razoavel? Suponha que tenhamos uma populacio (de bactérias, por exem-
plo) com tamanho P = 1 000 e que, em certo instante, esteja crescendo a uma taxa de
P’ = 300 bactérias por hora. Agora, tomemos outras 1 000 bactérias do mesmo tipo, colocando-
as com a primeira populacdo. Cada metade da nova populacio cresce a uma taxa de 300 bac-
térias por hora. Seria razoavel esperar que a populagio total de 2 000 aumentasse a uma taxa
de 600 bactérias por hora inicialmente (desde que houvesse espago e nutrientes suficientes).
Assim, se dobrarmos o tamanho, dobraremos a taxa de crescimento. Parece possivel que a taxa
de crescimento seja proporcional ao tamanho.

kP



- L el de crescimento natural

Em geral, se P(t) for o valor de uma quantidade y no tempo ¢, e se a taxa de variagdao de P
com relacdo a ¢ for proporcional a seu tamanho P(t) em qualquer tempo, entio

ar _
dt

kP

onde k € uma constante. A Equacao 1 € algumas vezes chamada lei do crescimento natural.
Se k for positivo, entdo a populacio aumenta: se k for negativo, ela diminui.



- L el de crescimento natural

Como a Equacado | € uma equacao diferencial separavel, podemos resolvé-la pelo méto-
do da Secdo 9.3:

dP
—=jkdr
P
In|P| =kt + C
|P| — Ekr+£‘ — €£'€kf
P = Ae"

onde A (= *¢© ou 0) é uma constante arbitrdria. Para percebermos o significado da cons-

tante A, observamos que
P(0) = Ae* "= A



- L el de crescimento natural

Portanto, A € o valor inicial da funcao.

2 | A solucio do problema de valor inicial

ar _

dt

kP P(0) = P,

P(t) = Poc®

Outra maneira de escrever a Equacio 1 €

| dP
el

P dt

que diz que a taxa de crescimento relativa (a taxa de crescimento dividida pelo tamanho da

populagdo) € constante. Entiao,

2

diz que a populacdo com uma taxa de crescimento relati-

va constante deve crescer EKPGHEHCiHIIIIEH[E.



- L el de crescimento natural

Podemos levar em conta a emigracao (ou a remog¢ao) de uma populacio modificando a
Equacio 1: se a taxa de emigracido for uma constante m, entao a taxa de mudanca da popu-
lacao € modelada pela equacao diferencial
dP

3 =LkP — m
dt

Veja o Exercicio 15 para a solucio e consequéncias da Equacio 3.



- Exerciclo

p. 556

15. Considere a populacio P = P(t) com taxas de natalidade e mor-

talidade relativas constantes a e 3, respectivamente, e uma taxa
de emigracio constante m, onde a, B e m sdo constantes positi-
vas. Suponha que @ > . Entdo, a taxa de variacdo da populacio
no instante ¢ € modelada pela equacio diferencial

£—,ch— de k= a —
I m onde a—

(a) Encontre a solucdo desta equagio que satisfaga a condigio ini-
cial P(0) = Py.

(b) Que condicdes sobre m levario a uma expansio exponencial
da populacio?

(¢) Que condigdes sobre m resultario em uma populacio cons-
tante? E em um declinio da populacido?

(d) Em 1847, a populacio da Irlanda era de cerca de 8 milhoes e
a diferenga entre as taxas de natalidade e mortalidade relati-
vas era 1,6 % da populagdo. Por causa da fome da batata nas
décadas de 1840 e 1850, cerca de 210 000 habitantes por ano
emigraram da Irlanda. A populacio estava crescendo ou de-
crescendo naquela época?
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- Exerciclos

p. 543

Resolva a equacio diferencial.

dx €

I vy =x+1

11



