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- Equacoes Diferenciais Gerais

Em geral, uma equacéo diferencial € aquela que contém uma funcéo
desconhecida e uma ou mais de suas derivadas.
A ordem de uma equacao diferencial € a ordem da derivada mais alta que

ocorre na equacao.

Quando consideramos a equacao diferencial

r

-"i._? — __"[' -"i._?

entendemos que y é uma funcao desconhecida de x.

Uma funcao f € denominada solucéo de uma equacao diferencial se a
equacao é satisfeita quando y = f (x) e suas derivadas sao substituidas na

equacao.
() = xf (x)



- Equacoes Diferenciais Gerais

Quando nos pedem para resolver uma equacdo diferencial, espera-se que encontremos
todas as solucoes possiveis da equagdo. Ja resolvemos algumas equacdes diferenciais parti-
cularmente simples; a saber, aquelas da forma

v =flx)
Por exemplo, sabemos que a solu¢do geral da equacdo diferencial

¢ dada por

onde C € uma constante qualquer.



- Equacoes Diferenciais Gerais

REETENER Mostre que todo membro da familia de fungoes

1 + ce’
y =

1 — ce’

p - - . . I

€ uma solucio da equacdo diferencial y" = 3 (y* — 1).

SOLUCAD Usamos a Regra do Quociente para derivar a expressio em relacdo a y:

(1 —ce')ce’) — (1 + ce')(—ce')
(1 — ce')’

r

Y=
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ce' — et + ce' + cle® B 2ce’
(l _ c.Er)E (] _ ('EIJZ

O lado direito da equacio diferencial torna-se

L2 ”:l (1 +c'€’)2_ | :i (1 +ce’) — (1 — ce")’
2 2 [\ 1= ¢ 2 (1 —ce')

] dee’ B 2ce
2 (1 —ce')y (1 —ce')

Portanto, para todo valor de ¢, a funcio dada € solucédo da equacdo diferencial. L



- Equacoes Diferenciais Gerais

Quando aplicamos as equagoes diferenciais, geralmente nio estamos tao interessados em
encontrar uma familia de solugdes (a solugdo geral) quanto em encontrar uma solugédo que
satisfaca algumas condi¢oes adicionais. Em muitos problemas fisicos precisamos encontrar
uma solugdo particular que satisfaca uma condic¢io do tipo y(fo) = yo. Esta € chamada con-
dicao inicial, e o problema de achar uma solucio da equacio diferencial que satisfaca a con-
dicdo inicial € denominado problema de valor inicial.

Geometricamente, quando impomos uma condicdo inicial, olhamos para uma familia de
curvas solucdo e escolhemos uma que passe pelo ponto (fo, yo). Fisicamente, i1Sso correspon-
de a medir o estado de um sistema no instante fpe usar a solugdo do problema de valor ini-
cial para prever o comportamento futuro do sistema.



- Equacoes Diferenciais Gerais

NEETNFN Encontre uma solugio da equacio diferencial y’ =

| .
7 (y* — 1) que satisfaga a
condicao inicial y(0) = 2.

SOLUCAD Substituindo os valores t = 0 e y = 2 na formula

1 + ce’
1 —ce'
do Exemplo 1, obtemos

]‘|‘CE:'D_1+C

1 — ce’ 1 —¢

) =

- y 1 .
Resolvendo essa equacdo para ¢, temos 2 — 2¢ = | + ¢, o que fornece ¢ = 3. Assim, a solu-
¢do do problema de valor inicial €

l+%€r I+ e
y= = ; N
e



- EquacOes Separaveis

Uma equacao separavel € uma equacio diferencial de primeira ordem na qual a expres-
sdo para dyldx pode ser fatorada como uma funcio de x multiplicada por uma funcio de y.

Em outras palavras, pode ser escrita na forma
dy

i g(x)f(y)

O nome separdvel vem do fato de que a expressio do lado direito pode ser “separada™ em
uma funcio de x e uma fungdo de y. Da mesma forma, se f (y) 7 0, podemos escrever

dy _ gx)
dx  h(y)
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Uma equacao separavel € uma equacio diferencial de primeira ordem na qual a expres-
sdo para dyldx pode ser fatorada como uma funcio de x multiplicada por uma funcio de y.
Em outras palavras, pode ser escrita na forma

dy

i g(x)f(y)

O nome separdvel vem do fato de que a expressio do lado direito pode ser “separada™ em
uma funcio de x e uma fungdo de y. Da mesma forma, se f (y) 7 0, podemos escrever

dy _ gx)
dx  h(y)

onde h(y) = U/f (v).



- EquacOes Separaveis

Para resolver essa equacgio, a reescrevemos na forma diferencial

h(y) dy = g(x)dx

assim todos os y estdo em um lado da equacio e todos os x estdo do outro lado. Entio inte-
gramos ambos os lados da equacao:

2 I h(y)dy = J. g(x) dx

A Equacio 2 define y implicitamente como func¢ao de x. Em alguns casos também podere-
mos isolar y em termos de x.
Usamos a Regra da Cadeia para justificar este procedimento: Se h e g satisfazem [2], entio

% ( [ A(y) d}-‘) - % (j g(x) atx)
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d (; dy
Logo m (‘ h(y) d}-‘)i = g(x)
e h(y) j—; = g(x)

Portanto, a Equacdo 1 € satisfeita.
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- EquacOes Separaveis
| EXEMPLO 1

1) Resolve acdo difi ial
(a) Resolva a equacio diferencia dx )

|

(5]
s

(b) Encontre a solucdo dessa equacio que satisfaca a condicao inicial y(0) = 2.

SOLUCAOQ
(a) Escrevemos a equacao na forma diferencial e integramos os dois lados:

yidy = x*dx
‘ yidy = szdx
%}-‘3 = %xi + C

onde C € uma constante qualquer. (Poderiamos ter usado uma constante C; no lado esquer-
do e outra constante C> no lado direito. Mas decidimos combind-las em uma so constante no

lado direito, fazendo C = C, — Cy.)

12
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Resolvendo para y, obtemos

y =T 3C

Podertamos deixar a solucio dessa maneira ou podemos escrevé-la na forma

y=4x*+ K

onde K = 3C. (Pois C € uma constante qualquer e 0 mesmo ocorre com K.)

(b) Se fizermos x = 0 na equacio geral da parte (a), temos y(0) = Jf Para satisfazer a con-
digdo inicial y(0) = 2, devemos fazer {/K = 2 e assim temos K = 8. Portanto, a solugio do
problema de valor inicial €

y=+x+8 ]
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- EquacOes Separaveis

A Fgura 1 ilustra o grafico de varios
membros da familia de solugdes da
equacdo diferencial do Exemplo 1. A
solucdo do problema com valor inicial da
parte (b € mostrada em vermelho.

FIGURA 1
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o o dy 6x*
REETITFR Resolva a equacio diferencial — = :
dx 2y + cosy

SOLUCAD Escrevendo a equacdo em uma forma diferencial e integrando ambos os lados,
temos

(2y + cos y)dy = 6x*dx

j (2y + cosy)dy = ‘ 6x*dx

3 yi+seny=2x"+C

onde C € uma constante. A Equacdo 3 fornece uma solucido geral implicita. Nesse caso €
impossivel resolver a equagio para expressar explicitamente como uma fungio de x.

15
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Alguns sistemas de computacdo algébrica
podem tracar as curvas definidas por equacies
implicitas. A Figura 2 mostra os graficos de
varios membros da familia de solucbes da
equacdo diferencial no Exemplo 2. Olhando as
curvas da esquerda para a direita, os valores de
Csdn 3,2,1,0,—1, —2e —3

FIGURA 2
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NEETINE] Resolva a equagio y’ = x2y.

SOLUCAD Primeiro reescrevemos a equacio usando a notacio de Leibniz:

dy 5
— = x4
d-x -
Se y # 0, podemos reescreveé-la em uma notagio diferencial e integra-la:
dy )
— = x"dx y#=0
Y
dy
== [ ¥
Y
3
X
In |_‘}-‘ | = T + C

Essa equacdo define y implicitamente como funcio de x. Mas, nesse caso, podemos solucio-
nar explicitamente para y como a seguir:
. 3 " o 3
|__}_,| — E:']"l-"l — E{.n 3I+C — eCe” /3

Entio
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Podemos verificar facilmente que a funcao y = 0 também € uma solucdo da equacao dife-
rencial dada. Dessa forma, podemos escrever a solucdo geral na forma

y = Ae* "

onde A € uma constante arbitriria (A = e¢“,ouAd = —¢“, 0uA = 0).

A Figura 3 mostra um campo de diregdes para a o
equacdo diferencial no Exemplo 3. Compare-a [l B
com a Figura 4, em que usamos a equacao ; . _'f ) ) o o
y = Ae*'3 para representar as soluches por NPT - S
diversos valores de A. Se vocé usar o campo de T -
direcdes para esbocar as curvas de solucdo com SN~~~ -
a interseccdo v 5,2, 1, —le —2, elas irdo A
assemelhar-se com as curvas da Figura 4. SRR

FIGURA 3
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- Campos de direcoes

Suponha que nos pecam para esbogar o grafico da solugio do problema de valor inicial
y=x+ty v(0) =1

Nio conhecemos uma formula para a solucio, entio como € possivel que esbocemos seus
graficos? Vamos pensar sobre o que uma equacdo diferencial significa. A equacdo
y' =x + ynos diz que a inclina¢ao em qualquer ponto (x, y) no grafico (chamado curva solu-
¢ao) € igual a soma das coordenadas x e y no ponto (veja a Figura 1). Em particular, como a
curva passa pelo ponto (0, 1), sua inclinacao ali deve ser O + 1 = 1. Assim, uma pequena
porc¢ao da curva solugdo proxima ao ponto (0, 1) parece um segmento de reta curto que passa
por (0, 1) com inclinacgdo 1 (veja a Figura 2).

YA Vi

A inclinac@o em / A inclinagao em

(x, v) € 4 (X2, ¥2) €
Sty )/ Xty (0,1)}, A inclinagdo em
\\\"’-r"’ﬂ/ 1 o1
" 0+1=1.
0 X 0 >

FIGURA 1 FIGURA 2
Uma solugdo de y'=x +y Inicio da curva solucfio que passa por (0, 1) )



- Campos de direcoes

Como um guia para esbogar o restante da curva, vamos desenhar pequenos segmentos de reta
em diversos pontos (x, y) com inclinacio x + y. O resultado, denominado campo de dire-
¢oes, € mostrado na Figura 3. Por exemplo, o segmento de reta no ponto (1., 2) tem inclina-
cao I + 2 = 3. O campo de direcoes nos permite visualizar o formato geral das curvas
solugdo pela indicacdo da direcdo na qual as curvas prosseguem em cada ponto.

VA Va
— = S — - S S ]
N [ No— /A
NS - N NS Aoy
\ N~ — o S [ NN — xS
- o] ~ 17 2 x 0 17 2 x
NN — S NN N
— =/ — /
N~ — -/ N N 4
S — RN —
N~ — VNN~ —
FIGURA 3 FIGURA 4
Campo de direcGes paray'=x+y A curva solucdo que passa por (0, 1)
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- Campos de direcoes

Agora, podemos esbocar a curva solugdo pelo ponto (0, 1), seguindo o campo de direcdes
como na Figura 4. Observe que desenhamos a curva de modo a torna-la paralela aos seg-
mentos de reta proximos.

Em geral, suponha que tenhamos uma equacdao diferencial de primeira ordem do tipo
}JF = F{I. }J]

onde F(x,y) € alguma expressido em x e y. A equacdo diferencial diz que a inclinacgdo da curva
solucio no ponto (x, y) na curva € F(x, y). Se desenharmos pequenos segmentos de reta com
inclinacdo F(x, y) em varios pontos (x, y). o resultado serda chamado campo de direcoes (ou
campo de inclinacoes). Esses segmentos de reta indicam a direcao na qual uma curva solu-
¢do estd seguindo, de modo que o campo de direcdes nos ajuda a visualizar o formato geral
dessas curvas.
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- Campos de direcoes

(a) Esboce o campo de direcodes para a equacdo diferencial y" = x* + y> — 1.
(b) Use a parte (a) para esbocar a curva solugdo que passa pela origem.
SOLUCAD

(a) Podemos comecar calculando a inclinagdo em virios pontos na seguinte tabela:

X 2 -t o[ 1| 2]=2[-tr] o] 1] 2
y ol o] o ol v 1| 1] |
y=x2+y—1] 3 —1 3 a1t o] 1] 4

Agora, podemos desenhar pequenos segmentos de reta com essas inclinagoes nesses pontos.
O resultado € o campo de dire¢coes mostrado na Figura 5.

23



- Campos de direcoes

FIGURA 5
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(b) Podemos comecar na origem e nos mover para a direita na direcdo do segmento de reta
(que tem inclinacdo —1). Continuamos a desenhar a curva solucio de maneira que ela se
mova paralela aos segmentos de reta proximos. A curva solucdo resultante € exposta na
Figura 6. Voltando para a origem, desenhamos a curva solucdo para a esquerda da mesma
maneira. L

25



- Campos de direcoes

FIGURA b
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- Campos de direcoes

Quanto mais segmentos desenharmos no campo de diregoes, mais clara se tornara a figura.
E claro que € tedioso calcular as inclinagdes e desenhar segmentos de reta para um nimero
muito grande de pontos manualmente, mas os computadores facilitam essa tarefa. A Figura
7 apresenta um campo de dire¢oes mais detalhado, desenhado por um computador, para a
equacdo diferencial no Exemplo 1. Isso nos permite desenhar, com uma precisio razoavel,
as curvas solucdo exibidas na Figura 8 com intersec¢des com o eixo y iguaisa —2, —1,0, 1

e 2.
3
N [ I I I B T 1 I ™
| |I ,'. | / f .ll ,'I | ,'I .II [ f | | ,'-
NN YN
T/ 7x7770 1011
(1S e=t==7 ]
{1 "E,r’f""" I ""-// ."lr [
—3 H+++~ A T o e e
]/ m=~N~==—/]] ]
(1117 /c=t==/711]
VIl 74777111
| | I|' [ | _,-" I.-" ;r. I."' .."' F .|' {
[ I.' f .'I [ .'I / / | [ | ] _|' I
AR I [ T A I N -
-3
FIGURA 7 FIGURA 8
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Podemos usar o Geogebra para fazer campos de d

O GeoGebra Classic 3
Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda
)
|| 1T

® cdd1 = CampoDeDiregbes(f)

A
» Janela de Algebra

® fley) =x+y
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