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amigos matemáticos. É claro que há muitos outros amigos que fazem parte
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Introdução

A área de geometria de espaços de Banach, cujo nascimento remonta à Ste-
fan Banach [6], teve grande desenvolvimento na segunda metade do século
XX, mas segue com problemas fundamentais em aberto, como é o caso do
problema do quociente separável: todo espaço de Banach de dimensão in-
finita tem um quociente separável? A partir da década de 90, os métodos
combinatórios apareceram como ferramenta importante na resolução de di-
versos problemas da área, como na solução dada por T. Gowers e B. Mau-
rey em 1992 para o problema da sequência básica incondicional [33]. No
século XXI, grandes matemáticos como S. Argyros, R. Haydon e S. Todor-
cevic seguem utilizando-se de métodos desta natureza no desenvolvimento
de pesquisa na área (ver, por exemplo, [3, 56]).

Neste texto, apresentamos os principais resultados da pesquisa que de-
senvolvemos após a obtenção do t́ıtulo de doutorado em 2008, bem como
perspectivas futuras para os trabalhos desenvolvidos ou em desenvolvimento
na área de aplicações de métodos combinatórios em geometria de espaços
de Banach.

As ferramentas combinatórias que utilizamos podem ser classificadas em
três tipos:

1. A teoria de Ramsey e análise combinatória do comportamento de
subconjuntos finitos de conjuntos infinitos, que foram utilizadas por
matemáticos desde J. Schreier [50] e na clássica construção de B.
Tsirelson [59]. Aqui consideramos estas ferramentas em conjuntos
não enumeráveis, com ou sem estrutura adicional.

2. O método de forcing, que foi criado por P. Cohen [20, 21] para mos-
trar que o primeiro da lista de Hilbert do congresso de Paris de 1900
- o problema do cont́ınuo de Cantor - é indecid́ıvel e pelo qual ele
recebeu a medalha Fields em 1964. Nos anos 70, o método se tornou
uma importante ferramenta combinatória na demonstração de que di-
versas afirmações são indecid́ıveis, em diferentes áreas da matemática.
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INTRODUÇÃO 2

Os exemplos mais marcantes foram as Conjecturas de Borel, de Ka-
plansky e de Whitehead.

3. Axiomas adicionais à teoria dos conjuntos de Zermelo-Fraenkel com o
axioma da escolha, conhecida como ZFC, que permitem provar resul-
tados de consistência e motivem demonstrações de resultados que não
assumem axiomas adicionais. Axiomas como a hipótese do cont́ınuo
(CH) e o axioma de Martin (MA) já foram amplamente utilizados
para a obtenção de exemplos ou resultados sobre espaços de Banach,
como no exemplo topológico dado por K. Kunen (ver [44]), que possui
consequências importantes em espaços de Banach.

Este trabalho contém três caṕıtulos principais, além de um caṕıtulo
inicial que apresenta os fundamentos teóricos necessários para o desenvol-
vimento do texto.

No Caṕıtulo 1 apresentamos uma continuação da pesquisa que desen-
volvemos durante o doutorado, com resultados relacionados à existência de
sistemas biortogonais em espaços de Banach não separáveis ou estruturas
relacionadas a eles. Envolvem o uso de forcing e de axiomas adicionais em
suas demonstrações, são fruto de nossa pesquisa em colaboração com P.
Koszmider e S. Todorcevic e constam dos trabalhos [12, 19], e também com
O. Selim, em andamento.

No caṕıtulo seguinte, investigamos a existência de espaços de Banach
universais de densidade igual ao cardinal do cont́ınuo e obtemos uma série de
resultados, sobretudo de consistência da não existência destes espaços, cuja
existência muitas vezes pode ser provada assumindo a hipótese do cont́ınuo.
O método de forcing é amplamente utilizado neste caṕıtulo. Uma longa e
frut́ıfera colaboração com P. Koszmider nos primeiros anos após a conclusão
do doutorado resultou nestes resultados, publicados em [14, 15, 16, 17].

Finalmente, no Caṕıtulo 3 introduzimos novas técnicas e conceitos com-
binatórios relacionados à teoria de Ramsey para mostrar um resultado so-
bre a não existência de sequências subsimétricas em espaços de Banach de
densidade grande. Tais técnicas e conceitos têm sua relevância dentro do
contexto combinatório, para além das aplicações que nos motivaram. É um
trabalho desenvolvido conjuntamente com J. Lopez-Abad e S. Todorcevic
ao longo dos últimos anos e publicado em [18].

Para a elaboração desses três caṕıtulos, selecionamos os trabalhos de
forma a dar coesão ao texto, que contém não apenas os enunciados dos
principais resultados neles provados, mas também elementos de suas de-
monstrações. Além disso, apresentamos ao longo do texto alguns problemas
em aberto e direções futuras de pesquisa.



Preliminares

Apresentamos aqui definições e resultados clássicos que utilizaremos nos
caṕıtulos seguintes, tendo como principal objetivo fixar a notação. De-
finições, resultados e notações que não introduzimos aqui podem ser en-
contradas nos textos [35] para a parte de teoria dos conjuntos, [28] para a
topologia, [41] para o forcing, [1, 30] para a parte de espaços de Banach e
[31, 51] para espaços de Banach C(K). Nossa dissertação de mestrado [10]
também contém a maior parte da notação e dos resultados necessários.

Teoria dos conjuntos

O cardinal de um conjunto X é denotado por |X|. Denotamos por ω o
primeiro ordinal (e cardinal) infinito, por ω1 o primeiro ordinal (e cardinal)
não enumerável, por ω2 o primeiro ordinal (e cardinal) de cardinalidade
maior que ω1, e assim sucessivamente, e por c o cardinal do cont́ınuo, ou
seja, c = |R| = |℘(N)|. Consideramos de maneira geral apenas cardinais
infinitos.

Lembramos que um cardinal κ é dito singular se existe uma famı́lia de
conjuntos (Xα)α∈Γ tal que |Γ| < κ, |Xα| < κ para todo α ∈ Γ e |

⋃
α∈ΓXα| =

κ. Um cardinal κ é regular se não é singular. Dados dois cardinais κ e λ,
denotamos por [κ]<λ e [κ]≤λ o conjunto de todos os subconjuntos de κ de
cardinalidade menor e menor ou igual, respectivamente, a λ. Dados dois
conjuntos X e Y , XY é o conjunto das funções de Y em X e X<ω é o
conjunto das sequências finitas de elementos de X .

Um ∆-sistema é uma famı́lia de conjuntos (Xi)i∈I tal que Xi ∩ Xj =
Xk∩Xl para quaisquer i, j, k, l ∈ I distintos e o Lema do ∆-sistema garante
que dada qualquer famı́lia (Xα)α<ω1 , existe Γ ⊆ ω1 não enumerável tal que
(Xα)α∈Γ é um ∆-sistema. O conjunto X = Xi ∩Xj é chamado de raiz do
sistema.
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PRELIMINARES 4

Axiomas adicionais

Chamamos de ZFC a axiomática usual da teoria dos conjuntos de Zermelo-
Fraenkel com o axioma da escolha. Lembramos que uma afirmação é dita
consistente (com ZFC) se sua negação não pode ser provada a partir de
ZFC e independente (de ZFC) se ela e sua negação são ambas consistentes.

A hipótese do cont́ınuo, que denotaremos por CH no que segue, é o
axioma c = ω1, que é independente de ZFC. Outros axiomas adicionais
que serão citados são o axioma de Martin (MA), o prinćıpio ♦, o axioma
do forcing próprio (PFA), o máximo de Martin (MM) e a dicotomia do
P -ideal (PID), sendo que apenas esta última será usada e definida quando
necessário.

Forcing

Não faremos aqui uma introdução completa ao método de forcing e indica-
mos [41] para a notação e teoria necessárias. Mas recordamos que o forcing
é um método criado por Cohen em [20, 21] e usado para provar resultados
de consistência e independência. Informalmente, é um método que parte de
um modelo inicial V para ZFC e, a partir de uma ordem parcial P, define
outro modelo V P para ZFC, de forma que as propriedades da ordem par-
cial P podem determinar a verdade de certas afirmações em V P. Usamos
frequentemente a palavra forcing para nos referirmos à ordem parcial P.

Dependendo do contexto, o modelo V P, chamado de extensão, é também
denotado por V [G], onde G é um filtro P-genérico sobre o modelo V . Na
realidade, V P e V [G] não são exatamente o mesmo conjunto, mas sim, cada
elemento de V P codifica um elemento de V [G]: estes códigos são chamados
de nomes ou P-nomes e um nome para um elemento X de V [G] é em geral
denotado por Ẋ. Os termos genericidade e genérico são usados para indicar
uma espécie de aleatoriedade de um objeto com relação ao modelo V , ou
seja, um objeto cujas caracteŕısticas dependem fortemente de P e/ou G.

Assim, dizemos que um forcing P é κ-cc, onde κ é um cardinal, se P
não possui anticadeias de cardinalidade κ, ou seja, se (pα)α<κ é uma famı́lia
em P, então existem α < β < κ e p ∈ P tais que p ≤ pα e p ≤ pβ. Neste
caso, dizemos que pα e pβ são compat́ıveis e usualmente nos referimos a
um extensão comum p de pα e pβ como uma amalgamação de pα e pβ.
Um forcing P é ccc se é ω1-cc. Finalmente, dizemos que P é σ-fechado se
para toda famı́lia (pn)n∈ω em P tal que pn+1 ≤ pn para todo n ∈ ω, existe
p ∈ P tal que p ≤ pn para todo n ∈ ω. É frequentemente necessário provar
que um forcing é ccc (ou ω2-cc e σ-fechado) para garantir a preservação de
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cardinais, ou seja, que os cardinais no modelo inicial e na extensão são os
mesmos.

Dados três cardinais κ, λ, µ, denotamos por Fn<κ(λ, µ) o forcing das
funções parciais de λ em µ de cardinalidade menor que κ, munido da ordem
de extensão (inversa) de funções, ou seja:

Fn<κ(λ, µ) = {f : domf → µ : domf ⊆ λ and |domf | < κ}

e dadas f, g ∈ Fn<κ(λ, µ), f ≤ g se domg ⊆ domf e para todo x ∈ domg,
f(x) = g(x).

Topologia

Todos os espaços topológicos que consideramos neste trabalho são espa-
ços de Hausdorff e usualmente denotamos por K um espaço compacto.
Lembramos que um espaço topológico X é dito zero-dimensional se sua
topologia possui uma base formada por abertos-fechados e X é disperso se
todo subespaço não vazio possui pontos isolados. Um espaço topológico
X é metrizável se admite uma métrica que induz sua topologia. O peso
de X é o menor cardinal infinito κ tal que X possui uma base para sua
topologia de cardinalidade κ e sabe-se que para um espaço compacto K, ele
é metrizável se, e somente se, seu peso é ω. A densidade de X é o menor
cardinal infinito κ tal que X possui um subconjunto denso de cardinalidade
κ. Se a densidade do espaço X é ω, o espaço é dito separável.

O conjunto de Cantor1 éo conjunto 2ω, munido da (única) topologia que
tem a famı́lia {〈s〉 : s ∈ 2<ω} como base topologica, onde 〈s〉 = {x ∈ 2ω :
s < x} para cada s ∈ 2<ω e onde s < x significa que x é uma sequência que
extende s.

Dualidade de Stone

Uma álgebra de Boole é um conjunto B munido de duas operações binárias
∨ e ∧, uma operação unária ¬, e dois elementos distinguidos 0 e 1, que
satisfazem os seguintes axiomas para quaisquer a, b, c ∈ B:

a ∨ b = b ∨ a a ∧ b = b ∧ a
a ∨ (b ∨ c) = (a ∨ b) ∨ c a ∧ (b ∧ c) = (a ∧ b) ∧ c

a ∨ (b ∧ c) = (a ∨ b) ∧ (a ∨ c) a ∧ (b ∨ c) = (a ∧ b) ∨ (a ∧ c)
a ∨ 0 = a a ∧ 1 = a
a ∨ ¬a = 1 a ∧ ¬a = 0.

1Este espaço topológico é, de fato, homeomorfo ao conjunto de Cantor constrúıdo da
maneira usual.
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O exemplo mais simples de uma álgebra de Boole é o conjunto ℘(X) das
partes de um conjunto X, munido das operações de união ∪, intersecção ∩,
complemento X \ ·, o conjunto vazio ∅ e o próprio conjunto X. Além da
álgebra de Boole ℘(N), será também bastante utilizada aqui a álgebra quo-
ciente ℘(N)/F in, que é dada pelas classes de equivalência de subconjuntos
de N com respeito à relação de equivalência dada por a ∼ b se, e somente se,
(a \ b)∪ (b \ a) é finito. Neste caso, as operações são dadas pelas classes de
equivalência das operações correspondentes ao caso de ℘(X): por exemplo,
[a] ∨ [b] = [a ∪ b]. Além disso, [a] ≤ [b] se, e somente se, a ⊆∗ b, ou seja,
a \ b é finito.

Dada uma álgebra de Boole B, o espaço de Stone de B é o espaço to-
pológico formado pelo conjunto KB de todos os ultrafiltros2 em B, munido
da (única) topologia que tem a famı́lia {[b] : b ∈ B} como base topológica,
onde [b] = {u ∈ KB : b ∈ u}. Resultados clássicos devido a Stone garantem
que KB é um espaço compacto e zero-dimensional (pois cada conjunto [b] é
um aberto-fechado) e que o conjunto Clopen(KB) dos subconjuntos de KB

que são abertos-fechados, munido das operações de união, intersecção, com-
plemento, ∅ e KB, forma uma álgebra de Boole isomorfa à álgebra de Boole
B. Lembramos que um isomorfismo de álgebras de Boole é uma função
bijetora que respeita as operações e elementos distinguidos das álgebras.
Respectivamente, se K é um espaço compacto e zero-dimensional, então o
espaço de Stone da álgebra de Boole Clopen(K) é homeomorfo ao espaço
K. Em particular, o peso do espaço de Stone KB de uma álgebra de Boole
B é igual à cardinalidade |B| da álgebra.

Mais ainda, a dualidade de Stone garante, dados h : A→ B um homo-
morfismo de álgebras de Boole e f : KB → KA dada por f(u) = h−1[u],
então f é cont́ınua e temos que se h é sobrejetor, então f é injetora e se h é
injetor, então f é sobrejetora. Por outro lado, seja f : L→ K uma função
cont́ınua e seja h : Clopen(K)→ Clopen(L) dado por h(a) = f−1[a]. Então
h é um homomorfismo e temos que se f é sobrejetora, então h é injetor e
se f é injetora, então h é sobrejetor.

Os exemplos que mais nos interessam neste trabalho são o da álgebra
℘(N), cujo espaço de Stone é o compactificado de Stone-Čech de N, βN, e
℘(N)/F in, cujo espaço de Stone é o reśıduo (remainder) ω∗ = βN \ N.

2Um ultrafiltro em um conjunto X é um filtro em X, maximal com relação à ordem
da inclusão.
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Espaços de Banach

Consideramos apenas espaços de Banach reais e, de maneira geral, de di-
mensão infinita. Lembramos que um isomorfismo entre dois espaços de
Banach é um operador linear limitado bijetor e uma isometria entre dois
espaços de Banach é um operador linear limitado bijetor que preserva a
norma dos vetores.

Dado um espaço de Banach X, denotamos por X∗ o seu dual topológico,
ou seja, o espaço formado pelos funcionais lineares e cont́ınuos em X. Lem-
bramos que um espaço é reflexivo se o operador canônico J que associa a
cada x ∈ X o elemento x∗∗ ∈ X∗∗ dado por x∗∗(x∗) = x∗(x) é sobrejetor.

Além da topologia induzida pela norma em X, o espaço X∗ induz outra
topologia em X, chamada de topologia fraca. Já no espaço dual, além das
topologias fraca e induzida pela norma, considera-se ainda uma topologia
induzida pelo predual X, chamada topologia fraca∗. Assim, ao longo do
trabalho usamos as noções topológicas correspondentes a cada uma dessas
topologias. Por exemplo, um subconjunto B de X é fracamente compacto
se é compacto com respeito à topologia fraca.

Espaços de Banach da forma C(K)

Neste trabalho, de particular importância são os espaços de Banach da
forma C(K): dado um espaço compacto K, denotamos por C(K) o espaço
de Banach formado pelas funções cont́ınuas definidas em K a valores reais,
munido da norma do supremo. O clássico Teorema de Stone-Weierstrass
garante que a densidade do espaço de Banach C(K) é igual ao peso do
espaço compacto K. O Teorema de Riesz, que garante que o dual de C(K)
é isométrico ao espaço das medidas de Radon sobre K, será fundamental
ao longo do trabalho.

Desta forma, dado um espaço compacto K, consideramos a medida de
Dirac δx, que a cada função f ∈ C(K) associa o valor f(x), como um
funcional linear cont́ınuo de C(K), ou seja, um elemento de seu dual C(K)∗.

No caso em que o espaço K é o espaço de Stone de uma álgebra de Boole
B, dado um aberto-fechado U ⊆ K, temos que a função caracteŕıstica χU
de U é cont́ınua, ou seja, é um vetor do espaço C(K). Além disso, cada
medida de Radon em K está univocamente determinada por uma medida
finitamente aditiva em B, e vice-versa.

Recordamos que o espaço `∞ é isométrico ao espaço C(βN) e o espaço
quociente `∞/c0 é isométrico ao espaço C(ω∗).
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Espaços clássicos e suas versões não separáveis

Além do espaços de sequência clássicos c0, `∞ e `1, também consideramos as
generalizações destes espaços para densidades maiores: dado um conjunto
Γ, c00(Γ) é o espaço vertorial formado pelas famı́lia (xα)α∈Gamma de números
reais que são não nulas apenas para um número finito de α’. Além disso,

c0(Γ) = {(xα)α∈Γ ⊆ R : (∀ε > 0) |{α ∈ Γ : |xα| ≥ ε}| < ω},

`∞(Γ) = {(xα)α∈Γ ⊆ R : sup
α∈Γ
|xα| <∞},

ambos munidos da norma do supremo ‖ · ‖∞, e

`1(Γ) = {(xα)α∈Γ ⊆ R :
∑
α∈Γ

|xα| <∞},

munido da norma ‖(xα)α∈Γ‖1 =
∑

α∈Γ |xα|. Finalmente, se X é um espaço
de Banach, definimos o espaço de Banach

`∞(X) = {(xn)n∈ω ⊆ X : sup
n∈ω
‖xn‖ <∞},

munido da norma ‖(xn)n∈ω‖∞ = supn∈ω ‖xn‖.



Caṕıtulo 1

Sistemas biortogonais

Neste caṕıtulo apresentamos resultados relacionados à existência de siste-
mas biortogonais em espaços de Banach não separáveis e outras estruturas
relacionadas. Esta linha de pesquisa é uma continuação natural da pesquisa
que desenvolvemos durante o doutorado. Os resultados apresentados aqui
são fruto de nossa pesquisa em colaboração com P. Koszmider, O. Selim e
S. Todorcevic e constam dos trabalhos [12, 19].

Definição 1.1 (Sistema biortogonal). Dado um conjunto de ı́ndices I, um
sistema biortogonal em um espaço de Banach X é uma famı́lia de pares
(xi, x

∗
i )i∈I de vetores xi e funcionais lineares cont́ınuos x∗i tal que x∗i (xj) = 1

se, e somente se, i = j e que se anula caso contrário.

Exemplos clássicos de sistemas biortogonais são os elementos de uma
base ortonormal de um espaço de Hilbert ou de uma base de Schauder de um
espaço de Banach separável, juntamente com seus funcionais biortogonais.
O livro [34] compila resultados sobre a existência ou não desta estrutura
tanto no contexto separável, como não separável, além de analisar o impacto
destes resultados sobre a geometria dos espaços de Banach em questão.
Um resultado clássico de Markushevich afirma que todo espaço de Banach
separável X admite um sistema biortogonal infinito tal que os vetores geram
um subespaço vetorial denso de X e os funcionais geram um subespaço
vetorial denso na topologia fraca∗ de X∗ ([34, Teorema 1.22]), conhecido
como base de Markushevich.

No contexto não separável, a situação é muito mais complexa. Há na
literatura diversas demonstrações de que é consistente que existem espaços
de Banach não separáveis sem sistemas biortogonais não enumeráveis, sendo
a mais famosa delas uma consequência de uma construção feita por Kunen
(veja [44]), sob a hipótese do cont́ınuo (CH), de um espaço compacto K não
metrizável tal que todas as suas potências finitas Kn são hereditariamente

9
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separáveis. Isso implica que o correspondente espaço C(K) não possui
sistemas biortogonais não enumeráveis. Assim como neste caso, na maioria
das construções conhecidas trata-se de um espaço de Banach não separável
da forma C(K), como é o caso das construções de [46], feita com o uso do
prinćıpio combinatório ♦, e [54], feita sob a hipótese b = ω1 (voltaremos a
essa construção adiante).

Por outro lado, num resultado surpreendente de [56], Todorcevic mos-
trou que o Máximo de Martin (MM) - uma generalização do axioma do for-
cing próprio (PFA), que por sua vez generaliza o axioma de Martin (MA) -
implica que todo espaço de Banach não separável possui um sistema bior-
togonal não enumerável. A relação entre os invariantes topológicos de um
compacto K e os sistemas biortogonais em C(K) é estudade por Koszmider
em [38].

1.1 Sistemas biortogonais cujas medidas

têm suportes finitos

Nesta seção apresentamos os resultados publicados em [12] conjuntamente
com P. Koszmider. Neste trabalho, estudamos quão simples devem ser
os suportes dos funcionais envolvidos em sistemas biortogonais não enu-
meráveis. Como já dito, há diversas construções consistentes de espaços
de Banach não separáveis sem sistemas biortogonais não enumeráveis, que
usam distintas ferramentas, desde prinćıpios combinatórios como é o caso
de [44, 46, 54], quanto a construção de distintos modelos, por forcing, em
que prova-se a existência de um tal espaço, como é o caso do nosso trabalho
de doutorado [11], publicado em [13], e seus precursores [36, 48]. A grande
maioria destas construções, além de ser da forma C(K), é feita da seguinte
forma: constrói-se uma famı́lia de funções (fα)α<ω1 em C(K) e uma famı́lia
de pares de pontos (xα, yα)α<ω1 em K tais que

∀α < ω1 fα(xα) = 1 and ∀α 6= β fα(xβ) = fα(yβ).

Dáı, tomando µα = δxα , segue que (fα, µα)α<ω1 é um sistema biortogonal.
Este tipo de sistema biortogonal foi estudado em [27].

No já mencionado trabalho [56], Todorcevic mostra que todo espaço
de Banach da forma C(K) de densidade estritamente maior que ω1 possui
um sistema semibiortogonal não enumerável, isto é, uma famı́lia de pa-
res (xα, x

∗
α)α∈ω1 tal que x∗β(xα) ≥ 0 para todos α, β < ω1, x∗α(xα) = 1 e

x∗β(xα) = 0 se α < β. Além disso, mostrou que, sob o máximo de Martin
(MM), sempre que um espaço de Banach da forma C(K) possui um sistema
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biortogonal não enumerável, ele também possui um sistema biortogonal não
enumerável da forma descrita acima. Motivados por este resultado, inves-
tigamos se isso seria verdade sem hipóteses adicionais e no trabalho [12]
mostramos que não:

Teorema 1.2 (Teorema 1.2 de [12]). Para cada n > 1, é consistente que
existe um espaço compacto K2n tal que C(K2n) não possui sistemas biorto-
gonais (semi)biortogonais cujos funcionais sejam medidas com suporte de
tamanho estritamente menor que 2n, mas possui sistemas biortogonais não
enumeráveis cujos funcionais são medidas com suporte de tamanho 2n.

A demonstração deste resultado é feita por forcing, de forma a adicionar
um espaço compacto que pode ser visto como uma generalização do espaço
A conhecido como split interval ou double arrow space introduzido por
Alexandrov, em que cada ponto x do intervalo aberto (0, 1) é bifurcado
em dois pontos x0 e x1, de forma que intervalos das formas [0, x0] e [x1, 1]
sejam abertos-fechados e, portanto, (χ[0,x0], δx0 − δx1)x∈(0,1) é um sistema
biortogonal em C(A).

Na nossa construção, em vez de bifurcar cada ponto do intervalo em
apenas dois, a ideia é bifurcar cada ponto de um conjunto não enumerável
do conjunto de Cantor em 2n pontos: dado N ∈ N, seja [N ] = {1, . . . , N}.

Definição 1.3 (Famı́lia N -bifurcante). Fixada uma famı́lia X = {xξ : ξ <
ω1} ⊆ 2ω de elementos distintos e N ∈ N, seja

KN = (2ω \ X ) ∪ (X × [N ])

e defina
Vs = (〈s〉 ∩ (2ω \ X )) ∪ ((〈s〉 ∩ X )× [N ]),

onde 〈s〉 = {x ∈ 2ω : s < x}.
Dizemos que uma famı́lia (Aξ,i : ξ < ω1, i ∈ [N ]) de subconjuntos de KN

é uma famı́lia N-bifurcante se satisfaz as seguintes condições:

1. (xξ, i) ∈ Aξ,i ⊆ KN para cada ξ < ω1 e i ∈ [N ];

2. para cada ξ < ω1 os conjuntos Aξ,i são dois a dois disjuntos;

3. para cada ξ < ω1 temos que KN = Aξ,1 ∪ ... ∪ Aξ,N ;

4. se η < ξ, então existem k ∈ N e j ∈ [N ] tais que Aη,i ∩ Vxη |k ⊆
Aξ,j ∩ Vxη |k;

5. se η > ξ e x = xη ou x ∈ 2ω \ X , então existem k ∈ N e j ∈ [N ] tais
que Vx|k ⊆ Aξ,j.
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Dada uma famı́ia N-bifurcante (Aξ,i : ξ < ω1, i ∈ [N ]), dizemos que
o espaço (KN , T ) é um conjunto de Cantor N-bifurcado se a topologia T
em KN é definida indicando as bases locais Bx em x para todo x ∈ KN da
seguinte forma: se x ∈ 2ω \ X , então

Bx = {Vs : s ⊆ x}

e se x = (xξ, i) ∈ KN , então

Bx = {Vs ∩ Aξ,i : s ⊆ xξ}.

Com esta definição, provamos primeiramente o seguinte:

Proposição 1.4. Dado N ∈ N, se (Aξ,i : ξ < ω1, i ∈ [N ]) é uma famı́lia
N-bifurcante, então o conjunto de Cantor N-bifurcado KN correspondente
é um espaço compacto e zero-dimensional.

Em seguida, introduzimos a seguinte definição:

Definição 1.5 (Famı́lia balanceada). Dizemos que uma famı́lia 2n-bifurcante
(Aξ,i : ξ < ω1, i ∈ [2n]) é balanceada se satisfaz ainda:

6. para quaisquer ξ, η ∈ ω1 distintos e todo j ∈ [2n],

{i ∈ {1, 3, . . . , 2n− 1} : (xη, i) ∈ Aξ,j}| = |{i ∈ {2, 4, . . . , 2n} : (xη, i) ∈ Aξ,j}|.

Temos assim garantida a existência de um sistema biortogonal não enu-
merável cujas medidas têm suporte de tamanho 2N :

Lema 1.6. Suponha que n ∈ N e K2n é um conjunto de Cantor 2n-
bifurcado, onde a famı́lia 2n-bifurcante (Aξ,i : ξ < ω1, i ∈ [2n]) é balanceada.
Então temos que C(K2n) possui um sistema biortogonal não enumerável cu-
jas medidas têm suporte de tamanho 2n.

Elementos da demonstração. Para cada ξ < ω1, seja fξ = χAξ,2n e

µξ =
n∑
k=1

(δ(xξ,2i) − δ(xξ,2i−1))

e provamos que (fξ, µξ)ξ<ω1 é um sistema biortogonal em C(K2n).

Resta então construir por forcing uma famı́lia 2n-bifurcante balanceada
e usar a genericidade da famı́lia para provar a não existência de sistemas
biortogonais não enumeráveis em C(K2n) cujos funcionais tenham suporte
de tamanho menor que 2n. A ordem parcial usada para adicionar uma tal
famı́lia é formada por aproximações finitas para a mesma:
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Definição 1.7. Seja P o forcing formado pelas condições

p = (Fp, np, (f
p
ξ : ξ ∈ Fp)),

onde:

1. Fp ∈ [ω1]<ω;

2. np ∈ ω é tal que para todos ξ 6= η em Fp, xξ|np 6= xη|np;

3. para todo ξ ∈ Fp,

fpξ : 2np \ {xξ|np} → [2n][2n] × [Fp ∩ (ξ + 1)]

é tal que

a) se fpξ (s) = (ϕ, ξ), então ϕ é uma função constante;

b) se fpξ (s) = (ϕ, η) para algum η < ξ, então

∀j ∈ [2n] |ϕ−1(j) ∩ {1, 3, 5, . . . , 2n− 1}| = |ϕ−1(j) ∩ {2, 4, . . . , 2n}|.

Definimos q ≤ p se Fq ⊇ Fp, nq ≥ np e para todo ξ ∈ Fp, todo s ∈
2nq \ {xξ|nq} e todo t ∈ 2np \ {xξ|np},

t ⊆ s⇒ fpξ (t) = f qξ (s).

Provamos então que obtemos a desejada famı́lia 2n-bifurcante genérica
e o espaço 2n-bifurcado resultante possui as propriedades desejadas:

Teorema 1.8. Em V P existe uma famı́lia 2n-bifurcante balanceada tal que o
espaço C(K2n) correspondente não possui sistemas (semi)biortogonais não
enumeráveis cujas medidas tenham suporte de tamanho estritamente menor
que 2n.

Elementos da demonstração. Primeiramente, provamos que a famı́lia (Aξ,j :
ξ ∈ ω1, j ∈ [2n]), onde para cada ξ ∈ ω1 e cada j ∈ [2n],

Aξ,j =
⋃
{Vs ∩Aη,i : ∃p ∈ G, fpξ (s) = (ϕ, η), para algum η 6= ξ e ϕ(i) = j}

∪
⋃
{Vs : ∃p ∈ G, fpξ (s) = (ϕ, ξ) e ϕ é a função constante igual a j}

∪{(xξ, j)},

é uma famı́lia 2n-bifurcante balanceada.
Em seguida, uma série de lemas combinatórios relacionados a P e outros

de aproximação de elementos de C(K2n) e seu dual C(K2n)∗ são necessários
para provar que C(K2n) não possui biortogonais não enumeráveis cujas
medidas tenham suporte de tamanho estritamente menor que 2n. A chave
da demonstração é o lema a seguir
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Lema 1.9. Dada uma coleção de conjuntos dois a dois disjuntos Eα =
{ξ1

α, ..., ξ
k
α} ⊆ ω1 para α < ω1, dado ε : [k]× [2n]→ [2n] tal que

|{l ∈ {1, 3, 5, ..., 2n− 1} : ε(i, l) = j}| = |{l ∈ {2, 4, 6, ..., 2n} : ε(i, l) = j}|

e dado δ : [k]→ [n], existem α < β tais que para todo 1 ≤ i ≤ k,

∀1 ≤ l′ ≤ 2n (xξiβ , l
′) ∈ Aξiα,δ(i) e (xξiα , l) ∈ Aξiβ ,ε(i,l).

Elementos da demonstração. Escolhemos condições (pα)α<ω1 em P de forma
que cada pα decide o conjunto Eα. Usamos argumentos usuais de conta-
gem para refinar esta famı́lia a uma famı́lia de condições mais similares e
dáı, encontramos amalgamações convenientes de pares destas condições que
forçam as duas conclusões desejadas.

Uma questão interessante que permanece em aberto é se quando o qua-
drado K2 de um espaço compacto K contém um subsespaço discreto de
tamanho κ, então C(K) admite um sistema biortogonal de tamanho κ.

Em outra direção, numa colaboração com O. Selim em andamento, in-
vestigamos a possibilidade de modificar os resultados de [12] e provar a
consistência da existência de um espaço compacto e disperso K tal que
C(K) admite sistemas biortogonais não enumeráveis, mas seus funcionais
devem necessariamente conter medidas com suporte infinito, ou seja C(K)
não admite sistemas biortogonais não enumeráveis cujas medidas tenham
suporte finito.

1.2 Sistemas biortogonais sob a dicotomia

do P-ideal

Num trabalho conjunto com S. Todorcevic [13] ainda em elaboração, nos in-
teresssamos pela questão da existência de espaços de Banach não separáveis
sem sistemas biortogonais não enumeráveis sob o prinćıpio conhecido como
dicotomia do P-ideal:

Definição 1.10 (Dicotomia do P-ideal - PID). Um P-ideal I de um con-
junto (em geral, não enumerável) S é um ideal de subconjuntos infinitos e
enumeráveis de S tal que para toda cadeia crescente (Xn)n∈ω de elementos
de I, existe X ∈ I tal que Xn ⊆∗ X, ou seja, Xn \ X é finito para todo
n ∈ ω.

A dicotomia do P-ideal é um prinćıpio combinatório que afirma que para
todo P-ideal I de conjuntos infinitos e enumeráveis de um conjunto S:



SISTEMAS BIORTOGONAIS 15

(a) ou existe um conjunto não enumerável X ⊆ S tal que [X]ω ⊆ I;

(b) ou S =
⋃
n∈ω Sn onde [Sn]ω ∩ I = ∅.

Ao lado do axioma de Martin (MA) e do axioma da coloração aberta
(OCA), a dicotomia do P-ideal (PID) é uma consequência do chamado
máximo de Martin (MM) e foi introduzida por Todorcevic em [58]. Sendo
consistente1 também com a hipótese generalizada do cont́ınuo (GCH), é na-
tural investigar quais consequências de PFA podem ser provadas assumindo
PID.

A PID se revela potente quando combinada a alguma desigualdade car-
dinal, como em [49], por exemplo. No nosso caso, esta desigualdade é
b > ω1:

Definição 1.11 (Cardinal b). b é o menor cardinal κ tal que existe uma
famı́lia ilimitada em (ωω,≤∗) de cardinalidade κ, ou seja, uma famı́lia
(fα)α<κ de funções fα : ω → ω de forma que não existe f : ω → ω tal
que para todo α < κ, fα(n) > f(n) apenas para uma quantidade finita de
n’s.

Como já mencionado na introdução deste caṕıtulo, uma das consequências
de MM é que não existem espaços de Banach não separáveis sem sistemas
biortogonais não enumeráveis. Por outro lado, Todorcevic mostrou em [54]
(veja também [55]) que, assumindo a igualdade cardinal b = ω1, existe um
espaço compacto e disperso K de peso ω1 tal que as potências finitas Kn são
hereditariamente separáveis. Consequentemente, o espaço de Banach não
separável C(K) é um espaço de Asplund que é hereditariamente Lindelöf
com relação à topologia fraca e, portanto, não admite sistemas biortogo-
nais não enumeráveis. Mais ainda, não admite sistemas semibiortogonais
ou sistemas ε-biortogonais para nenhum 0 ≤ ε < 1:

Definição 1.12 (Sistema ε-biortogonal). Dado ε ≥ 0, um sistema ε-biorto-
gonal é uma famı́lia de pares (xi, x

∗
i )i∈I tal que x∗i (xj) = 1 se, e somente se,

i = j e |x∗i (xj)| ≤ ε caso contrário.

Desta forma, a não existência de um espaço de Banach não separável sem
sistemas biortogonais não enumeráveis seguramente não pode ser provada
assumindo apenas PID, mas a pergunta que nos motivou é: o que ocorre
sob PID e b > ω1? O lema a seguir nos fornece o t́ıpico ideal para o qual
podemos usar a PID quando assumimos b > ω1:

1Relativamente à consistência da existência de um cardinal supercompacto.
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Lema 1.13. Se uma famı́lia F de subconjuntos de um conjunto S é tal que
|F| < b, então

I = {A ∈ [S]ω : (∀F ∈ F) |F ∩ A| < ω}

é um P-ideal, que denotamos por F⊥.

O resultado principal do nosso trabalho é o seguinte:

Teorema 1.14 (Teorema 5 de [19]). Assuma PID e b > ω1. Se a bola
dual unitária de um espaço de Banach X de densidade ω1 é fraca∗ se-
quencialmente compacta, então para todo ε > 0, X contém um sistema
ε-biortogonal.

Elementos da demonstração. A demonstração é essencialmente feita em três
passos. Primeiramente, sob as hipóteses do teorema, obtemos uma famı́lia
normalizada (fα)α∈ω1 de funcionais lineares cont́ınuos no espaço de Banach
X de forma que para todo x ∈ X, (fα(x))α∈ω1 ∈ c0(ω1). Para isso, conside-
ramos um conjunto conveniente S de funcionais, um denso conveniente D
de X e o ideal

I0 = {A ∈ [S]ω : (∀x ∈ D)(∀ε ∈ (0, 1) ∩Q) {f ∈ A : |f(x)| ≥ ε} é finito.}

Usamos um argumento do tipo Teorema de Fubini para garantir a se-
gunda alternativa da PID. Dáı, a partir desta famı́lia, extráımos então
uma subfamı́lia não enumerável (fα)α∈Γ de forma que para todo x em D,
(fα(x))α∈Γ〉 ∈ `1(Γ). Para isso, usamos o ideal

I1 = {A ∈ [Γ]ω : (∀x ∈ D)
∑
α∈A

|fα(x)| < +∞}.

Finalmente, para cada 0 < ε < 1, constrúımos recursivamente um sistema ε-
biortogonal não enumerável em X cujos funcionais extráımos desta famı́lia.

Combinando este resultado com o resultado já mencionado de Todorce-
vic [54], e lembrando que um espaço de Banach é de Asplund se o dual de
todo subespaço separável é separável, segue imediatamente o seguinte:

Corolário 1.15. Assuma PID. As seguintes afirmações são equivalentes:

(i) b = ω1.

(ii) Existe um espaço de Asplund não separável sem sistemas ε-biortogonais
não enumeráveis para nenhum ε > 0.
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Demonstração. A implicação (i) ⇒ (ii) segue da construção de [54], sob
b = ω1 (que não usa PID), já que o espaço compacto não metrizável K
constrúıdo é disperso, de forma C(K) é um espaço de Asplund. A outra
implicação segue do teorema anterior, sabendo que a bola dual unitária de
um espaço de Asplund é fraca∗ sequencialmente compacta.

Aqui temos ainda muitas questões a serem exploradas. Por exemplo,
quais das seguintes afirmações são equivalentes às afirmações (i) e (ii) acima
sob a PID?

(iii) p = ω1.

(iv) Existe um espaço de Asplund não separável sem sistemas biortogonais
não enumeráveis.

(v) Existe um espaço de Asplund não separável que possui sistemas ε-
biortogonais para certos ε > 0, mas não para todo 0 < ε < 1.

(vi) Existe um espaço de Asplund de densidade ω1 sem renormação com a
propriedade de intersecção de Mazur.

Sabe-se que (i) implica (iii) e (iv). Para mostrar que (i) implica (v)
será necessária uma nova construção usando b = ω1, mais sofisticada que
a de [54]. Por outro lado, na tentativa de mostrar alguma das rećıprocas
destas implicações, será necessário encontrar P-ideais que sirvam a nossos
propósitos. Por exemplo, para provar (vi) a partir de (i), é necessário anali-
sar os argumentos Bačák e Hájek [5], em que os autores usam os resultados
de [56] para mostrar que não vale (vi) sob MM, e adaptá-los para este
contexto.

Uma motivação para as perguntas acima vem do fato que, em geral, uma
desigualdade do tipo κ > ω1, para algum invariante cardinal κ, determina
o comportamento de certos objetos sob a PID, como é o caso do invariante
introduzido em [49], que determina os cinco tipos cofinais de conjuntos
dirigidos de tamanho ω1. Entretanto, os casos mais interessantes são quando
o invariante cardinal é um dos cardinais já conhecidos, como os cardinais
b e p, lembrando que o cardinal p é o menor cardinal κ tal que existe uma
famı́lia (Xα)α<κ de subconjuntos infinitos de P que possui a propriedade
da intersecção finita e não possui pseudo-intersecção, ou seja, Xα1 ∩ . . . Xαk

é sempre infinito, mas não existe X infinito tal que X ⊆∗ Xα para todo
α < κ.



Caṕıtulo 2

Espaços universais

Apresentamos neste caṕıtulo resultados relacionados à existência de espaços
de Banach universais de densidade c. Em sua maioria, são resultados de
consistência de afirmações cuja negação segue da hipótese do cont́ınuo e
estão relacionados à existência de objetos universais para classes de álgebras
de Boole e de espaços compactos. Esses resultados são fruto da colaboração
com P. Koszmider e foram publicados nos trabalhos [14, 15, 16, 17].

Resultados clássicos devidos a Alexandroff [2] e a Banach-Mazur (Teo-
rema 8.7.2 de [51]) garantem, respectivamente, que todo espaço compacto
metrizável é imagem cont́ınua do conjunto de Cantor 2ω e que todo espaço
de Banach separável é isométrico a um subespaço do espaço de Banach
C([0, 1]). Tais resultados motivam as seguintes definições:

Definição 2.1 (Objetos universais). Dada uma classe de álgebras de Boole
B, dizemos que uma álgebra de Boole B ∈ B é universal para B se todo
elemento A ∈ B é isomorfo a uma subálgebra de B.

Dada uma classe de espaços compactos K, dizemos que um espaço com-
pacto K ∈ K é universal para K se todo elemento L ∈ K é uma imagem
cont́ınua de K.

Dada uma classe de espaços de Banach X , dizemos que um espaço de
Banach X ∈ X é:

• universal para X se todo elemento Y ∈ X é isomorfo a um subespaço
(fechado) de X.

• isometricamente universal para X se todo elemento Y ∈ X é isométrico
a um subespaço de X.

Com esta nomenclatura, os resultados de Alexandreoff e de Banach-
Mazur citados dizem que o conjunto de Cantor 2ω e o espaço de Banach
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C([0, 1]) são espaços universais para a classe dos espaços compactos me-
trizáveis e para a classe dos espaços de Banach separáveis, respectivamente.

Passando ao contexto de álgebras de Boole não enumeráveis e dos espaços
compactos não metrizáveis, temos a seguinte consequência da dualidade de
Stone:

Teorema 2.2. Seja κ um cardinal infinito. Se B é uma álgebra de Boole
universal para a classe das álgebras de Boole de cardinalidade menor ou
igual a κ, então o espaço de Stone de B, KB, é um espaço universal para a
classe dos espaços compactos de peso menor ou igual a κ. Reciprocamente,
se K é um espaço compacto zero-dimensional e universal para a classe
dos espaços compactos de peso menor ou igual a κ, então a álgebra dos
abertos-fechados de K, Clopen(K), é uma álgebra de Boole universal para
as álgebras de Boole de cardinalidade menor ou igual a κ.

Assim, um corolário do resultado de Alexandroff é que a álgebra livre
com ω geradores, que é isomorfa a Clopen(2ω), é universal para a classe das
álgebras de Boole enumeráveis.

O seguinte resultado pode ser visto como uma versão do resultado acima,
agora tratando de uma dualidade imperfeita entre a categoria dos espaços
compactos e a dos espaços de Banach (ou dos espaços de Banach C(K)).

Teorema 2.3. Seja κ um cardinal infinito. Se K é um espaço universal
para a classe dos espaços compactos de peso menor ou igual a κ, então
C(K) é isometricamente universal para a classe dos espaços de Banach de
densidade menor ou igual a κ.

Esse teorema decorre do Teorema de Banach-Alaoglu, que garante que
a bola dual unitária de um espaço de Banach de densidade κ, munida da
topologia fraca∗, é um espaço compacto de peso κ, e da observação que
qualquer espaço de Banach X é isométrico a um subespaço do espaço de
funções cont́ınuas C(BX∗).

Segue ainda dos resultados já mencionados que o espaço de Banach
C(2ω) é também isometricamente universal para a classe dos espaços de
Banach separáveis. Por outro lado, Szlenk [53] mostrou que não existem
espaços de Banach universais para a classe dos espaços de Banach separáveis
reflexivos, por exemplo.

Nosso principal interesse é analisar as diversas possibilidades de existência
de objetos universais no contexto de álgebras de Boole não enumeráveis,
espaços compactos não metrizáveis e espaços de Banach não separáveis.
Nesse sentido, estudamos condições que garantem a existência de monomor-
fismos booleanos, funções cont́ınuas sobrejetoras ou mergulhos isométricos
ou isomorfos entre diversos elementos destas classes de objetos.
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2.1 O caso do espaço `∞/c0

Um resultado de Parovičenko [47] garante que, sob a hipótese do cont́ınuo
(CH), a álgebra quociente ℘(N)/F in é universal para as álgebras de Bo-
ole de cardinalidade cont́ınuo. Para demonstrar este fato, constrói-se por
indução transfinita, por meio de um argumento do tipo back and forth, um
isomorfismo entre uma álgebra de Boole B de cardinalidade cont́ınuo fixada,
cujos elementos são enumerados, e uma subálgebra de ℘(N)/F in. Em cada
passo, tem-se um isomorfismo parcial entre uma subálgebra enumerável de
B e uma subálgebra enumerável de ℘(N)/F in.

Segue dos Teoremas 2.2, 2.3 e do resultado de Parovičenko que o espaço
ω∗, por ser homeomorfo ao espaço de Stone de ℘(N)/F in, é universal para
a classe dos espaços compactos de peso cont́ınuo e que o espaço de Banach
`∞/c0, que é isometricamente isomorfo ao espaço C(ω∗), é isometricamente
universal para os espaços de Banach de densidade cont́ınuo.

Por outro lado, esta situação se reverte completamente no modelo de
Cohen: segue dos argumentos de Kunen [40] que, no modelo obtido adicio-
nando-se ω2 reais de Cohen a um modelo satisfazendo CH, a álgebra de
Boole ℘(N)/F in não contém cadeias bem-ordenadas de comprimento c, de
forma que não pode ser universal para as álgebras de cardinalidade c. Tra-
duzindo para a linguagem topológica, temos que o intervalo de ordinais [0, c],
munido da topologia da ordem, não é uma imagem cont́ınua do espaço ω∗

naquele modelo. A demonstração usa a riqueza do grupo de automorfismos
do forcing de Cohen induzidos por permutações no ordinal ω2.

Utilizando a mesma ideia, mas escolhendo cuidadosamente as permuta-
ções de ω2 que nos servem, de forma bastante mais controlada e complexa
que na prova de Kunen, mostramos em [14] que `∞/c0 não possui cópias
isomorfas do espaço C([0, c]) naquele mesmo modelo:

Teorema 2.4 (Teorema 1.4 de [14]). No modelo obtido adicionando-se
ω2 reais de Cohen a um modelo satisfazendo a hipótese do cont́ınuo (e,
portanto, onde c = ω2), o espaço `∞/c0 não contém cópias isomorfas do
espaço C([0, ω2]) e, portanto, não é universal neste modelo para a classe
dos espaços de Banach de densidade cont́ınuo.

Elementos da demonstração. Seja P = (Fn<ω(ω2, , 2),⊇) o forcing que adi-
ciona ω2 reais de Cohen. A chave da demonstração de Kunen é o fato que,
para certos P-nomes (Ȧα)α<ω2 para uma famı́lia subconjuntos de N e cer-
tas fórmulas ϕ, dados ordinais α1, . . . , αn < ω2 e uma permutação σ de
{1, . . . , n}, ϕ(Ȧα1 , . . . , Ȧαn) é válida no modelo de Cohen se, e somente se,
ϕ(Ȧασ(1) , . . . , Ȧασ(n)) é válida no modelo de Cohen. Isso decorre do fato que
a permutação σ induz naturalmente um automorfismo σ̂ de P, de forma que
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a informação que uma condição p ∈ P contém sobre o ordinal αi < ω2 é a
mesma que a condição σ̂(p) contém sobre o ordinal ασ(i), de forma que os

densos que determinam a validade de ϕ(Ȧα1 , . . . , Ȧαn) são levados por σ̂ em
densos que determinam a validade de ϕ(Ȧασ(1) , . . . , Ȧασ(n)). Em particular,

Ȧα1 ⊆∗ · · · ⊆∗ Ȧαn vale se, e somente se, Ȧασ(1) ⊆∗ · · · ⊆∗ Ȧασ(n) , o que é
falso se a famı́lia é uma cadeia não trivial e σ é qualquer permutação não
trivial.

Nossa generalização do argumento de Kunen é forte o suficiente para
garantir não apenas que `∞/c0 não contém cópias isométricas do espaço
C([0, ω2]), mas que `∞/c0 não contém sequer cópias isomorfas do espaço
C([0, ω2]). De fato, usamos o fato que as normas dos vetores

n∑
i=1

(χ[0,α2i] − χ[0,α2i−1]) =
n∑
i=1

χ[α2i−1,α2i]

e
n∑
i=1

(χ[0,ασ(2i)] − χ[0,ασ(2i−1)]) =
n∑
i=1

χ[ασ(2i),ασ(2i−1)]

em C([0, ω2]) podem ser drasticamente distintas quando escolhemos per-
mutações apropriadas: enquanto a primeira terá sempre norma 1 se α1 <
· · · < α2n, a segunda soma terá norma n se α1 < α3 < · · · < α2n−1 < α2n <
· · · < α4 < α2. Por outro lado, mostra-se, generalizando o argumento de
Kunen, que se (ḟα)α<ω2 é uma famı́lia de nomes para a imagem de cada
função caracteŕıstica χ[0,α] por um potencial isomorfimo T de C([0, ω2]) so-
bre um subespaço fechado de `∞/c0, então as normas dos vetores

n∑
i=1

(ḟα2i
− ḟα2i−1

) = T (
n∑
i=1

χ[0,α2i] − χ[0,α2i−1])

e
n∑
i=1

(ḟασ(2i) − ḟασ(2i−1)
) = T (

n∑
i=1

χ[0,ασ(2i)] − χ[0,ασ(2i−1)])

em `∞/c0 devem ser similares, de forma que T não poderia ser um isomor-
fismo. O caso em que ḟα = χȦα , onde (Ȧα)α<ω2 é uma cadeia em ℘(N)/F in,
coincide com o do argumento anterior.

Ainda sobre a estrutura do espaço de Banach `∞/c0, apesar de ser um
dos espaços não separáveis mais clássicos da literatura, diversas questões
relacionadas permanecem em aberto. Por exemplo, Drewnowski e Roberts
[25] mostraram que sob a hipótese do cont́ınuo (CH), o espaço de Banach
`∞/c0 é um espaço primário (ou seja, se `∞/c0 é isomorfo a A ⊕ B, então



ESPAÇOS UNIVERSAIS 22

ou A ou B é isomorfo ao espaço inteiro). A demonstração de Drewnowski
e Roberts usa um resultado topológico de [42] que garante que, sob CH, se
(Un)n∈ω é uma famı́lia de abertos-fechados dois a dois disjuntos de ω∗, então
o fecho de sua união é um retrato de ω∗. Como consequência deste fato, te-
mos que, sob CH, a soma `∞(`∞/c0) é isomorfa ao espaço `∞/c0 e é fácil no-
tar que isso é equivalente ao fato que `∞(`∞/c0) é isomorfo a um subespaço
complementado de `∞/c0. Dáı, o método de decomposição de Pelczynski
garante que, neste caso, `∞/c0 possui a propriedade de Schroeder-Bernstein,
ou seja, todo espaço de Banach X complementado em `∞/c0 que contém
uma cópia complementada de `∞/c0 deve ser necessariamente isomorfo a
`∞/c0. O mesmo método de decomposição de Pelczynski garante que se
`∞/c0 possui a propriedade de Schroeder-Bernstein, então `∞/c0 é primário.

Não se sabe, porém, o que pode ocorrer sem CH: `∞/c0 possui a pro-
priedade de Schoeder-Bernstein? É primário? Na tentativa de mostrar
que esses resultados dependem de CH, provamos o seguinte resultado de
consistência:

Teorema 2.5 (Teorema 3.2 de [16]). No modelo obtido adicionando-se ω2

reais de Cohen a um modelo satisfazendo a hipótese do cont́ınuo, o espaço
`∞/c0 não é da forma `∞(X) para nenhum espaço de Banach X.

Elementos da demonstração. A parte principal da demonstração é mostrar
que, neste modelo, o espaço `∞(`∞/c0) não é isomorfo a um subespaço de
`∞/c0 e isso é feito mostrando que o espaço ainda mais simples `∞(c0(ω2))
não é isomorfo a um subespaço de `∞/c0. A ideia, mais uma vez, é conside-
rar P-nomes para as imagens de elementos da forma χ(n,α), α < ω2, n ∈ ω
e χσ, onde σ é (o gráfico de) uma função de ω em ω2, por um potencial
isomorfismo T de `∞(c0(ω2)) sobre um subespaço de `∞/c0.

Um caso particular que contém a essência da ideia por trás do argumento
é quando a imagem de cada χ(n,α) por T é da forma χUn,α para algum aberto-
fechado Un,α em ω∗ e a imagem de cada χσ por T é da forma χUσ para algum
aberto-fechado Uσ em ω∗. Com alguma manipulação e usando o fato que
χ(n,σ(n)) ≤ χσ (pontualmente), podemos garantir que

U(n,σ(n)) ⊆∗ Uσ

para qualquer σ e n. Dáı, pelo lema combinatório abaixo podemos construir,
para cada k ∈ ω, funções σ1, . . . , σk cujos gráficos são dois a dois disjuntos,
mas tais que

Uσ1 ∩ · · · ∩ Uσk 6= ∅.
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Segue então que o vetor
n∑
i=1

χσi

tem norma 1 em `∞(`∞/c0), enquanto sua imagem

T (
n∑
i=1

χσi) =
n∑
i=1

χUσi

terá norma n, de forma que o operador T não pode ser limitado.

Lema 2.6. Seja V um modelo de CH, κ ≥ ω2 e P = (Fn<ω(κ, 2),⊇) o
forcing que adiciona ω2 reais de Cohen. No modelo V P, se (En,α : (n, α) ∈
N × ω2) são subconjuntos infinitos de N e para cada σ ∈ ωN

2 , Bσ é um
subconjunto de N tal que

∀(n, α) ∈ σ En,α ⊆∗ Bσ,

então existe um conjunto Σ ⊂ ωN
2 de cardinalidade ω2 de funções com

gráficos dois a dois disjuntos tal que {Bσ : σ ∈ Σ} possui a propriedade
de intersecção finita, ou seja, para todos σ1, . . . , σm ∈ Σ, Bσ1 ∩ · · · ∩Bσm é
infinito.

Elementos da demonstração. A demonstração deste lema foi inspirada na
do Teorema 4.5 de [22]. Fixamos certos P-nomes (Ėn,α)n∈N,α<ω2 para uma
famı́lia subconjuntos infinitos de N e (Sn,α)n∈N,α<ω2 a famı́lia dos suportes
correspondentes a esses nomes. Usando o fato que P tem ccc e argumentos
usuais de contagem, refina-se estas famı́lias de forma que, para n ∈ N fixado,
a famı́lia dos suportes (Sn,α)α<ω2 forme um ∆-sistema de conjuntos e que,
para cada par α < β < ω2, exista uma bijeção π entre eles que fixa a raiz e
o automorfismo π̂ de P induzido por π leva Ėn,α em Ėn,β.

Escolhemos então, indutivamente, uma famı́lia apropriada (σξ)ξ<ω2 de
funções em ωN

2 com gráficos disjuntos e uma famı́lia (ḣξ)ξ<ω2 de nomes
para funções de N em N que controlam as diferenças (finitas) Ėn,α \ Ḃσξ se
(n, α) ∈ σξ. Mais precisamente:

P  ḣξ : N→ N é tal que ∀n ∈ N Ėn,σξ(n) \ Ḃσξ ⊆ ḣξ(n).

Finalmente, refinando novamente estas famı́lias de forma que os supor-
tes dos nomes ḣξ formem um ∆-sistema disjunto dos Sn,σξ(n), mostramos

que P força que a famı́lia dos Ḃσξ resultantes possui a propriedade de in-
tersecção finita. Nesta demonstração, que não apresentamos por ser dema-
siado técnica, é crucial o fato que os suportes dos nomes envolvidos são tão
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disjuntos quanto posśıvel, garantindo a liberdade necessária para compati-
bilizar condições que decidem informações acerca de uma quantidade finita
de nomes Ḃσξ e ḣξ fixados.

Recentemente, na mesma direção, Dow mostra em [24] que sob o axioma
do forcing próprio (PFA) certos espaços - aqueles do tipo usado em [25] - não
são complementados em `∞/c0, de forma que novos métodos são necessários
para mostrar que é consistente que este espaço não é primário.

2.2 Existência de um espaço universal de

densidade c

Vimos na seção anterior que o espaço `∞/c0 pode ser ou não universal para
a classe dos espaços de densidade c. O modelo em que mostramos que o
espaço `∞/c0 não é sequer isomorficamente universal, por não conter uma
cópia do espaço C([0, ω2]), é o modelo de Cohen. Porém, resultados de
Dow e Hart [23] e Fremlin e Nyikos [32] implicam que neste mesmo modelo
existe um espaço compacto universal para a classe dos espaços compactos de
peso c e, consequentemente, existe um espaço de Banach isometricamente
universal para a classe dos espaços de Banach de densidade c, de forma que
esta classe possui, neste modelo, um espaço universal que não é o espaço
`∞/c0. A pergunta natural decorrente é se a classe dos espaços de Banach
de densidade c sempre possui um espaço universal.

Dow e Hart provaram em [23] que é consistente que não existem álgebras
de Boole universais para a classe das álgebras de Boole de cardinalidade c.
Utilizando métodos gerais de teoria dos modelos, Shelah e Usvyatsov [52]
mostraram que é consistente que não existem espaços de Banach isometri-
camente universais de densidade c. Entretanto, a estrutura de um espaço
isometricamente universal para uma certa classe de espaços é muito mais
ŕıgida que a daqueles que são apenas universais, já que a liberdade na esco-
lha de um isomorfismo de norma grande permite que a cópia isomorfa de um
espaço fixado que buscamos dentro do espaço universal seja bastante defor-
mada. Uma evidência disso é a existência de espaços de Banach separáveis
que são universais e não são isometricamente universais. Na próxima seção
esta questão será melhor discutida.

Inspirados pela demonstração de [23] e, portanto, utilizando técnicas
completamente distintas das de [52], mostramos a consistência da não exis-
tência de um espaço de Banach isomorficamente universal de densidade c.
A ideia principal é partir de um modelo satisfazendo a hipótese do cont́ınuo
e fazer um produto de forcings de comprimento ω3, obtendo um modelo
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em que c = ω2. Dáı, as propriedades de um potencial espaço universal de
tamanho c estão necessariamente determinadas por uma parte inicial do
forcing de tamanho ω2, de forma que este objeto não pode dar conta da
complexidade de objetos genéricos forçados pela parte restante do forcing.

Entretanto, a demonstração de Dow e Hart usa o fato que monomorfis-
mos de álgebras preservam operações conjuntistas e a relação de inclusão,
ao passo que isomorfismos de espaços de Banach são muito menos ŕıgidos.
De fato, se um isomorfismo entre espaços de Banach C(K) e C(L) pre-
serva a ordem, então K e L são homeomorfos e, portanto, C(K) e C(L)
são isométricos. No nosso caso, utilizamos uma famı́lia de subconjuntos
não enumeráveis de ω1 dita fortemente quase-disjunta, isto é, tal que a
intersecção de quaisquer dois elementos é finita:

Lema 2.7. Seja B uma subálgebra de Boole de ℘(ω1) que contém todos os
subconjuntos finitos de ω1, KB seu espaço de Stone e (Xγ)γ∈ω2 ⊆ B uma
famı́lia fortemente quase-disjunta. Então, dada uma famı́lia (µξ)ξ∈ω1 de
C(KB)∗, existe γ0 ∈ ω2 tal que

∀γ ∈ (γ0, ω2) ∀ξ ∈ ω1 ∀X ⊆ Xγ se X ∈ B, então µξ([X]) =
∑
λ∈X

µξ([{λ}]),

onde [X] é o subconjunto aberto-fechado de KB que corresponde a X pela
dualidade de Stone.

Provamos então o resultado principal:

Teorema 2.8 (Teorema 1.3 de [14]). É consistente que não existe um espaço
de Banach isomorficamente universal de densidade c.

Elementos da demonstração. Partimos de um modelo V satisfazendo a hi-
pótese do cont́ınuo generalizada (GCH) e fazemos o produto de dois for-
cings P1 e P2. O primeiro deles P1 é o forcing ccc da Seção 6 de [7], que
adiciona uma famı́lia fortemente quase disjunta de tamanho ω2, que não
precisa existir em ZFC. P2 é o forcing Fn<ω1(ω3×ω1, 2) de funções parciais
enumeráveis com suporte em ω3 × ω1 a valores em 2, munido da extensão
(inversa) de funções ⊇. Este forcing é σ-fechado e ω2-cc, de forma que
c = ω2 na extensão, e adiciona ω3 subconjuntos de ω1.

Ocorre que se existisse um espaço universal de densidade c na extensão,
então existiria uma álgebra de Boole B de cardinalidade c na extensão tal
que o espaço C(KB) seria também universal. Entretando, uma tal álgebra
B estará já determinada num modelo intermediário que não usa todo o
forcing Fn<ω1(ω3 × ω1, 2), de forma que se A é uma álgebra de Boole de
cardinalidade ω2 genérica sobre este modelo intermediário, não pode ocorrer
que C(KA) seja isomorfo a um subespaço de C(KB).
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Este resultado foi generalizado em [15] - veja a Seção 2.4.

2.3 A noção de universalidade nas distintas

categorias

Vimos na introdução deste caṕıtulo o Teorema 2.2 que garante que uma
dada álgebra de Boole B é universal para a classe das álgebras de Boole
de cardinalidade κ se, e somente se, seu espaço de Stone KB é universal
para a classe dos espaços compactos de peso κ. Segue como consequência
que as existências de um objeto universal para a classe das álgebras de
Boole de cardinalidade κ e para a classe dos espaços compactos de peso κ
são equivalentes e implica, pelo Teorema 2.3, a existência de um espaço de
Banach isometricamente universal para a classe dos espaços de Banach de
densidade κ.

Na tentativa de distinguir entre a existência de álgebras de Boole uni-
versais e espaços de Banach universais, indagamos se, dada uma álgebra de
Boole B de cardinalidade κ, o fato que C(KB) seja isometricamente univer-
sal para espaços de Banach de densidade κ implicaria que a álgebra B seja
universal para álgebras de cardinalidade κ e provamos o seguinte resultado
parcial:

Teorema 2.9 (Teorema 1.1 de [17]). Dado um cardinal não enumerável κ,
existe uma álgebra de Boole B de cardinalidade κ que não contém cadeias
bem-ordenadas não enumeráveis (e não é, portanto, universal para álgebras
de cardinalidade κ) e tal que C(KB) contém uma cópia isométrica do espaço
C([0, ω1]).

Elementos da demonstração. A demonstração deste resultado baseia-se em
argumentos essencialmente elementares. A ideia principal é considerar a
bola dual unitária BC(KB)∗ de maneira natural como um subespaço to-
pológico do espaço produto [0, 1]κ. Como o intervalo [0, 1] é uma imagem
cont́ınua do conjunto de Cantor 2ω, via a função canônica que leva cada
x = (xn)n∈ω em

∑
n∈ω xn/2

n+1, temos que o espaço [0, 1]κ é uma imagem
cont́ınua do espaço produto (2ω)κ pela função φ definida coordenada a co-
ordenada como acima. Se denotamos por L a pré-imagem de BC(KB)∗ por
φ, temos que C(BC(KB)∗) é isométrico a um subespaço de C(L), de forma
que C(L) contém uma cópia isométrica do espaço C(KB), já que este é
isométrico ao espaço C(BC(KB)∗).

Para mostrar que L não contém cadeias de abertos-fechados bem-ordena-
das não enumeráveis, usamos outras propriedades da função φ, tais como a
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preservação de convexos em ambas as direções, para mostrar que uma tal
cadeia (Uα)α<ω1 em L daria origem, em sua imagem por φ, a uma versão
mais forte de cadeia (Vα)α<ω1 de abertos bem-ordenada, em que o fecho V α

de um aberto da cadeia está contido nos abertos Vβ de ı́ndices β maiores
que α. Por outro lado, a imagem de L, por ser a bola BC(KB)∗ , não poderá
conter tais tipos de cadeias, devido a um resultado de Kaplansky que ga-
rante que o tightness na topologia fraca de toda bola dual de um espaço de
Banach é enumerável.

A pergunta não foi feita para espaços topológicos compactos quaisquer
no lugar dos booleanos (ou das álgebras de Boole), pois já sabemos, pelo
Teorema de Banach-Mazur, que C([0, 1]) é isometricamente universal para
espaços de Banach separáveis e o espaço [0, 1] não pode ser universal para
espaços metrizáveis pelo simples fato que [0, 1] é conexo e existem espaços
compactos de qualquer peso (em particular, metrizáveis) que não são co-
nexos e, portanto, não podem ser imagem cont́ınua de espaços conexos.
Note porém que C([0, 1]) é isomorfo a C(2ω) (e 2ω é universal para os me-
trizáveis), de forma que a seguinte pergunta que não sabemos responder faz
sentido: se C(K) é isometricamente universal para espaços de densidade κ,
será que então necessariamente existe L universal para espaços de peso κ tal
que C(L) e C(K) são isomorfos. No artigo [39], Koszmider revisa nossos e
outros resultados desde uma perspectiva mais geral, relacionando classes de
álgebras de Boole com classes de espaços compactos e espaços de Banach,
para as quais a existência de um objeto universal implica a existência de
um objeto universal na outra classe.

2.4 Espaços gerados por espaços de Hilbert

Um espaço compacto K é dito um compacto de Eberlein uniforme se é ho-
meomorfo a um subconjunto fracamente compacto de um espaço de Hilbert.
Bell mostrou em [8] que para qualquer cardinal κ satisfazendo κ = |2<κ|,
existe um espaço universal para a classe dos espaços compactos de Eber-
lein uniformes de peso κ, de forma que, assumindo a hipótese do cont́ınuo,
existe um espaço universal para a classe dos espaços compactos de Eberlein
uniformes de peso c. Por outro lado, no mesmo trabalho, Bell mostrou que
é consistente que não existem espaços universais para esta mesma classe.

Fabian, Godefroy e Zizler mostraram em [29] que se K é um compacto
de Eberlein uniforme (de peso κ), então C(K) é um espaço de Banach (de
densidade κ) gerado por um espaço de Hilbert, ou seja, existe um espaço
de Hilbert H e um operador de H sobre um subconjunto denso de C(K).
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Usando ainda o fato que se X é um espaço de Banach gerado por um espaço
de Hilbert, então a bola dual unitária BX∗ , munida da topologia fraca∗, é um
compacto de Eberlein uniforme, pode-se provar que se K é universal para a
classe dos espaços compactos de Eberlein de peso κ, então C(K) é universal
para a classe dos espaços de Banach de densidade κ que são gerados por um
espaço de Hilbert (ver Proposição 1.2 de [15]). Decorre então do resultado
de Bell que, sob a hipótese do cont́ınuo, existe um espaço universal para a
classe dos espaços de Banach de densidade c que são gerados por um espaço
de Hilbert. Assim, uma pergunta natural é se a negação desta afirmação
também é consistente, como ocorre no contexto dos espaços topológicos.

O principal resultado do trabalho [15] garante esta consistência:

Teorema 2.10 (Teorema 1.3 de [15]). É consistente que não existe um
espaço de Banach de densidade c que contém uma cópia isomorfa de todo
espaço de Banach de densidade c gerado por um espaço de Hilbert. Em
particular, é consistente que não existem espaços universais para a classe
dos espaços de Banach de densidade c gerados por um espaço de Hilbert.

Elementos da demonstração. Assim como no caso do Teorema 2.8, a ideia
é obter um modelo em que c = ω2 por meio de um produto de comprimento
ω3 de forcings que adicionam espaços de densidade c gerados por um espaço
de Hilbert. Novamente, as propriedades de um objeto de tamanho c estão
necessariamente determinadas por uma parte inicial do forcing de tamanho
ω2, de forma que este objeto não pode conter cópias dos objetos genéricos
forçados pela parte restante do forcing.

Primeiramente, introduzimos um forcing Q que adiciona a qualquer mo-
delo V uma álgebra de Boole genérica B de cardinalidade c que satisfaz uma
propriedade introduzida por Bell em [8]: B é uma (c)-álgebra, ou seja, B
é gerada por um número enumerável de anticadeias (Aξ,i)ξ<c duas a duas
disjuntas, de forma que a união finita Aξ1,i1 ∨ · · · ∨ Aξk,ik de elementos de
distintas anticadeias nunca é 1B. Bell introduziu esta noção e provou que se
B é uma (c)-álgebra, então o espaço de Stone KB de B é um compacto de
Eberlein uniforme. O forcing que adiciona uma tal álgebra B é um forcing
σ-fechado e ω2-cc formado por conjuntos enumeráveis de funções parciais
enumeráveis de ω em subconjuntos enumeráveis de ω2.

Então, partindo de um modelo que satisfaz a hipótese do cont́ınuo, fa-
zemos um produto de dois forcings P1 e P2, onde o P1 é o forcing que
adiciona ω2 reais de Cohen, obtendo que c = ω2, e P2 é uma espécie de pro-
duto de tamanho ω3 com suportes enumeráveis do forcing Q mencionado
no parágrafo anterior, de forma que são adicionadas simultaneamente ω3

(c)-álgebras (Bα)α<ω3 (e, portanto, ω3 compactos de Eberlein uniformes).
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Provamos então que este produto segue sendo ω2-cc, de forma que c = ω2

na extensão e de fato um espaço de Banach de densidade ω2 nesta extensão
não contém cópia de todos os espaços C(KBα).

Uma questão que pode ser investigada quando não há um espaço uni-
versal para uma classe de objetos é qual o menor tamanho de uma famı́lia
de objetos na classe tal que qualquer outro objeto da classe é isomorfo (ou
imagem cont́ınua) de um elemento da famı́lia. Esta noção é investigada por
Džamonja em [26] no contexto dos espaços de Banach.



Caṕıtulo 3

Espaços sem sequências
subsimétricas

Neste caṕıtulo apresentamos resultados e técnicas desenvolvidas conjunta-
mente com J. Lopez-Abad e S. Todorcevic e apresentados em detalhes no
trabalho [18], submetido para publicação. O objetivo principal é provar um
resultado relacionado à existência de sequências subsimétricas em espaços
de Banach de densidade grande:

Definição 3.1 (Sequência subsimétrica). Uma sequência (xn)n∈ω em um
espaço de Banach X é dita subsimétrica se existe uma constante C ≥ 1 tal
que para quaisquer sequências finitas estritamente crescentes m1 < · · · < mk

e n1 < . . . nk e qualquer sequência de escalares (ai)
k
i=1,

‖
k∑
i=1

aixmi‖ ≤ C‖
k∑
i=1

aixni‖.

Esta é uma das posśıveis noções, no contexto dos espaços de Banach,
para o que se conhece por conjunto indiscerńıvel na área de teoria dos
modelos: conjuntos X munidos de uma ordem total < tais que quaisquer
duas n-uplas crescentes de elementos de X têm as mesmas propriedades na
estrutura em questão.

Exemplos clássicos de sequências subsimétricas são as bases unitárias
canônicas dos espaços `p, p ≥ 1 ou c0. O espaço de Schreier [50] possui
uma base unitária sem subsequências subsimétricas. Sua construção está
baseada na famı́lia de Schreier

S = {s ∈ [ω]<ω : |s| ≤ min s+ 1},

cujas propriedades combinatórias garantem caracteŕısticas interessantes ao
espaço de Banach, que é obtido pelo completamento do espaço c00 munido

30
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da norma

‖
k∑
i=1

aiei‖S = sup{
∑
i∈s

|ai| : s ∈ S}.

No anos 70, Tsirelson [59] construiu o primeiro exemplo de um espaço de
Banach reflexivo (separável) sem quaisquer sequências subsimétricas, ob-
tido pelo completamento do espaço c00 munido de uma norma definida
recursivamente por

‖
k∑
i=1

aiei‖T = sup{‖x‖∞,
1

2

n∑
j=1

‖
∑
i∈sj

aiei‖T : sj < sj+1, {min sj}1≤j≤n ∈ S}.

A principal dificuldade para construir versões não separáveis destes
espaços reside no fato que, tipicamente, estruturas grandes contêm subes-
truturas pequenas indiscerńıveis, sendo o principal resultado desse tipo o
clássico teorema de Ramsey.

No contexto de espaços de Banach, Ketonen [37] mostrou que se um
espaço tem densidade muito grande - igual ao primeiro cardinal ω-Erdös -
então ele possui subsequências subsimétricas e, por outro lado, Odell [45]
mostrou que existe um espaço de densidade cont́ınuo, não reflexivo, que
não possui sequências subsimétricas. Apenas recentemente, Lopez-Abad e
Todorcevic [43] constrúıram versões não separáveis do espaço de Schreier
usando, no lugar da famı́lia de Schreier, as chamadas famı́lias compactas,
hereditárias e grandes em conjuntos de ı́ndices de cardinalidade não enu-
merável. Porém, fazendo o mesmo para tentar generalizar o espaço de
Tsirelson para o contexto não separável não funciona: a generalização na-
tural do espaço de Tsirelson, usando uma famı́lia num conjunto de ı́ndices
de cardinalidade grande, possui sequências subsimétricas.

Em nosso trabalho, usamos o método de interpolação para mesclar
espaços do tipo Schreier não separáveis com o espaço de Tsirelson, de forma
que o espaço resultante não contém sequências subsimétricas. Inicialmente,
obtivemos, para todo cardinal κ menor que o primeiro cardinal inacesśıvel,
espaços de Banach reflexivos de densidade κ sem sequências subsimétricas,
generalizando um resultado de [4], obtido simultânea e independentemente
por Argyros e Motakis. Posteriormente, utilizamos o método de walks on
ordinals de Todorcevic [57] para generalizar esta construção para cardi-
nais menores que o primeiro cardinal Mahlo. Mais ainda, refinamos os
argumentos de forma não só a garantir a não existência de sequências sub-
simétricas, mas também a ter um controle sobre a complexidade dos mode-
los `1-spreading existentes no espaço:
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Definição 3.2 (famı́lias de Schreier generalizadas, modelo spreading). Seja
(Sα)α<ω1 uma sequência de famı́lias de Schreier generalizadas:

S0 = [ω]≤1

Sα+1 = Sα⊗S := {
k⋃
i=1

si : s1 < · · · < sk, si ∈ Sα, {min si : 1 ≤ i ≤ k} ∈ S}

Sα =
⋃
n<ω

(Sαn � ω \ n),

onde (αn)n é uma sequência de ordinais tais que supn αn = α, se α é um
ordinal limite.

Dáı, uma sequência limitada (xn)n∈ω em um espaço de Banach X é dita
um modelo `α1 -spreading se existe uma constante C > 0 tal que

‖
∑
n∈s

anxn‖ ≥ C
∑
n∈s

|an| para todo s ∈ Sα.

A sequência de espaços que interpolamos com o espaço de Tsirelson
é obtida por meio de uma sequência de famı́lias chamadas homogêneas,
que generalizam, para conjuntos de ı́ndices não enumeráveis, não apenas
a famı́lia de Schreier em si, mas as operações envolvidas na definição das
famı́lias de Schreier generalizadas (em ω) ou, mais geralmente, as operações
entre as chamadas famı́lias uniformes. A principal dificuldade é mostrar a
existência destas sequências de famı́lias nesses conjuntos de ı́ndices não
enumeráveis. Para isso, introduzimos o conceito de uma base de famı́lias,
que são coleções de famı́lias homogêneas suficientemente ricas para garantir
a existência das sequências necessárias para a interpolação. Provamos então
o principal resultado que é a existência de bases em conjuntos de ı́ndices de
cardinalidade menor que o primeiro cardinal Mahlo.

A demonstração da existência das bases para esses cardinais é feita por
indução, assumindo a existência de bases para cardinais menores que um
certo cardinal κ. Distinguimos três casos: quando κ é um cardinal que não
é limite forte, ou seja, existe λ < κ tal que κ ≤ 2λ, passamos de uma base de
famı́lias em λ para uma base de famı́lias em 2λ, usando árvores binárias. Se
κ é regular e é um limite forte, então usamos o método de walks on ordinals
de Todorcevic [57] e a existência de uma árvore de Aronszajn κ-especial.
O caso singular, por ser um cardinal que pode ser “alcançado” a partir de
cardinais menores, é o mais simples. Os métodos envolvem uma análise
de famı́lias de subconjuntos finitos de estruturas como árvores ou outras
ordens parciais. Apresentamos a seguir estas técnicas.
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3.1 Famı́lias homogêneas e bases de famı́lias

Seja I um conjunto de ı́ndices. Dizemos que F é uma famı́lia em I se é
uma famı́lia de subconjuntos finitos de I. Tipicamente, vamos exigir que
[I]≤1 ⊆ F . Dizemos que F é hereditária se é fechada por subconjuntos
e dizemos que é compacta se é um subespaço compacto de 2I , munido
da topologia produto, quando identificamos cada elemento s de F com sua
função caracteŕıstica χs ∈ 2I . As famı́lias que consideramos aqui são sempre
compactas e hereditárias.

Se F é uma famı́lia em ω e n < ω, seja F{n} := {s ⊆ ω : n < s e {n}∪s ∈
F}. Dado α < ω1, uma famı́lia F em um conjunto infinito M ⊆ ω é dita
α-uniforme se ∅ ∈ F e

(a) F = {∅} se α = 0;

(b) F{n} é β-uniforme em M/n para todo n ∈M , se α = β + 1;

(c) F{n} é αn-uniforme em M/n para todo n ∈ M e (αn)n∈M é uma
sequência crescente tal que supn∈M αn = α, se α é limite.

A famı́lia de Schreier é uma famı́lia ω-uniforme em ω e as famı́lias de Sch-
reier generalizadas, que são úteis em construções de modificações do espaço
de Tsirelson no contexto separável, também o são. Desta forma, genera-
lizamos este conceito para o contexto de famı́lias em conjuntos de ı́ndices
I de cardinalidade maior que ω e introduzimos o conceito de famı́lias ho-
mogêneas. Mais ainda, para mostrar nosso resultado para cardinais menores
que o primeiro cardinal inacesśıvel ou menores que o primeiro cardinal de
Mahlo, utilizamos uma indução e constrúımos famı́lias homogêneas em con-
juntos de ı́ndices grandes usando famı́lias em conjuntos de ı́ndices menores.
Neste processo, precisamos trabalhar com famı́lias em conjuntos de ı́ndices
parcialmente ordenados, de forma que as definições devem ser todas feitas
neste contexto.

Recordamos que se X é um espaço topológico, então podemos construir
a hierarquia de conjuntos derivados de X: X ′ é o conjunto dos pontos não
isolados de X, X(0) = X e, para cada ordinal α > 0, K(α) = ∩{(K(β))′ :
β < α}. O menor ordinal α para o qual X(α+1) = X(α) sempre existe e
é chamado de ı́ndice de Cantor-Bendixson de X. Quando X é disperso,
temos que se α é o ı́ndice de Cantor-Bendixson de X, então X(α) = ∅ e,
portanto, α é o ordinal sucessor de outro ordinal, este chamado de rankde
Cantor-Bendixson de X e denotado por rk(X).

Observamos que uma famı́lia compacta e hereditária em um conjunto de
ı́ndices I é dispersa (também como subespaço de 2I), de forma que podemos
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usar rk(F) para ter um controle sobre sua uniformidade, como no caso das
famı́lias uniformes.

Definição 3.3 (Famı́lia homogênea). Se F é uma famı́lia em um conjunto
parcialmente ordenado P = (P,<), definimos

srkP(F) = min{rk(F � C) : C é uma cadeia infinita de P},

onde F � C = F ∩ ℘(C). Uma famı́lia em cadeias de P, ou seja, formada
por cadeias (finitas) de P é dita α-homogênea para um ω ≤ α < ω1 se

α = srkP(F) ≤ rk(F) < ι(α),

onde ι(α) é o menor ordinal β > α tal que β é exponencialmente indecom-
pońıvel, i.e., se γ, λ < β, então γλ < β. Uma famı́lia em cadeias de P é
dita homogênea se é α-homogênea para algum ω ≤ α < ω1.

Observamos que se F é uma famı́lia α-uniforme em ω, então F é α-
homogênea.

Uma primeira aplicação interessante destas famı́lias é a seguinte versão
do espaço de Schreier no contexto não separável, onde há controle sobre os
modelos spreading existentes:

Proposição 3.4. Se F é uma famı́lia α-homogênea em um cardinal κ,
então o espaço de Banach XF , obtido pelo completamento do espaço c00(κ)
munido da norma

‖
∑
α∈F

aαeα‖F = sup{
∑
α∈s

|aα| : s ∈ F , s ⊆ F}

é um espaço de Banach de densidade κ em que (eα)α<κ é uma base longa 1-
incondicional tal que toda subsequência de (eα)α<κ possui uma subsequência
que é um modelo `α1 -spreading e nenhuma subsequência de (eα)α<κ é um

modelo `
ι(ωα)
1 -spreading.

Observe que nesse resultado a única informação que obtemos é sobre as
posśıveis subsequências da base (eα)α<κ, como no caso do espaço de Schreier.
Queremos agora tratar do problema sobre sequências quais no espaço e para
isso precisamos, como dito, introduzir uma operação entre famı́lias em P e
famı́lias spreading : uma famı́lia H em ω é dita spreading se para qualquer
{m1, . . . ,mk} ∈ F e mi ≤ ni, 1 ≤ i ≤ k, temos que {n1, . . . , nk} ∈ F .
Finalmente passamos às definições fundamentais no trabalho:
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Definição 3.5 (Multiplicação e base de famı́lias). Dada uma famı́lia F em
cadeias de P e H uma famı́lia uniforme e spreading em ω, dizemos que
uma famı́lia G em cadeias de P é uma multiplicação de F por H se duas
condições são satisfeitas:

(a) G é homogênea e ι(srkP(G)) = ι(srkP(F) · srk(H));

(b) toda sequência infinita (sn)n de F tal que
⋃
n sn é uma cadeia possui

uma subsequência infinita (tn)n tal que para todo x ∈ H,
⋃
n∈x tn ∈ G.

B é uma base de famı́lias homogêneas em cadeias de P se satisfaz as se-
guintes condições:

(i) B é uma coleção de famı́lias compactas, hereditárias e homogêneas
em cadeias de P, que contém todos os cubos [P ]≤nP (i.e. as famı́lias
formadas por todas as cadeias de P de cada tamanho n) e famı́lias
α-homogêneas para todo ω ≤ α < ω1.

(ii) B é fechada pelas operações ∪ e tP , onde

F tP G = {s ∪ t : s ∈ F , t ∈ G, s ∪ t é uma cadeia em P},

e se F ⊆ G ∈ B é tal que ι(srkP(F)) = ι(srkP(G)), então F ∈ B.

(iii) Para toda F ∈ B e toda famı́lia uniforme e spreading H em ω, existe
G ∈ B que é uma multiplicação de F por H.

O primeiro exemplo, que será útil como passo inicial da indução que
faremos em seguida, é o de uma base em ω:

Teorema 3.6. Existe uma base de famı́lias homogêneas em cadeias de ω.

Elementos da demonstração. Seja B a coleção de todas as famı́lias ho-
mogêneas F tais que existe uma famı́lia uniforme G com F ⊆ G e ι(srk(F)) =
ι(srk(G)).

Como vimos, toda famı́lia α-uniforme em ω é α-homogênea, de forma
que garantimos a condição (i) da definição de base por meio das famı́lias de
Schreier generalizadas. A demonstração da condição (ii) é feita de maneira
natural. Para mostrar (iii), dadas F ∈ B e H uma famı́lia hereditária,
uniforme e spreading em ω, consideramos G ⊇ F como acima e

G ′ = {s∪
k⋃
i=1

si : s < s1 < · · · < sk, s, s1, . . . , sk ∈ G e {min si : 1 ≤ i ≤ k} ∈ H}
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e provamos que G ′ é uma multiplicação de F por H. Para isso, basta
extrair de uma sequência (sn)n∈ω de F , por recursão, um ∆-sistema (tn)n∈ω
em posição de blocos, ou seja, de forma que se t é a raiz do ∆-sistema, então
t < t0 \ t < t1 \ t < . . . e mostrar que a união indexada em um conjunto de
H de elementos deste ∆-sistema pertence a G ′.

3.2 Interpolação e indução

A motivação para as definições apresentadas na seção anterior veio do que
se mostrou necessário, usando o método de interpolação, para obter o re-
sultado desejado:

Proposição 3.7. Se existe (Fn)n∈ω uma sequência de famı́lias homogêneas
em cadeias de um cardinal infinito κ tal que para todo n ∈ ω Fn+1 é uma
multiplicação de Fn pela famı́lia de Schreier S, então existe uma norma
‖ · ‖X no espaço vetorial c00(κ) tal que o completamento X de (c00(κ), ‖ · ‖X)
é um espaço de Banach reflexivo em que (eα)α<κ é uma base 1-incondicional
e sem sequências subsimétricas.

Elementos da demonstração. A norma ‖ · ‖X é obtida por meio de uma
interpolação das normas ‖ · ‖Fn já definidas anteriormente, com a norma do
espaço de Tsirelson: dado x ∈ c00(κ), seja

‖x‖ = ‖
∑
n∈ω

‖x‖Fn
2n+1

en‖T .

Uma versão que nos dá mais informação acerca das sequências do espaço
X é quando a sequência é formada por famı́lias α-homogêneas para um
ω ≤ α < ω1 fixado:

Proposição 3.8. Dado, ω ≤ α < ω1, se existe (Fn)n∈ω uma sequência de
famı́lias de cadeias α-homogêneas em um cardinal infinito κ tal que para
todo n ∈ ω Fn+1 é uma multiplicação de Fn pela famı́lia de Schreier S,
então existe uma norma ‖ · ‖X no espaço vetorial c00(κ) tal que o com-
pletamento X de (c00(κ), ‖ · ‖X) é um espaço de Banach reflexivo em que
(eα)α<κ é uma base 1-incondicional e toda sequência de X possui um modelo
`α1 -spreading, mas X não tem modelos `β1 -spreading para β suficientemente
grande, dependendo de α.

Tendo esses dois resultados em mente, nosso principal objetivo no tra-
balho é mostrar o seguinte teorema:
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Teorema 3.9 (Teorema 4.1 de [18]). Para todo cardinal infinito κ menor
que o primeiro cardinal de Mahlo, existe uma base de famı́lias homogêneas
em cadeias de κ.

Não definiremos cardinal Mahlo aqui, já que a principal propriedade
que necessitamos é que se κ é regular, limite forte e não é um cardinal
Mahlo, então existe uma árvore κ-Aronszajn especial. Esta noção será
introduzida quando indicarmos a demonstração do teorema acima. Segue
imediatamente o resultado sobre espaços de Banach que queŕıamos provar:

Corolário 3.10. Para todo cardinal infinito κ menor que o primeiro car-
dinal de Mahlo, existe um espaço de Banach reflexivo X de densidade κ
com base 1-incondicional e tal que toda sequência de X possui um modelo
`α1 -spreading, mas X não tem modelos `β1 -spreading para β suficientemente
grande, dependendo de α. Em particular, X não possui sequências sub-
simétricas.

Demonstração. Basta construir recursivamente uma sequência (Fn)n∈ω de
famı́lias α-homogêneas em cadeias de κ tal que para todo n ∈ ω, Fn+1 é
uma multiplicação de Fn pela famı́lia de Schreier S e aplicar a Proposição
3.8.

A demonstração do Teorema 3.9 é feita por indução. Lembramos que já
temos a existência de uma base em ω, e supondo κ > ω um cardinal infi-
nito menor que o primeiro cardinal Mahlo tal que para todo λ < κ infinito,
existe uma base de famı́lias homogêneas em cadeias de λ, mostramos que
existe uma base de famı́lias homogêneas em cadeias de κ. Tipicamente, a
dificuldade é conseguir uma coleção para a qual possamos definir uma mul-
tiplicação. Como dissemos na introdução, consideramos três casos: quando
κ é um cardinal que não é limite forte, quando κ é regular e é um limite
forte e quando κ é singular. Apresentamos nas próximas duas seções os
resultados relativos aos dois primeiros casos, respectivamente, sendo que o
terceiro é o caso mais simples e não o apresentamos aqui. O segundo caso
é uma espécie de generalização do primeiro.

3.3 Indução usando árvores binárias

Nesta seção apresentamos os principais passos da demonstração do seguinte
resultado:

Teorema 3.11. Se existe uma base de famı́lias homogêneas em cadeias de
um cardinal infinito κ, então existe uma base de famı́lias homogêneas em
cadeias do cardinal 2κ.
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Dada uma ávore T (com uma única raiz, ou seja, um único elemento
minimal), denotamos por <c a ordem parcial usual da árvore T . Dado um
conjunto X ⊆ T (finito ou infinito), denotamos por 〈X〉 a subárvore gerada
por X, ou seja, o menor subconjunto de T que contém X e é fechado pela
operação ∧ definida por t ∧ u = max{v ∈ T : v ≤T t e v ≤T u}.

A ideia principal é considerar a árvore binária completa T = 2≤κ e usar
a função altura ht : T → κ + 1, que associa cada nó da árvore ao ńıvel em
que se encontra, para passar de famı́lias em κ+ 1 a famı́lias em T . Assim,
dada uma famı́lia F em κ, definimos:

BF = {s ∈ [T ]<ω : ht′′〈s〉 ∈ F}.

O primeiro passo é então mostrar o seguinte:

Proposição 3.12. Se F é uma famı́lia compacta, hereditária e α-homogênea
em cadeias de κ + 1, então BF é uma famı́lia compacta, hereditária e α-
homogênea em cadeias de T (onde T é a árvore binária 2≤κ munida de
qualquer ordem total <, e não de sua ordem usual <c).

Elementos da demonstração. A hereditariedade é trivial. Para mostrar a
compacidade de BF , o elemento fundamental é o Teorema de Ramsey, que
é usado para mostrar que para todo subconjunto infinito X de 2≤ω, 〈X〉
possui uma cadeia infinita. Para mostrar a homogeneidade da famı́lia, são
necessários diversos lemas que controlam srk(BF) e rk(BF) em termos de
srk(F) e rk(F).

Assim, por meio desta operação, naturalmente obtemos, a partir de
uma base B em κ + 1, uma coleção de famı́lias compactas, hereditárias e
α-homogêneas em cadeias de T . Resta mostrar que esta coleção é de fato
uma base em T . Nesse sentido, o segundo passo crucial é provar que:

Proposição 3.13. Se F é uma famı́lia compacta, hereditária e α-homogênea
em cadeias de κ+ 1, H é uma famı́lia hereditária, uniforme e spreading em
ω e G é uma multiplicação de F por H, então BG é uma multiplicação de
BF por H.

A demonstração desta proposição envolve uma análise combinatória dos
subconjuntos finitos da árvore binária.

Demonstração do Teorema 3.11. Se existe uma base de famı́lias homogêneas
em cadeias de κ, como a noção para conjuntos totalmente ordenados de-
pende apenas da cardinalidade conjunto, temos que existe uma base B de
famı́lias de cadeias homogêneas em κ+ 1. Dáı, considere

B′ = {BF : F ∈ B}.
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Usando as proposições anteriores, mostramos que B′ é uma base de famı́lias
homogêneas em cadeias de T

Completamos assim o primeiro tipo de passo indutivo:

Corolário 3.14. Se κ é um cardinal infinito tal que para todo ω ≤ λ < κ
existe uma base de famı́lias homogêneas em cadeias de λ e κ não é um
limite forte, então existe uma base de famı́lias homogêneas em cadeias de
κ.

Demonstração. Se κ não é limite forte, por definição existe λ < κ tal que
κ ≤ 2λ e, a partir de uma base em λ, podemos obter uma base na árvore
binária 2≤λ. Dáı, temos uma base no cardinal 2λ e, portanto, em qualquer
cardinal menor que 2λ, em particular em κ.

Consequências diretas são versões do resultados principais deste caṕıtulo
para cardinais menores que o primeiro cardinal inacesśıvel, que foi a pri-
meira versão que obtivemos, lembrando que um cardinal κ não enumerável
é inacesśıvel se é regular e limite forte, ou seja, para todo λ < κ, 2λ < κ.

Corolário 3.15. Para todo cardinal infinito κ menor que o primeiro car-
dinal inacesśıvel, existe uma base de famı́lias homogêneas em cadeias de κ.
Portanto, para cada ω ≤ α < ω1, existe também um espaço de Banach re-
flexivo X de densidade κ com base 1-incondicional e tal que toda sequência
de X possui um modelo `α1 -spreading, mas X não tem modelos `β1 -spreading
para β suficientemente grande, dependendo de α. Em particular, X não
possui sequências subsimétricas.

Elementos da demonstração. Seja κ infinito e menor que o primeiro cardi-
nal inacesśıvel. Se κ = ω, o Teorema 3.6 garante a existência de uma base de
famı́lias homogêneas em cadeias. Senão, suponhamos que o resultado vale
para todo cardinal menor que κ e temos que existe λ < κ tal que κ ≤ 2λ.
Dáı, pela hipótese indutiva existe uma base de famı́lias homogêneas em ca-
deias de λ e, pelo Corolário 3.14, segue que existe uma base de famı́lias
homogêneas em cadeias de κ.

Assim como na demonstração do Corolário 3.10, as afirmações sobre a
existência e as propriedades do espaço de Banach X seguem da Proposição
3.8, depois de extrair, da base, uma sequência de famı́lias como na hipótese
daquela proposição.
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3.4 Indução usando árvores mais gerais

Nesta seção apresentamos os principais passos da demonstração do seguinte
resultado, que pode ser considerado como o principal resultado de todo o
trabalho [18]:

Teorema 3.16. Se T é uma árvore infinita, então são equivalentes:

(a) Existe uma base de famı́lias homogêneas em cadeias de T (munida de
qualquer ordem total <).

(b) Existe uma base de famı́lias homogêneas em cadeias de (T,<c), se T
tem <c-cadeias infinitas, e existe uma base de famı́lias homogêneas em
cadeias de (T,<a), se T tem <a-cadeias infinitas.

A demonstração deste resultado é complexa e profunda. A etapa princi-
pal é a demonstração de que (b) implica (a) quando ambas as ordens parciais
possuem cadeias infinitas, diferentemente do que ocorre na árvore binária
da seção anterior, em que as cadeias com relação a <a têm no máximo dois
elementos. Para apresentarmos os principais passos desta demonstração,
introduzimos a seguinte notação: dada uma árvore T e dados t, u ∈ T , di-
zemos que u é um sucessor imediato de t se t < u e não existe v ∈ T tal que
t < v < u. Denotamos por Ist o conjunto de todos os sucessores imediatos
de t em T e dado s ⊆ T , seja

Is′′t s = {u ∈ Ist : existem t0 6= t1 ∈ s, u ≤ t0, t1}.

Além disso, vamos considerar aqui a ordem parcial <c usual da árvore T e
uma outra ordem parcial <a tal que t e u são sucessores imediatos distintos
de um mesmo nó v ∈ T se, e somente se, t <a u ou u <a t. Dáı, dadas uma
famı́lia A compacta, hereditária e α-homogênea em cadeias de (T,<a) e
uma famı́lia C compacta, hereditária e α-homogênea em cadeias de (T,<c),
definimos

A� C = {s ∈ [T ]<ω : ∀t ∈ T, Is′′t 〈s〉 ∈ A e ∀C ⊆ 〈s〉 cadeia , C ∈ C}.

O primeiro passo, é mostrar o seguinte resultado, que pode ser visto
como uma versão parcial da Proposição 3.12 para este caso mais complexo:

Proposição 3.17. Se A é uma famı́lia compacta e hereditária em cadeias
de (T,<a) e C é uma famı́lia compacta e hereditária em cadeias de (T,<c),
então A � C é uma famı́lia compacta e hereditária em cadeias de T (onde
T aqui é munida de qualquer ordem total).
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Elementos da demonstração. Mais uma vez a hereditariedade é simples e o
elemento fundamental para mostrar a compacidade é o Teorema de Ramsey,
que é usado para mostrar que para todo subconjunto infinito X de T , ou
〈X〉 possui uma cadeia infinita, ou existe um t ∈ T tal que Is′′t 〈X〉 é infinito,
o que garante a compacidade de A�C a partir da compacidade das famı́lias
A e C.

Aqui, a demonstração da homogeneidade de A · C a partir da homo-
geneidade de A e C é bastante mais complexa e exige uma série de lemas
intermediários para provar o seguinte:

Lema 3.18. Se λ é exponencialmente indecompońıvel, então

rk(A), rk(C) < λ⇒ rk(A� C) < λ.

Por outro lado, uma das seguintes alternativas é verdadeira:

• srk(A� C) ≤ srka(A) e ι(srk(A� C)) = ι(srka(A)),

• srk(A� C) ≤ srkc(C) e ι(srk(A� C)) = ι(srkc(C)).

Portanto, se A e C são homogêneas, então A� C é homogênea.

Finalmente, se A1 e C1 são multiplicações de A0 e C0 por uma H (em
ω), respectivamente, então queremos definir uma multiplicação de A0 � C0

por H, a partir das famı́lias A1 e C1, mas que não será a própria famı́lia
A1 � C1.

Teorema 3.19. Se A1 e C1 são multiplicações de A0 e C0 por uma H (em
ω), respectivamente, então (A1 ta [T ]≤1)� (C1 tc C1 tc C1 tc C1 tc C1) é uma
multiplicação A0 � C0 por H.

Elementos da demonstração. O lema anterior, ou lemas similares, garan-
tirão essencialmente a propriedade (a) da multiplicação. Para garantir a
propriedade (b) da multiplicação, fazemos uma profunda análise combi-
natória e provamos o que pode ser visto como uma versão estrutural (e
complexa) do Lema do ∆-sistema.

Elementos da demonstração do Teorema 3.16. Para mostrar que (a) implica
(b), a ideia é mostrar que se B é uma base de famı́lias homogêneas em ca-
deias de T , então as coleções

Ba = {Fa : F ∈ B}, onde Fa = {s ∈ F : s é uma cadeia em (T,<a)}
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e

Bc = {Fc : F ∈ B}, onde Fc = {s ∈ F : s é uma cadeia em (T,<c)}

são bases de famı́lias homogêneas em cadeias de (T,<a) e (T,<c), respecti-
vamente.

Por outro lado, para mostrar que (b) implica (a), dadas duas bases
Ba e Bc de famı́lias homogêneas em cadeias de (T,<a) e (T,<c), respec-
tivamente, a ideia é considerar uma coleção B de famı́lias que contém as
famı́lias da forma A � C, onde A ∈ Ba e C ∈ Bc e usamos os resultados
enunciados nesta seção para provar que é uma base.

3.5 Demonstração do resultado principal

Teorema 3.20. Se T é uma árvore especial κ-Aronszajn e existem bases de
famı́lias homogêneas em cadeias de λ para todo λ < κ, então existem bases
de famı́lias homogêneas em cadeias de (T,<a) and (T,<c). Dáı, segue do
Teorema 3.16 que existe uma base de famı́lias homogêneas em cadeias de T
(e, portanto em κ).

Elementos da demonstração. Uma árvore especial κ-Aronszajn é uma árvore
(T,<c) de altura κ, sem ramos cofinais, cujos ńıveis têm tamanho menor
que κ e existe uma função f : T → T satisfazendo:

(1) f(t) < t para t ∈ T (exceto a raiz);

(2) para qualquer t ∈ T , f−1({t}) é a união de menos que κ anticadeias.

Dáı, observe que como os ramos e ńıveis têm comprimento menor que
κ, temos bases de famı́lias homogêneas em cadeias de cada ramo e de cada
ńıvel. Usando a função f , é posśıvel mesclar as famı́lias destas bases de
maneira coerente, obtendo bases de famı́lias homogêneas em cadeias de
toda a árvore T , com relação às duas ordens parciais <a e <c. Finalmente
usamos o Teorema 3.16 para garantir a existência de uma base de famı́lias
homogêneas em cadeias de T e, portanto, de κ.

Finalmente, podemos esboçar a demonstração do resultado principal
deste caṕıtulo, que segue linhas análogas à demonstração do Corolário 3.15,
com o uso dos resultados enunciados nesta seção.

Elementos da demonstração do Teorema 3.9. Seja κ infinito e menor que o
primeiro cardinal de Mahlo. Se κ = ω, o Teorema 3.6 garante a existência
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de uma base de famı́lias homogêneas em cadeias. Senão, suponhamos que
o resultado vale para todo cardinal menor que κ.

Se κ não é um limite forte, por definição temos que existe λ < κ tal que
κ ≤ 2λ. Dáı, pela hipótese indutiva existe uma base de famı́lias homogêneas
em cadeias de λ e, pelo Corolário 3.14, segue que existe uma base de famı́lias
homogêneas em cadeias de κ.

Se κ é um cardinal regular e limite forte mas não é Mahlo, um resul-
tado de Todorcevic [57] garante que existe uma árvore especial κ-Aronszajn.
Logo, pelo Teorema 3.20, existe uma base de famı́lias homogêneas em ca-
deias de κ.

Finalmente, no caso em que κ é singular, lemas com versões simplificadas
dos Teoremas 3.11 e 3.16 garantem que podemos mesclar bases em cardinais
menores para obter uma base de famı́lias homogêneas em cadeias de κ.

A principal pergunta que nos parece interessante agora é determinar o
cardinal

ns = min{κ : todo espaço de Banach de densidade ≥ κ
possui uma sequência subsimétrica}

e sua versão para espaços reflexivos

nsrefl = min{κ : todo espaço de Banach reflexivo de densidade ≥ κ
possui uma sequência subsimétrica}

Combinando nosso resultado com o de Ketonen [37], sabemos que ambos
estão entre o primeiro cardinal de Mahlo e o primeiro cardinal ω-Erdös.

Outra abordagem posśıvel como continuação de nossa pesquisa é a clas-
sificação combinatória dos cardinais κ para os quais existe uma famı́lia
α-homogênea em cadeias de κ para todo ω ≤ α < ω1 ou para os quais
existe uma base de famı́lias homogêneas em cadeias de κ. Esta questão é
inspirada pelo resultado de Lopez-Abad e Todorcevic [43] mencionado no
ińıcio deste caṕıtulo, em que classificam os cardinais κ tais quais existe uma
famı́lia hereditária, compacta e grande em κ como os cardinais ω-Erdös.

O uso de famı́lias de conjuntos finitos na construção de espaços de Ba-
nach interessantes é um tema com muitas aplicações posśıveis. Um projeto
conjunto com J. Lopez-Abad é mostrar a existência de famı́lias de conjuntos
finitos em ω1 que nos auxiliem na construção de uma versão não separável
do espaço de Bourgain e Delbaen [9], ou seja, um pré-dual de `1(ω1) com a
propriedade de Radon-Nikodym.
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thesis, Universidade de São Paulo/Université de Paris 7 - Denis Dide-
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homogênea, 34
uniforme, 33

hereditária, 33
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