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O rotacional de um campo vetorial é uma transformacao linear que leva
um campo vetorial em outro, e que tem aplicagoes em Mecanica dos Fluidos
e em Eletromagnetismo, além de outras areas.

Vamos defini-lo por meio de integrais de linha.

Lembramos que num plano, com base ortonormal positiva (X, X,) (eixos
u e v) passando por um ponto Py = (g, Yo, 20), € , se V-(t) = po+7r cost X, +
rsentX,, e se D, = {(z,y,2) = po + uX, + vX, : u*> +v? < r?}, entdo o
Teorema de Green estipula que

]{G-dr:// (%—%>dudv
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sendo que G(u,v) = G(po + uX, +vX,) = G1X, + G2X,.

Agora seja F(z,y, z) = (P(z,y,2), Q(z,y,2), R(z,y, z)) um campo veto-
rial de classe C'!, e 7 um plano com equagao vetorial (x,y, z) = (%o, Yo, 20) +
uX, +vX,, onde suporemos que (X,,X,) forma uma base ortonormal e que
tenham coordenadas X, = (uy,us,u3) e X, = (v1,v2,v3) (na base canonica
de R3. Suponhamos que o campo F esteja definido em uma vizinhanca do
ponto (Zo, Yo, 20)-

Seja G(u,v) = G1(u,v) X, + Ga(u,v) X, onde

Gi(u,v) =F(xo+uup +vv, 90 +uus +vv9, 20 + uug + vos) - X,
Go(u,v) = F(zg +uuy +vvy,yp +uug + vy, 20 +uus +vuvs) - X,

Usando a regra da cadeia e omitindo as variaveis, temos
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e também
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e assim,
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sendo que
7 (OR_9Q 0P _0R 09 0P
\dy 02’0z Oz dxr Oy

—
N = (UQ’Ug — U3V2, U3V1 — UV3, U1Vy — ugvl) = Xu X XU.

O campo vetorial M é chamado de rotacional do campo F, e denotado
por rot F ou por VF.

Essa transformacao tem esse nome porque de certa forma mede o quanto o
campo F roda em torno de cada ponto. Provaremos uma férmula que torna
essa interpretacao mais explicita. De modo a que se torne mais intuitivo,
suporemos que F seja um campo de velocidades de um fluido movendo-se em
uma regiao de R3.

Seja po = (Zo, Yo, 20) um ponto do dominio do campo F e sejam 7 um
plano contendo py, com equacao vetorial (z,y,2) = po + uX, + vX,, com
base ortonormal positiva (X,,X,) (eixos u e v), v,.(t) = p, + r cost X, +
rsentX,, ese D, = {(z,y,2) = po+uX, +vX, :u?+0v? <r?} e G(u,v) =
G1(u,v) Xy, + Go(u,v) X, em que Gy(u,v) = [F(po + uX, + vX,) - X,] e
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Go(u,v) = [F(po + uX, + vX,) - X,]. Suporemos que o campo F seja de
classe C.
A média da velocidade F sobre a curva ~, é

1 Fdr—2L G - dr,

27rr o ),

pois a curva 7, (ou melhor, seu trago) estd no plano 7. Dividindo a expressao
pelo raio da circunferéncia, obtemos a velocidade angular média sobre a

curva; e
w(r) = 7’27‘(‘7‘% G-dr=— 5 (ﬂﬁ?{ G- dr).

Agora aplicamos o Teorema de Green, como exposto acima, obtendo

0= ], (5 -25) ]

sendo que A(D,) = 1/7r? é a 4rea de D,..

Como estamos considerando a hipétese de que o campo F e, por con-
seguinte, o campo G sao de classe C!, as derivadas parciais de G e Gy sao
continuas, o que implica que existe o limite desta tltima expressao, com r
tendendo a zero:

[ ], (5 5) ] -4 (85 0o

A expressao ao lado direito da igualdade acima nada mais é do que

(7 % Plao, 0, 20)) - (% x Ku)
ou seja, metade da projecao do rotacional na direcao da normal unitaria do
plano 7.

Assim, podemos interpretar o rotacional do campo de velocidades F como
o dobro da velocidade angular local em torno de cada ponto (o que em
Mecanica dos Fluidos é chamada de vorticidade).

Para finalizarmos este texto, consideremos um campo de velocidades ir-
rotacional, ou seja, cujo rotacional seja zero. Imaginemos uma pequena
rolha redonda flutuando nesse fluido, com um par de eixos ortogonais de-
senhados em cima dela. O fluido exerce forcas sobre a borda da rolha, que
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podemos supor proporcional a velocidade. Como a velocidade angular local
desse fluido é zero em torno de cada ponto, o torque total exercido pelo fluido
sobre a rolha é zero. Assim, veremos os eixos sobre a rolha sempre apontando
para as mesmas direcoes.

Assim, se considerarmos o campo de velocidades em regime estacionério
(nao variando com o tempo), de um fluido viscoso submetido ao efeito de um
eixo vertical cilindrico de raio @ > 0 rodando em sentido anti-horario, cuja
expressao € proporcional a

S
:132+y2 $2+y

F(z,y,2) 53

vemos que globalmente, cada particula percorre uma circunferéncia centrada
no eixo z, mas, como o rotacional deste campo é zero, uma rolha bem pe-
quena colocada no fluido com eixos desenhados em cima sempre os mantera
apontando para a mesma dire¢ao. Ou seja, o rotacional é uma medida local
e nao global de rotacao de um campo.



