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As citações nas entradas se referem às traduções mais recentes para a lingua inglesa dos livros ou artigos da data mencionado na bibliografia. Notas editoriais são indicadas por colchetes duplos [[ ]].
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1834

O matemático inglês Charles Babbage, 1791–1871, projeta seu Engenho Analítico, o primeiro computador digital para múltiplos propósitos. Consistia de um compartimento de armazenagem, uma unidade aritmética, entradas e saídas por cartões perfurados e um mecanismo para controlar a seqüência de cartões que controlava a iteração e a bifurcação condicional. 

Apesar de se acreditar que as idéias de Babbage estavam muito avançadas para a tecnologia da época, a verdade é que em 1834 dois engenheiros suecos, Georg e Edward Scheutz, construíram uma versão do Engenho Diferencial, o predecessor no Engenho Analítico que ele nunca completou. Em 1876, apenas cinco anos após a morte de Babbage, um inventor chamado George Bernard Grant exibiu um engenho diferencial baseado em projeto próprio na Philadelphia Centennial Fair. Partes da máquina estão hoje no Museu de Ciências de Londres. A influência de Babbage foi quase nula até a Segunda Guerra Mundial, quando seu trabalho foi redescoberto. 

1843

A filha do Lorde Byron, Augusta Ada Lovelace, 1815–1852, traduz para o inglês um artigo de Luigi Ménabréa, mais tarde (1867) primeiro ministro da Itália, sobre o trabalho de Babbage. Ela inclui seus próprios comentários, muito mais longos que os do original, e com auxílio de Babbage escreve programas simples, inclusive um para calcular séries de Bernoulli. Dessa forma, Ada é considerada a primeira programadora de computadores. Babbage, ansioso por ter alguém da aristocracia que o ajudasse a promover seu trabalho, sente-se ultrajado que após seu trabalho com Ada ela resista em incluir sob seu nome os as propostas exageradas de Babbage e os pedidos de financiamento par seu engenho (veja Stein, 1985).

1861

Hermann Grassmann, 1809–1877, publica seu Lehrbuch der Arithmetik für höhere Lehranstalten onde ele apresenta as definições recursivas de adição e multiplicação:

x + 0 = x
x . 0 = 0

x + ( y + 1) = (x + y) + 1
x . ( y . 1) = (x . y) + x


A pesar de ser também fundador da álgebra vetorial, sua postulação para ocupar uma vaga de professor universitário é rejeitada por causa do julgamento de Kummer, de que seu melhor ensaio contém “material muito recomendável, expresso de forma deficiente” —seu trabalho é considerado demasiado formal e abstrato. Grassmann continua toda a vida como professor de ginásio e torna-se um renomado lingüista, especialista em literatura em sânscrito.

1872

Em extraordinária divergência com a matemática previamente aceita, Georg Cantor, 1845–1918, advoga o uso de totalidades infinitas completadas em matemática e cria uma teoria matemática do infinito. Suas publicações culminam com seu Beiträge zur Begrundung der transfiniten Mengenlehre de 1895–1897. Mas seu uso de lógica clássica e de provas existenciais não-construtivas, tanto quanto seus vários níveis de infinito, não são aceitos universalmente, e mais tarde os diversos paradoxos da teoria dos conjuntos originaram uma séria reação. A maior oposição partia de Kronecker, que impediu Cantor de alcançar uma posição na Universidade de Halle. A partir de 1884 Cantor começa a sofrer sucessivas crises nervosas e termina morrendo num sanatório.

1879

Gottlob Frege, 1848–1925, publica seu Begriffsschrift
, eine der arithmetischen nachgebildete Formelsprache des reinen Denkens no qual se estabelece muito do que hoje se conhece como lógica matemática: o uso de variáveis, quantificadores, relações, funções, lógica proposicional e axiomatizações da lógica. Frege demonstra seu princípio de indução a partir de sues princípios lógicos. 


A abordagem sintática de Frege e sua nova notação não condiz com a então corrente abordagem algébrica da lógica, de forma que, trabalhando solitário em Jena, suas idéias recebem pouca atenção até a virada do século. 
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[[ Lei da Transposição:  b  a  ( a   b) ]] 

1887

Leopold Kronecker, 1823–1891, publica seu Über den Zahlbegriff , o primeiro manifesto a favor da matemática construtivista: toda a matemática deve ser baseada num número finito de operadores envolvendo somente os inteiros, de tal modo que cada operação possa sempre ser avaliada em um número finito de passos. Membro da Academia de Berlim e mais tarde Professor de Matemática na Universidade de Berlim, Kronecker se opõe violentamente à introdução do infinito completado em matemática por Cantor, tendo previamente impedido Cantor de publicar seus artigos por causa das demonstrações “sem sentido” e mais tarde dificultado o avanço de Cantor para posições acadêmicas mais altas. Kronecker tem a reputação de ter dito: 

Deus criou os inteiros; o resto é obra dos homens.

1888

Richard Dedekind, 1831–1916, publica seu Was sind und was sollen die Zahlen? No qual ele estabelece o princípio de definição de funções por indução, o que é hoje conhecido por recursão primitiva :

Se for dada uma transformação arbitrária  de um sistema  em si próprio, e além disso um determinado elemento  em , então existe uma e somente uma transformação  da série numérica N que satisfaz às condições:


I.  (N)  


II.  (1) = 


III.  (n´) =  (n) onde n representa um numero qualquer.


Dedekind justifica a existência de tal função através do princípio (hoje chamado) de indução de primeira ordem, que ele prova como um corolário de seu teorema a respeito de indução (completa) de segunda ordem. Ele usa este princípio para mostrar que os números naturais são únicos. 


Com apenas 22 anos de idade Dedekind já recebia seu grau de doutor em matemática pela Universidade de Göttingen. Apesar de amigo e colaborador de Cantor, ele rejeita uma posição em Halle por razões familiares, permanecendo em Braunschweig onde ensina na Technische Hochschule.

1889

Giuseppe Peano, 1858–1932, publica em latim sua axiomatização da aritmética. Sua notação clara se populariza e mais tarde torna-se padrão, mas seu excessivo formalismo faz seu trabalho cada vez menos acessível a matemáticos fora do círculo da Universidade de Turim e num certo momento ele é solicitado a parar de ensinar. A par com sua intenção de criar uma notação unificadora para expressar toda a matemática, Peano se aventura na criação de uma nova língua popular universal, “Latino sine flexione”, para facilitar a comunicação científica em todas as áreas. 

Devido ao fato de que as línguas naturais faladas ou escritas não satisfazem os requerimentos de consistência exigidos pela lógica simbólica, os formalistas tendem a evitar o uso da linguagem ordinária em matemática. Quão longe isso possa ir é mostrado pela escola moderna escola italiana de formalistas, cujo líder, Peano, publicou uma de suas mais importantes descobertas a respeito da integrais de equações diferenciais reais no Mathematische Annalen na linguagem da lógica simbólica; o resultado foi que o artigo só pode ser lido por uns poucos iniciados, e que não esteve disponível em geral até que um desses iniciados traduziu o artigo para o alemão. 




Brouwer, 1912, p. 79

1891

Cantor introduz seu método diagonal para mostrar que os reais não são enumeráveis: se os reais fossem enumeráveis, então os reais entre 0 e 1 também seriam. Dessa forma, poderia-mos listá-los, usando somente representações em dígitos que não terminem numa seqüência infinita de 9´s . Assim, o número real b definido abaixo deve estar entre 0 e 1, mas não estaria na lista que pretensamente existe: 
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Em 1874 Cantor já tinha demonstrado que os reais não são enumeráveis usando um argumento baseado em intervalos encaixantes e em propriedades dos irracionais . O importante a respeito do novo método é sua generalidade: o método diagonal mostra que a cardinalidade de qualquer conjunto deve ser menor que a cardinalidade de seu conjunto-potência e que conseqüentemente deve existir uma infinidade de níveis de infinitos.

1897

Métodos para verificar a validade das deduções na lógica aristotélica já eram bem conhecidos.Neste ano o matemático inglês autor do livro Alice in Wonderland, Lewis Carroll, pseudônimo de Charles Lutwidge Dodgson, 1832–1898, apresenta três em seu popular texto de lógica, Symbolic Logic: diagramas de Euler-Venn, diagramas e método de contagem de Carroll, e um método (algébrico) de índices 

1899

O programa para axiomatizar a geometria iniciado com Euclides mais de dois milênios antes teve o apogeu com o desenvolvimento axiomático da geometria euclideana por Hilbert em seu livro Grundlagen der Geometrie traduzido para o inglês como The Foundations of Geometry. O desenvolvimento axiomático formal e a clara distinção entre a linguagem formal e modelos para a linguagem influenciaram Hilbert na sua concepção formalista da matemática. 

Devemos ser capazes de nos referir sempre —ao invés de pontos, retas e planos —a mesas, cadeiras, e canecas de cerveja. 

Hilbert em Reid, 1970, p. 57.

David Hilbert, 1862–1943, havendo recebido seu doutorado em Königsberg em 1885, é agora estabelecido permanentemente em Göttingen.

1900

O Segundo Congresso Internacional de Matemática acontece em Paris, e Hilbert, um dos mais proeminentes matemáticos da época, propõe 23 problemas para o desenvolvimento da matemática. 


O primeiro problema pergunta se todo subconjunto dos números reais pode ser colocado em correspondência um-a-um ou com o conjunto de todos os reais, ou com o conjunto dos números naturais, e , adicionalmente, se é ou não possível dar uma boa ordem ao conjunto dos números reais, ou seja: é ou não possível ordenar os reais de forma que cada um de seus subconjuntos tenha um primeiro elemento?

”O Segundo problema é provar que os “axiomas aritméticos” são não-contra-ditórios, isto é, que um número finito de passos lógicos baseado neles jamais leva a resultados contraditórios.

O décimo problema é determinar, para uma equação polinomial arbitrária com coeficientes inteiros com qualquer número de incógnitas, se há alguma solução para esta equação nos inteiros.

Contra os revisionistas que pretendem resolver a crise nos fundamentos da matemática restringindo os métodos matemáticos fechando a porta do paraíso que Cantor criou para os matemáticos, Hilbert começa a organizar seu programa que consiste em pretender alicerçar toda a matemática por meios finitistas, tidos como incontroversos, e que terá sua expressão mais completa 25 anos mais tarde (ver 1925 ) :

Estar convencido da resolubilidade de todo problema matemático é um poderoso incentivo ao pesquisador. Ouvimos dentro de nós este perpétuo chamar: eis o problema, busque a solução. Você pode encontra-la pela pura razão, pois em matemática não há ignorabimus ” 

 







Hilbert, Über das Unendliche

1902

Bertrand Russell, 1872–1970, escreve a Frege sobre sua descoberta de uma contradição inerente ao primeiro volume da obra de Frege Grundgesetze der Arithmetik (traduzido para o inglês como The Basic Laws of Arithmetic) o trabalho no qual Frege tenta desenvolver a matemática como parte da lógica. . 

Seja w o predicado relativo a ser um predicado que não predica a si mesmo. É possível que w predique a si mesmo? De qualquer das duas possíveis respostas segue a sua contraditória. Devemos então concluir que w não é um predicado. De maneira análoga, não existe a classe (como um todo) daquelas classes as quais, como totalidades, não são elementos de si mesmas. A partir disso eu concluo que sob certas circunstâncias um conjunto definível não forma uma totalidade.

Russell em Frege, 1980, pp. 130–131


O segundo volume estava praticamente no prelo, e Frege só pode acrescentar um apêndice explicando o problema. Ele escreve a Russell:

Sua descoberta da contradição surpreendeu-me para além das palavras, e eu quase deveria dizer, deixou- me atordoado, porque abalou os fundamentos onde eu pretendia erigir a aritmética. . . . Sua descoberta é de todo modo muito admirável, e pode talvez levar a grandes avanços em lógica, indesejável quanto possa parecer a primeira vista. 

Frege, 1980, p.132

Este e outros paradoxos na teoria dos conjuntos levantam preocupação sobre os fundamentos da matemática entre os matemáticos e lógicos. Hilbert teme que finitistas como Kronecker possam estar certos e que a matemática embasada no infinito completado possa de fato ser incoerente. 

1904

A
Ernst Zermelo, 1871–1953, trabalhando com o grupo de Hilbert em Göttingen, “resolve” parte do primeiro problema de Hilbert mostrando que todo conjunto pode ser bem-ordenado. Ele mostra isso explicitamente formulando e usando um princípio que ele afirma estar implícito no trabalho de muitos matemáticos, e que ele denomina de axioma da escolha. A comunidade matemática se divide em relação ao fato de este ser ou não um princípio legítimo. (Veja Moore, 1982 para a história deste episódio.)

B
Hilbert, numa conferência no Terceiro Congresso Internacional de Matemática em Heidelberg apresenta um esboço da prova de consistência da aritmética axiomática, um método que passou a ser largamente adotado: exibe-se uma propriedade combinatória que os axiomas possuem e a qual os teoremas herdam por meio das regras de prova, mas que é de tal forma que nenhuma contradição tem tal propriedade.

1910–1913

Alfred North Whitehead, 1861–1947, e Russell, com uma bolsa da Royal Society e £100 (100 libras) de seus próprios fundos, publicam seu Principia Mathematica. Profundamente influenciados pelo trabalho de Peano e Frege, eles tentam mostrar que toda a matemática pode ser desenvolvida como parte da lógica. Sua axiomatização e desenvolvimento formal servem como referência básica e notação para a maior parte da pesquisa lógica por mais de vinte anos. 


O infinito, contudo, não pode ser deduzido de meros princípios lógicos: 

Esta assunção, ‘o axioma da infinidade’, tal como o axioma multiplicativo, será aduzida como uma hipótese sempre que for relevante. Parece claro que não há nada em lógica que justifique sua verdade ou falsidade, e que a ela só se pode legitimamente manifestar crença ou descrença a partir de bases empíricas.

Principia Mathematica, vol. 2, p. 183

 : p q. . ~q  ~p

“Lei da Tansposição “


Após anos de trabalho em lógica e filosofia da matemática, Russell se volta ao estudo da ética, epistemologia e metafísica depois da Primeira Guerra Mundial porque “Todos os altos pensamentos que eu havia tido sobre o mundo abstrato das idéias pareceram-me mesquinhos e bastante triviais em vista do vasto sofrimento das pessoa que me rodeavam.” Whitehead, também se volta para a metafísica, e em 1924 aceita uma cátedra de filosofia em Harvard, onde continuará pelo resto da vida.

1912

Luitzen Egbertus Jan Brouwer, 1881–1966, é nomeado Professor de “teoria dos conjuntos, terias das funções e axiomática” pela Universidade de Amsterdam. Sua conferência inaugural intitula-se “Intuicionismo e formalismo”, o primeiro manifesto público a respeito de sua visão da matemática construtiva. Brower argumenta contra a concepção formalista de Hilbert a respeito da matemática e rejeita o uso da lógica clássica fora do domínio do finito. 

O intuicionista reconhece somente a existência de conjuntos enumeráveis, isto é, de conjuntos cujos elementos podem ser colocados em correspondência um-a-um com os elementos de um número ordinal finito ou com o ordinal infinito . E na construção desses conjuntos nem a linguagem ordinária nem a simbólica pode ter qualquer outro papel que de servir como um auxílio não-matemático para ajudar a a memória matemática ou para possibilitar que indivíduos distintos possam construir o mesmo conjunto.

1915

Leopold Löwenheim, 1878–1957, trabalhando na tradição algébrica de Boole e Schröder na qual verdade e validade são centrais, ao invés de métodos de demonstração, publica um artigo sobre o “cálculo de relativos” isto é, identidades algébricas envolvendo quantificadores sobre indivíduos e relações num domínio onde um quantificador é considerado como uma soma ou produto possivelmente infinito. Ele mostra que a validade das formulas envolvendo quantificadores sobre indivíduos e sem relações depende somente dos domínios finitos ou enumeráveis, e apresenta um procedimento para calcular a validade de quaisquer dessas fórmulas se ela contém somente predicados unários. Ele não consegue dar um tal procedimento para o cálculo completo envolvendo somente quantificação sobre indivíduos, mas reduz esse problema ao problema de decidir a validade de fórmulas envolvendo somente relações binárias. 


De 1903 a 1933 Löwenheim ensina numa escola secundária em Berlim, mas é demitido naquele ano por ser “um quarto judeu”. Sobrevivendo à guerra em Berlim, ele consegue retornar ao mesmo posto em 1946 até aposentar-se em 1949.

1918

Paul Bernays, 1888–1977, convidado no ano anterior em Zurich, onde ele era Privatdozent
, para ser assistente de Hilbert nos fundamentos de matemática em Göttingen, estabelece em 1919 sua Habilitationsschrift
 que para a parte proposicional do cálculo de Russell e Whitehead “toda fórmula válida é uma fórmula demonstrável, e reciprocamente”. Sua prova não foi divulgada fora do círculo de Hilbert até sua publicação em 1926.

1919

O matemático norueguês Thoralf Skolem, 1887–1963, retoma o procedimento de decisão de Löwenheim para aplicá-lo no cálculo de predicados monádico de primeira ordem, estabelecendo o teste da validade em termos da eliminação sucessiva de quantificadores nas fórmulas.

1921

Emil Post, 1897–1954, publica sua Tese de Doutorado (Ph. D.) da Universidade de Colúmbia na qual ele formaliza o método de tabelas-verdade para estabelecer a validade da lógica proposicional, e demonstra que a parte proposicional da axiomática de Russell e Whitehead é completa, e portanto consistente.


Perturbado por saúde frágil toda sua vida, Post consegue uma posição acadêmica permanente somente em 1935 na City University of New York. Quando Tarski, encontrando-o vários anos mais tarde, o congratula por ser o único não-polonês a ter contribuído significativamente à lógica proposicional, Post responde que ele é de fato polonês, tendo vindo aos Estados Unidos de Augustów em 1904.

1922 Heinrich Behmann, 1891–1970, discípulo de Hilbert em Göttingen que estudava desde 1914 os Principia Mathematica demonstra a decidibilidade da lógica monádica de segunda ordem, usando métodos semânticos para atacar o Entscheidungsproblem 
 :

Exibirei instruções de acordo com as quais a veracidade ou a falsidade de uma asserção arbitrária formulada por meios lógicos possa ser decidida após um número finito de passos...

1923

Skolem publica “The foundations of elementary arithmetic established by means of the recursive mode of thought, without the use of apparent variables ranging over infinite domains.” Como parte de um programa de matemática construtiva , ele propõe definições recursivas primitivas de várias das funções básicas da teoria dos números. 

A justificação para se introduzir variáveis aparentes [[ligadas]] variando sobre domínios infinitos parece, portanto bastante problemático, ou seja, pode-se duvidar da justificação do infinito completado ou do transfinito. . . . 

Um passo adicional que simplifica este é definido a partir do princípio de Kronecker de que uma definição matemática [[Bestimmung]]
 é uma definição genuína se e somente se ela leva ao objetivo por meio de um número finito de tentativas.

Skolem, 1923, pp. 332–333

Em 1947 ele escreve:

O artigo de 1923 é tanto quanto eu saiba a primeira investigação sobre a teoria de números recursiva. O comentário ... que a aritmética recursiva remonta a Dedekind e Peano parece-me bastante estranho, porque a pesquisa desses homens tinha outros propósitos que o de evitar o uso de quantificadores.

1924

A
A legitimidade do raciocínio infinitista e particularmente do axioma da escolha tornou-se mais premente em face de um novo paradoxo. Os matemáticos poloneses Stefan Banach, 1892–1945, e Alfred Tarski, 1901–1983, usam o axioma da escolha para apresentar uma prova não construtiva de que uma esfera pode ser cortada em um número finito de partes, e estas partes rearranjadas de tal forma a compor duas esferas cada uma do mesmo tamanho que a original.


Tarski, cujo o nome de família é Tajtelbaum, recebe seu doutorado neste ano.Ele continua suas atividades no seminário de lógica na Universidade de Varsóvia, primeiramente como docente, depois como professor adjunto, mas estas posições não são suficientes para sustenta-lo junto com sua família. No começo da guerra em 1939 ele separa-se de sua família para lecionar nos Estados Unidos. Depois de diversos trabalhos temporários ele consegue uma posição de instrutor na Universidade da Califórnia em Berkeley em 1942, onde ele é nomeado Professor Titular em 1946. Sua família, havendo sobrevivido à guerra, junta-se a ele.

B
Wilhelm Ackermann, 1896–1962, um dos discípulos de Hilbert em Göttingen, publica uma prova construtiva para o que ele sustenta ser a totalidade da análise matemática (aritmética com quantificação sobre funções). Mas um pouco antes da publicação ele encontra um erro e esclarece que restrições significativas no sistema devem ser feitas para que a prova funcione. Em 1927 John von Neumann, 1903–1957, revisa suas idéias para aplicá-las corretamente à aritmética de primeira ordem na qual o esquema de indução é restrito às fórmulas livres de quantificadores. 

1925

Hilbert pronuncia em Münster a conferência intitulada “Über das Unendliche” (“Sobre o infinito”) num congresso em homenagem a Karl Weierstrass. A conferência é a expressão mais completa de seu programa a respeito dos fundamentos da matemática: o infinito tem seu lugar legítimo na matemática como elemento ideal, não correspondendo a nada no mundo mas possibilitando ao sistema simplificar e esclarecer a matemática finitista, da mesma maneira que o elemento i =
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 pode ser adicionado aos números reais e não leva a nenhuma contradição com o que pode ser demonstrado sem ele. Contudo, é necessário uma prova de que o infinito e o raciocínio infinitista não conduzem a contradição coma matemática finitista; Hilbert alega ser capaz de tal tarefa. Ele mostra as grandes linhas de uma prova da consistência da aritmética que usa somente métodos finitistas.

Ninguém nos expulsará do paraíso que Cantor criou para nós.

1927

 O norte-americano Cooper Harold Langford, 1895–1964, trabalhando sobre as idéias do artigo de Skolem 1919 e dos avanços de Behmann de 1922 usa o método da eliminação sucessiva de quantificadores para mostrar que diversas teorias da ordem determinam o valor-verdade de todas as funções proposicionais da linguagem de primeira ordem contendo ≤ . Se o valor-verdade de cada sentença da linguagem é determinado, então a teoria deve ser consistente.

1928

Ackermann revisa as aulas de lógica de Hilbert de 1917 as quais ele e Hilbert publicam como Grundzüge der theoretischen Logik. Esta pequena e sucinta apresentação da lógica matemática alcança grande influência: muito mais acessível que o Principia Mathematica de Whitehead e Russell, o livro coloca a questão se toda fórmula válida da lógica de primeira ordem pode ser demonstrada a partir dos axiomas do Principia Mathematica. A questão da decidibilidade era central para o Programa de Hilbert, e Ackermann também trabalha no problema da decisão (1928b), na mesma época em que Paul Bernays e Moses Schönfinkel (1889 – 1942) obtêm resultados sobre a decidibilidade de uma subclasse das fórmulas de primeira ordem. 


Neste mesmo ano Ackermann publica um exemplo de uma função que não é do tipo 1 de Hilbert, isto é, sua definição usa, no sistema de Hilbert, funções de funções . Ele mostra que tal função pode ser expressa por uma definição que usa “recursão simultânea”:
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(Calude e Marcus mostram que o romeno G. Sudan definiu independentemente em 1927 uma função que é computável mas não recursiva primitiva).


Mais tarde, quando Ackermann se casa, Hilbert se opõe, achando que esse fato afastará Ackermann de suas obrigações acadêmicas. Hilbert se recusa a fazer qualquer coisa em prol da carreira de Ackermann, que dessa forma não consegue uma posição na universidade e se dedica a ensinar na escola secundária para sobreviver. Tomando conhecimento de que a família Ackermann está esperando um filho, Hilbert diz: “Essa é uma maravilhosa notícia para mim. Se esse homem é tão louco que se casa e ainda tem um filho, isso só me alivia da tarefa de fazer alguma coisa por um louco desse tipo”. (Reid, 1970, p. 173.) 

1929

Jacques Herbrand, 1908–1931, tendo já publicado diversos artigos, completa sua tese de doutorado em matemática na Sorbonne. No capítulo 4 ele utiliza o método da eliminação de quantificadores para mostrar como determinar, para cada enunciado da teoria da aritmética contendo somente sucessor, se o enunciado é verdadeiro ou falso no domínio dos números naturais. Isto é, a teoria é decidível, ou como ele chama, “resolúvel” (veja van Heijenoort, pp. 580–581).


Em 1931 ele estende tais idéias para demonstrar a consistência de um fragmento da aritmética muito mais amplo. No dia em que o artigo é recebido pelos editores da revista, Herbrand morre aos 23 anos num acidente escalando os Alpes.


Em Varsóvia Tarski continua apresentando seu trabalho em seminários de metamatemática, enfatizando os problemas de decisão. Nesse mesmo ano seu estudante de mestrado Mojzesz Presburger, 1904–1943?, apresenta numa comunicação no Primeiro Congresso de Matemáticos Eslavos uma axiomatização das sentenças verdadeiras no domínio dos inteiros cuja a única operação é a adição:

x + (y + z) = (x + y) + z

x + 0 = x

x + y = y + x

y (x + y = z)

nx = ny  x = y para todo número natural n > 1

y (ny = x  ny + 1 = x  . . .  ny + (n - 1) = x para todo número natural n> 1

nx + 1 ≠ 0 para todo número natural n > 1

onde “nx” significa x+ x+...+ x (n vezes)

Usando eliminação de quantificadores ele mostra que o valor verdade de toda sentença nessa linguagem pode ser decidido.


Depois de receber seu grau de Mestre, Presburger passa a trabalhar numa companhia de seguros até 1939. Ele foi visto pela última vez em 1943, tendo quase certamente perecido na destruição do Gueto de Varsóvia. Ironicamente, não é a sua axiomatização mais um sistema prévio contendo adição e sucessor nos números naturais que torna-se conhecido como “Aritmética de Presburger ”, em seqüência à demonstração por Hilbert e Bernays em 1934 de que os métodos de Presburger se aplicam a esta.

1930

A
Tarski anuncia que a teoria dos números reais na linguagem de +, ≤ , e 1 é decidível. Ele publica um esboço da prova em 1931, usando eliminação de quantificadores, onde demonstrabilidade e verdade parecem coincidir:

No sistema da aritmética descrito no §1, toda sentença de ordem 1, isto é, sentença de primeira ordem, pode ser demonstrada ou refutada. Ainda mais, analisando a demonstração deste resultado, vemos que existe um método mecânico o qual nos permite decidir em cada caso particular se uma dada sentença (de ordem 1) é demonstrável ou refutável. (p.134)


Para levar adiante a construção do sistema formal da aritmética que eu vou esboçar aqui, seria necessário formular explicitamente aquelas sentenças que devem ser vistas como axiomas (ambas, as da lógica geral e aquelas especificamente aritméticas), e então formular as regras de inferência (regras de demonstração) com a ajuda das quais é possível derivar a partir dos axiomas outras sentenças chamadas teoremas do sistema. A solução destes problemas não ocasiona grandes dificuldades. Se eu omito sua análise aqui é porque eles não são de muita importância para o que segue. (p. 116)

Tarski, 1931

(Para a história dos problemas de decisão envolvendo Tarski e outros de seu tempo veja Doner e Hodges, 1988.)

B
Em 1927 a Associação Matemática Holandesa oferece um prêmio para quem possa formalizar a matemática intuicionista de Brouwer. Arend Heyting, 1898–1980, havendo já recebido seu grau de Doutor e lecionando numa escola secundária vence o concurso em 1928 e neste ano publica sua axiomatização da lógica proposicional intuicionista.

C
No seu livro texto Modern Algebra o matemático holandês Bartel Lennart van der Waerden, 1903–1996, usa livremente o axioma da escolha para desenvolver a teoria dos corpos com base no teorema da boa ordem. Em um artigo separado influenciado pelos intuicionistas ele investiga a álgebra construtiva e mostra que aparentemente não pode haver nenhum algoritmo geral de fatoração aplicável a todos os corpos “dados explicitamente”, pois se houvesse esse fato levaria à existência de um procedimento de decisão para toda a questão da forma: “Existe um n tal que E(n)?” onde E é qualquer propriedade dos inteiros. Na segunda edição de seu livro (1937) ele abandona o axioma da escolha: 

Dizemos que “um corpo é dado explicitamente” se seus elementos são unicamente representados por símbolos distinguíveis com os quais a adição, subtração, multiplicação e divisão podem ser efetuadas em um número finito de passos.

D
Kurt Gödel, 1906–1978, publica a prova obtida na sua Tese de Doutorado na Universidade de Viena de que o cálculo de predicado de primeira ordem é completo. 

Whitehead e Russell, como é bem conhecido, construíram lógica e matemática tomando inicialmente certas proposições evidentes como axiomas e derivando os teoremas da lógica e da matemática a partir deles por meio de alguns princípios de inferência formulados de maneira precisa em um modo puramente formal “isto é, sem fazer qualquer uso do sentido dos símbolos”. É claro que quando tal procedimento é seguido, aparece imediatamente a questão sobre se o sistema de axiomas e princípios de inferência inicialmente postulado é completo, isto é, se o sistema é realmente suficiente para a derivação de toda proposição lógico-matemático verdadeira, ou se talvez seja concebível que haja proposições verdadeiras(as quais podem mesmo ser demonstráveis por meio de outros princípios) que não podem ser derivadas no sistema em consideração. Para as formulas do cálculo proposicional a questão foi resolvida afirmativamente, isto é, já foi mostrado que toda fórmula correta do cálculo proposicional de fato segue dos axiomas dados no Principia Mathematica. O mesmo será feito aqui para o domínio mais amplo de formulas, a saber, aquelas do “cálculo funcional restrito” de primeira ordem; isto é, provaremos: 

Theorem 1: Toda formula válida do cálculo funcional restrito é demonstrável.


Esse e seu trabalho de 1931 fazem dele o maior lógico de seu tempo, não apenas pelos seus resultados mas também pela excepcional clareza com a qual ele expõe seus resultados. Embora Gödel freqüentasse os seminários do Círculo de Viena em meio a filósofos, cientistas e matemáticos, sua concepção platonista da matemática é tão desconforme com as outras visões que ele gradualmente perde contato com eles. Sobrevivendo apenas como um Privatdozent, ele é pago diretamente por seus estudantes e se vê obrigado a suplementar sua renda com posições de visitante no Estados Unidos. Durante o ano acadêmico de 1933–1934 ele visita o Instituto de Estudos Avançados de Princeton; após seu retorno à Europa ele sofre uma crise nervosa e em 1935 sua visita de retorno é reduzida em razão de doença mental. Em 1938-1939 ele leciona novamente nos Estados Unidos e depois retorna à Áustria. Seus planos para retornar aos Estados Unidos no último trimestre de 1939 são interrompidos pela guerra. Nessa altura a maioria de seus colegas havia deixado o país, o posto de Privatdozent havia sido abolido e Gödel sendo totalmente apolítico inscreve-se para uma nova posição assalariada, Dozent neuer Ordnung 
. Levantam-se questões sobre sua associação com professores judeus e sobre sua falta de apoio ao regime nazista, e quando ele é declarado apto ao serviço militar e percebe que será chamado para servir, consegue uma permissão para sair do país, viajando com a esposa Adele para os Estados Unidos através da ferrovia Trans-Siberiana via Yokohama, numa viagem que dura mais de um mês. Ele conserva o amargor contra o tratamento recebido em 1939–1940, culpando mais a negligência dos austríacos que o regime nazista. 


Nos Estados Unidos ele obtém uma posição permanente no Instituto de Estudos Avançados em Princeton. Mais tarde sua condição mental se deteriora, e Gödel cessa de publicar a partir de 1958 apesar de seu ativo interesse em lógica e matemática.

1931

A
Skolem usa o método de eliminação de quantificadores para mostrar que a aritmética restrita à multiplicação sem sucessor e adição é decidível. 

B
Esta sentença não é verdadeira.
Paradoxo do Mentiroso


Esta sentença não é demonstrável.
Sentença indecidível de Gödel

Gödel transforma um paradoxo numa poderosa ferramenta. Em “On formally undecidable propositions of Principia Mathematica and related systems I ” ele escreve:

Esses dois sistemas ”aquele do Prinicipia Mathematica e a teoria dos conjuntos de Zermelo-Fraenkel“ são tão compreensivos que neles são formalizados todos os métodos de prova usados hoje em dia em matemática, isto é, são reduzidos a alguns poucos axiomas e regras de inferência. Pode-se conjeturar portanto que estes axiomas e regras de inferência sejam suficientes para decidir qualquer questão matemática expressável nestes sistemas. Será mostrado abaixo que este não é o caso, que, ao contrário, há nos dois sistemas mencionados problemas relativamente simples da teoria dos inteiros que não podem ser decidido com base nos axiomas. Tal situação não é de nenhuma maneira devida à natureza específica desses sistemas, mas ocorre numa larga classe de sistemas formais.

Seu método consiste em primeiramente enumerar as formulas da linguagem formal do Principia Mathematica, num procedimento depois chamado de “enumeração de Gödel”. Gödel considera então os predicados que se aplicam a formulas, tais como “é uma fórmula bem formada”, “é um axioma”, “é uma conseqüência dos axiomas via modus ponens” como relações nos números associados às fórmulas. E ele mostra que tais relações são representáveis na teoria formal, isto é, para cada uma delas existe uma formula com uma quantidade apropriada de variáveis livres que é demonstrável para aqueles numerais correspondentes às fórmulas para as quais o predicado é verdadeiro, e cuja negação é demonstrável para aqueles numerais correspondentes às fórmulas para as quais o predicado é falso. Por meio de um argumento diagonal ele consegue construir uma fórmula (na linguagem formal) a qual, quando interpretada desta maneira, expressa que ela própria não é demonstrável. Contudo, tal fato não produz nenhuma contradição: ao contrário, ele demonstra que se a teoria formal é consistente, então a fórmula não pode ser demonstrável, . E portanto a formula é verdadeira mas não demonstrável, ou seja, a aritmética de primeira ordem é incompleta. Na verdade, uma premissa mais forte é utilizada no argumento de forma a mostrar que a sentença não é demonstrável: assume-se que a teoria formal é -consistente, ou seja, não existe fórmula com uma variável, A(x), tal que ao mesmo tempo A(n) é demonstrável para todo numeral n e  x A(x) é também demonstrável.


Ainda mais, pode-se construir um predicado na teoria formal que permite expressar que a teoria formal é ela própria consistente. Gödel mostra que este predicado também não pode ser demonstrado dentro da teoria, dentro da suposição de que a teoria seja -consistente. Gödel ressalta que estes resultados não dependem das particularidades do sistema do Principia Mathematica: ao contrário, tudo o que se necessita é que haja suficiente aritmética formal para poder representar as fórmulas matemáticas apropriadas.


Gödel é cuidadoso a ponto de não afirmar que a consistência da matemática não possa ser demonstrada por quaisquer meios finitários, porque para fazer tal afirmação deveríamos ter uma idéia clara do que precisamente significam “meios finitários”. Gödel investiga a classe das funções aritméticas necessárias na representação, chamando-as de “funções recursivas”, mais tarde chamadas de “funções recursivas primitivas”. Ele também discute brevemente uma idéia de Herbrand a respeito da generalização do esquema de recursão primitiva .

(Veja Dawson sobre o primeiro anúncio verbal de Gödel a respeito de seus teoremas em 1930.)

1933

Gödel mostra que se a aritmética intuicionista é consistente então a aritmética clássica também é, exibindo uma tradução da teoria de números clássica na aritmética intuicionista. 

O sistema de aritmética e teoria de números intuicionista é apenas aparentemente mais estreito que o clássico, e na verdade contém estritamente este último, com uma certa interpretação desviante. . . . As considerações acima, é claro, oferecem uma interpretação intuicionista para a aritmética e a teoria de números clássica. A prova, contudo, não é “finitária ” no sentido em que Herbrand, seguindo Hilbert, usava esse termo.

(Epstein, 1990 apresenta uma história das traduções da lógica clássica na lógica intuicionista. )

1934

A
Rózsa Péter, 1905–1977, estuda a classe das funções chamadas “recursivas” por Gödel, às quais ela chama de funções recursivas primitivas, estudando as formas normais e demonstrando que as definições por recursão encadeada 
 e definições por recursão por curso de valores 
 não saem fora da classe. No ano seguinte ela publica uma simplificação da função de Ackermann, mostrando que não é a recursão simultânea mas a recursão encadeada em duas variáveis que produz funções fora da classe das funções recursivas primitivas: :

 (0, n) = 2n+1

 (m+1, 0) =  (m,1)

 (m+1, n+1) =  (m,  (m+1, n))


Sem conseguir obter emprego ligado ao ensino, Péter ganha a vida dando aulas particulares desde sua graduação em 1927, dedicando-se mais a escrever e a traduzir poesia. Seu interesse em matemática é reavivado pelo seu colega de turma László Kalmár, 1905–1976, que sugere problemas a respeito do trabalho de Gödel. A partir desse ano ela passa a publicar somente sob o nome de “Péter” em lugar de seu nome de origem judaico-alemão “Politzer”. Em 1945 ela finalmente consegue uma posição para ensinar no Colégio de Treinamento de Professores de Budapeste, onde permanece até o fechamento da instituição em 1955, passando então a uma posição acadêmica na Universidade Loránd Eötvös em Budapeste.

B
Hilbert e Bernays também estudam a natureza da recursão no primeiro volume do seu Grundlagen der Mathematik. Na introdução desse livro Hilbert defende seu programa à luz do trabalho de Gödel: os resultados de incompletude indicam somente que métodos melhores devem ser encontrados de forma a conseguir provas finitárias de consistência mais largamente aplicáveis.


No ano anterior Bernays havia sido despedido de sua posição no Instituto de Matemática em razão de ser “não-ariano”, ou seja, judeu. Ele retorna a Zurich, em razão de sua cidadania suíça, e recebe seu doutorado, obtendo mais tarde uma posição na Eidgenössische Technische Hochschule.

C Gödel apresenta uma série de conferências sobre seus teoremas de incompletude no Instituto de Estudos Avançados em Princeton, simplificando seus resultados de 1931. Encontra uma audiência ativa e receptiva, em razão de von Neumann já ter lá falado sobre seu artigo de 1931. As notas para as conferências foram escritas por dois estudantes de Alonzo Church, 1903–1995: Stephen C. Kleene, 1909–1994, que recebe neste ano seu doutorado, e John Barkley Rosser, 1907–1989. As notas, mimeografadas, são largamente distribuídas e servem de base para o estudo de gerações de lógicos, apesar de terem permanecido impublicadas até 1965 (veja Davis, 1965 ). 


Nas conferências Gödel desenvolve uma idéia de Herbrand a respeito de uma forma mais geral de recursão:

Pode-se tentar definir esta noção da seguinte forma: se  denota uma função desconhecida e 1, . . . , k, são funções conhecidas, e se ’s e  são substituídas uma na outra do modo mais geral e as expressões resultantes são igualadas, então se o conjunto resultante de equações funcionais tem uma solução única para ,  é uma função recursiva.



Gödel, 1934, p. 368

1936

A
Alonzo Church desenvolve uma análise da computabilidade com seu sistema de 

-cálculo, um método para definir e derivar valores de funções num cálculo equacional (veja, por exemplo, Rosser, 1984).

Introduzimos a seguinte lista infinita de abreviações [[onde  significa

 “denota ”]]’:

 
1   ab  a(b),


2   ab  a(a(b)),


3  ab  a(a(a(b)))

e assim por diante, de forma que cada inteiro positivo em notação arábica denota uma fórmula da forma  a b a(a( . . . a(b) . . . ) ) .

Ele observa que cada função recursiva no sentido de Gödel de 1934 é também -definível .


Ao mesmo tempo, Kleene, trabalhando em colaboração com Church, modifica a noção de recursividade de Herbrand-Gödel definindo a noção de função recursiva geral:

Assim, a extensão das funções recursivas primitivas para as gerais consiste somente em que às substituições e recursões primitivas adiciona-se a operação de buscar, na séria dos números naturais, por algum número que satisfaça uma relação recursiva primitiva.

Ele introduz a notação  x [ A(x) ] para o primeiro número natural que satisfaz A(x) se existe algum, e 0 caso contrário.


Este método de definir uma função, contudo, pode demandar uma busca infinita , e a questão: quando é legítimo afirmar que uma função foi realmente definida? Kleene mostra por um argumento diagonal que esta questão não pode ser decidida por um procedimento recursivo: uma numeração pode ser atribuída a todas as possíveis definições de funções, digamos 1 , 2 , . . . , n , . . . , e Kleene apresenta uma forma normal para as funções em termos do que depois foi chamado de T-predicado de Kleene. Mas a enumeração e os cálculos da forma normal são também recursivos, de forma que a função  ( x ) =  x ( x ) + 1 é recursiva, e coincide com m para algum m. Contudo, a aparente contradição  (m) = m ( m) + 1 =  ( m ) + 1 não é na verdade contradição alguma: ela mostra somente que m( m) não pode ser definida, e que não se pode também determinar recursivamente para quais x pode-se definir x( x). Este é o primeiro exemplo de uma classe de funções computáveis para a qual o procedimento de diagonalização computável não produz elementos fora da classe. 


Kleene observa que uma função é recursiva geral se e somente se ela é ¬-definível. Este fato, somado ao fato de que a função diagonal não cai fora da classe, e ainda a larga aplicabilidade destas noções convencem Church a propor em seu artigo uma contraparte formal à noção intuitiva de função computável 

Agora definimos a noção, já anteriormente discutida, de uma função de inteiros positivos efetivamente calculável, identificando-a com a noção de uma função recursiva de inteiros positivos (ou de uma função -definível de inteiros positivos). Acredita-se que esta definição seja justificada pelas considerações que seguem, tanto quanto uma justificação positiva possa alguma vez ser obtida para a escolha de uma definição formal que corresponda a uma noção intuitiva. 


Church, também , exibe um predicado aritmético que diagonaliza a classe das funções -definíveis. Em virtude de sua nova definição, ele então afirma que está é indecidível, não no sentido em que não seria derivável no seu ou em outro sistema, mas no sentido de não ser computável por qualquer meio efetivo possível.


Num artigo curto, mais tarde nesse mesmo ano, Church estende suas conclusões mostrando que não existe procedimento calculável efetivo para determinar quais fórmulas são teoremas de uma teoria da aritmética baseada no sistema de Hilbert e Ackermann de lógica de predicados de primeira ordem, nem do sistema sem termos aritméticos e axiomas. Em outras palavras, o Entscheidungsproblem é indecidível. Church mantém certas reservas sobre concluir que não há procedimento efetivo para determinar validade, pois isso exigiria invocar a prova não-construtiva da completude de Gödel. 

B
Trabalhando independentemente em Cambridge, na Inglaterra, Alan Turing, 1912–1954, desenvolve sua própria análise da computabilidade, e consegue esmiuçar a noção de computação em seus mais mínimos componentes:

Imaginemos as operações efetuadas pelo computador sendo separadas em “operações simples”, tão elementares que não seja fácil imaginá-las novamente divididas. Toda operação deste tipo consiste em alguma mudança do sistema físico, se conhecemos a seqüência de símbolos na fita, quais destes são observados pelo computador (possivelmente com uma ordem especial) e o estado da mente do computador. Podemos supor que, em uma operação simples, não mais do que um símbolo é alterado. Quaisquer outras mudanças podem ser divididas em mudanças simples deste tipo. A situação com respeito aos quadrados cujos símbolos podem ser alterados desta forma é a mesma que com respeito aos quadrados observados. Podemos, portanto, sem perda de generalidade, assumir que os quadrados cujos símbolos são mudados são sempre quadrados já “observados”.

Os argumentos intuitivos levam então à sua definição das (mais tarde chamadas) máquinas de Turing.

 Os números “computáveis” podem ser descritos de forma breve como os números reais cujas expressões decimais são calculáveis por meios finitos. … De acordo com minha definição, um número é computável se seu decimal pode ser escrito por uma máquina


Havendo apenas recebido uma cópia do artigo de Church, Turing acrescenta num apêndice a prova de que uma função é computável por uma máquina de Turing se e somente se ela é -definível. Este passo mostra-se decisivo: segue-se prontamente um acordo na comunidade matemática de que estas definições de fato formalizam adequadamente a noção de computabilidade.


O problema que Kleene levanta a respeito de quando o operador de busca mínima realmente produz a definição de uma função aparece no trabalho de Turing como o problema da parada para máquinas de Turing: para quais entradas uma máquina de Turing pára? Por meio de um argumento diagonal, Turing mostra que a questão não pode ser decidida por meio de uma máquina de Turing, e assim como Church, ele aplica seus métodos à lógica: :

Vou mostrar que não existe método geral que possa predizer se uma dada formula A é demonstrável em K [[a lógica de predicados de primeira ordem de Hilbert e Ackermann]], ou, o que vem a ser o mesmo, se o sistema que consiste de K adicionando-se –A como um axioma adicional é consistente. 


Durante a Segunda Guerra Mundial Turing trabalha em Bletchley Field na Inglaterra na questão da quebra dos códigos do ”Enigma” alemão, e é ativo já nesta época e mais tarde projetando computadores. Em 1950 ele levanta a questão a respeito da possibilidade de as máquinas poderem “ pensar” e propõe um teste: 

É possível uma pessoa, sem saber se quem está dando as respostas, determinar se é uma pessoa ou uma máquina quem está respondendo às suas perguntas? 

Eu acredito que até o fim do século o uso das palavras e a opinião educada em geral terá se alterado tanto que poder-se-á falar sobre máquinas pensando sem se esperar ser contestado.


Em 1952 Turing reporta um furto à polícia inglesa, e admite, em interrogatório, suspeitar de seu amante homossexual . Ele é então preso, condenado por crime de homos-sexualidade, e forçado a se submeter a tratamento hormonal. Em 1954 Turing morre, havendo aparentemente cometido suicídio. 

C
Post, influenciado pelo trabalho desenvolvido em Princeton mas trabalhando indepen-dentemente de Turing, apresenta uma análise da noção de computabilidade que é notavelmente similar à de Turing. Sua visão da identificação entre computabilidade recursividade, contudo, é muito diferente da de Church e Kleene:

O autor acredita que a presente formulação se mostre logicamente equivalente à recursividade no sentido do desenvolvimento de Gödel-Church.
 Seu propósito, contudo, não é somente apresentar um sistema com uma certa potencialidade lógica, mas também, no seu âmbito restrito, de fidelidade psicológica. Neste sentido último, formulações mais e mais amplas são contempladas. Por outro lado, nosso objetivo será mostrar que todas são logicamente redutíveis à formulação 1. Oferecemos esta conclusão, no presente momento, como uma hipótese de trabalho. No nosso entendimento, tal é a identificação de Church entre calculabilidade efetiva e recursividade. 

Nota de rodapé: Na realidade, o trabalho desenvolvido por Church e outros leva esta identificação bem além do estágio de hipótese de trabalho. Contudo, mascarar esta identificação sob o rótulo de definição esconde o fato de que foi feita uma descoberta fundamental nas limitações da capacidade de matematização do Homo sapiens, e esconde de nós a necessidade da sua contínua verificação.

D Rosser estende o teorema da incompletude de Gödel mostrando que é suficiente assumir que um sistema formal para a aritmética seja consistente ( ao invés da suposição mais forte de -consistência) para estabelecer que é impossível demonstrar sua consistência dentro do próprio sistema.


Contudo Gerhard Gentzen, 1909–1945, trabalhando como assistente de Hilbert em Göttingen, prova que a aritmética de Peano de primeira ordem é consistente. Seus métodos porém excedem o que seria considerado como finitário no programa de Hilbert. Péter já havia exibido ordenações não somente do tipo 
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, . . . , para cada um dos quais existe um princípio de indução que pode ser reduzido à indução ordinária. A prova de Gentzen usa uma ordem  0 dos números naturais que incorpora simultaneamente todas essas ordens. O método foi adotado por outros par provar que vários subsistemas da aritmética de segunda e da teoria de conjuntos são consistentes.


Com o advento da Segunda Guerra Mundial Gentzen é recrutado para as forces armadas e serve na area de telecomunicações, mas por motivos de saúde é dispensado. Em 5 de maio de 1945, juntamente com outros professores da Universidade de Praga, Gentzen é detido pelos soviéticos, e em 4 de agosto morre na sua cela de desnutrição aguda (de acordo com um relato em Kreisel, 1971, pp. 255–256).

1938

Kleene aceita a natureza inerentemente parcial das definições que usam procedimentos de busca e define a classe das funções recursivas parciais baseado em um novo operador:

Se R(x, y) é uma relação, então µy R(x, y) denota a função de x 

[[x1, . . . , xn]] que, para cada x fixado, toma como valor o menor y tal que R(x, y) é verdadeiro, na condição de que um tal y exista e R(x, y) seja definido 

para todos os valores precedentes de y, e é indefinida caso contrário. 

Duas funções parciais são iguais, para as quais introduzimos a notação ( x )  ( x) , se elas são definidas para os mesmos valores de x, e coincidem nestes valores. 


Kleene mostra que seu teorema da forma normal se generaliza para funções recursivas parciais, e em poucas sentenças estabelece seu teorema s-m-n e o teorema da recursão, justificando a forma mais geral de definição que faz uso da auto-referência , ou seja, da dafinição de uma função em termos de si própria: 

Existe uma função recursiva primitiva 
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(y1, . . . . , ym , x) como uma função de m + n variáveis e k1, . . . . , km são números fixados, então 
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 (e, k1, . . . . , km) define recursivamente 
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(k1, . . . . , km , x) como uma função das n variáveis restantes.


O interesse de sua definição é investigar sistemas de notação para ordinais, e Kleene mostra que existe um menor ordinal não-construtivo, o ordinal 
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, como havia sido formulado em 1936 por ele próprio e por Church. Kleene ocupa então uma posição na Universidade de Wisconsin onde, exceto por haver servido na marinha durante a guerra, ele permanece durante toda sua carreira.

1939

Turing introduz a idéia de um “oráculo ” para que um conjunto não recursivo possa ser tratado por uma máquina de Turing, na investigação das possibilidades de se evitar o teorema da incompletude de Gödel substituindo uma lógica por uma hierarquia de lógicas.

Suponhamos que temos à nossa disposição algum modo não especificado de resolver problemas numéricos, como se fosse um tipo de oráculo. Não iremos mais avante na natureza desse oráculo exceto esclarecendo que ele não pode ser uma máquina. Com a ajuda do oráculo poderíamos formar um novo tipo de máquina (que chamamos o-máquinas), tendo como um de seus processos fundamentais o de resolver um determinado problema numérico. Mais decisivamente, as máquinas devem se comportar da seguinte maneira: os movimentos da máquina são determinados como usual por uma tabela exceto nos caso de movimentos a partir de uma certa configuração interna o. Se a máquina está na configuração o e se a seqüência de símbolos marcada com l é a formula bem-formada A, então a máquina vai para a configuração interna p ou t dependendo se é ou não verdadeiro que A seja dual. A decisão sobre para onde ela se move é deixada para o oráculo. 

1943

A
Kalmár investiga a classe de funções que pode ser obtida usando-se as quatro operações elementares da aritmética: adição, subtração, multiplicação e divisão restrita aos números naturais, usando composição e recursão limitada, isto é, uma função pode ser definida por recursão primitiva somente se seus valores são menores que algum valor já obtido. Essa classe, das funções elementares, contém a maior pare das funções usuais da teoria dos números, em particular as funções de codificação e decodificação que permitem enumerar as funções recursivas parciais.

B
Kleene, influenciado pelo artigo de Turing de 1939, define uma hierarquia de classes de predicados aritméticos baseado no número de alternâncias de quantificadores, partindo dos predicados recursivos. Dessa forma ele define a noção de recursividade relativa, através da qual uma função é recursiva em g1, . . . , gn se ela pode ser definida a partir dessas, da função sucessor, da função constante zero e das projeções por meio das operações de substituição, recursão primitiva e do operador de busca mínima. Grande parte do seu artigo é devotada a motivações e às bases intuitivas de sua idéia. Kleene argumenta extensivamente a favor da identificação, por parte de Church, entre recursividade e computabilidade, e a batiza de Tese de Church.


A mesma hierarquia foi desenvolvida por Andrzej Mostowski, 1913–1975, na Polônia ocupada pela guerra : 

Eu tinha um grande e lindo caderno, maravilhoso, com todas essas descobertas —e aí em 1944 aconteceu a tomada de Varsóvia e eu me lembro dos soldados entrando em nossa casa e ordenando que saíssemos. Eu estava com minha mãe nessa casa, e hesitei entre levar o caderno comigo ou um pouco de pão. Decidi levar o pão, e minhas notas foram queimadas. Tive então que reconstruir todas as anotações em algum momento em 1945.

Crossley, p. 32

1944

Post apresenta sua primeira análise detalhada dos conjuntos recursivamente enumeráveis, os conjuntos que podem ser enumerados como a saída de uma função recursiva. Como um exemplo, ele mostra que o problema de encontrar soluções integrais para equações diofantinas integrais, o décimo problema de Hilbert, pode ser visto como o problema de decisão para um conjunto recursivamente enumerável particular.


Para investigar estes conjuntos ele introduz o conceito de graus de irresolubilidade, influenciado por Turing, e estabelece o que veio a ser conhecido como o problema de Post: 

Existe um conjunto recursivamente enumerável cujo grau de irresolubilidade seja intermediário entre os conjuntos recursivos e o problema da parada? 

1947

Em 1914 o matemático norueguês Axel Thue, 1863–1915, havia proposto o problema de determinar, para um semigrupo arbitrário, se duas palavras geradas por seu alfabeto são ou não iguais, conhecido como o problema da palavra para semigrupos. Nesse ano Emil Post e o matemático russo Andrei Andreevich Markov, 1903–1979, mostram independentemente que o problema é insolúvel, exibindo um semigrupo cujo problema da palavra não é recursivo. Esse foi o primeiro exemplo de um problema matemático aberto que cuja solução consiste em mostrar que um conjunto particular não é decidível. O problema da palavra para grupos continua em aberto (ver 1954). 

1949

Entre os grandes sistemas numéricos já havia sido mostrado que a aritmética de primeira ordem dos números naturais, e portanto a dos inteiros, é indecidível, enquanto que por outro lado, de acordo com Tarski, a teoria de primeira ordem dos números reais, e portanto também a dos complexos, é decidível. Nesse ano Julia Robinson, 1919–1985, publica a prova, obtida em sua tese de doutorado orientada por Tarski, de que a aritmética dos racionais é indecidível. O conjunto dos racionais pode ser definido dentro dos racionais da seguinte maneira:


Um número racional q é um inteiro sse:
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O marido de Julia Robinson, Raphael Robinson, 1911–1995, é professor nessa época no Departamento de Matemática da Universidade da Califórnia, em Berkeley, e as regras contra nepotismo impedem que ela obtenha uma posição ou que ensine no Departamento. Mesmo assim ela prossegue em sua carreira e se torna conhecida por seu trabalho no 10o problema de Hilbert (Davis, Putnam e Robinson). Em 1975 ela obtém uma posição de assistente no departamento, e em 1976, no mesmo ano em que é eleita para a National Academy of Sciences dos Estados Unidos, é promovida a professora titular (veja Reid, 1986, para uma biografia ) 
. Julia Robinson se queixa por estar sendo feita famosa somente por ser uma mulher matemática e negligenciada, e dá uma lição de personalidade e modéstia :

Eu estou sendo considerada como símbolo da mulher matemática, e devo me constranger com tanta distinção. De todo modo, eu conheço minhas consideráveis limitações e gostaria de ser deixada quieta na obscuridade.

J. Robinson in Smorynski, p. 77

1950

O matemático russo Boris Trakhtenbrot, 1921–, publica um importante artigo em russo (traduzido depois para o inglês) onde mostra que o teorema da completude falha quando restrito a estruturas finitas. Ele mostra que a classe das sentenças de primeira ordem que são verdadeiras em todos os modelos finitos não é recursivamente enumerável. Este resultado pode ser visto como um teorema de incompletude: não podemos ter um sistema recursivo de axiomas e regras de inferência que caracterize as sentenças finitariamente verdadeiras. Este teorema tem profundas conseqüências para a teoria das bases de dados relacionais, pelo fato de esta teoria se interessar prioritariamente por estruturas finitas.

1951

Péter publica Rekursive Funktionen, o primeiro livro sobre as funções recursivas. Uma completa análise sobre virtualmente tudo o que se conhece sobre o assunto, o livro contém sua hierarquia de funções computáveis baseada na indução aninhada em n variáveis e indução sobre tipos de ordem. Trata-se de um compêndio soberbo, que só foi traduzido para o inglês em 1967 por dificuldades em negociar os direitos.

1952

Kleene publica seu livro-texto Introduction to Metamathematics sobre a lógica matemática clássica e intuicionista, com considerável ênfase na teoria das funções recursivas. O livro se torna a principal referência para a lógica matemática. 

1953

A
O lógico polonês Andrzej Grzegorczyk, 1922–, estabelece uma hierarquia de funções recursivas. Cada classe a partir da terceira (que coincide com a classe das funções elementares de Kalmár) pode ser obtida usando primeiramente uma recursão ilimitada na classe anterior definindo uma função que domina todas as funções daquela classe, e depois fechando-a sob composição e recursão limitada. As funções de diagonalização são, em essência, os níveis da função de Ackermann de 1934 
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, que dominam todas as funções recursivas primitivas. 

B
O matemático norte-americano Henry Gordon Rice, 1920–, mostra que a insolubilidade do problema da parada não é um fenômeno isolado, pois somente as mais triviais entre as propriedades extensionais das funções recursivas parciais são decidíveis: aquelas que valem para todas as funções, ou para nenhuma. 

C Tarski, Mostowski, e Raphael Robinson publicam uma coleção de três artigos que codificam e estendem os procedimentos básicos para estabelecer a indecidibilidade das teorias matemáticas. A análise de Robinson a respeito da subteoria finitamente axiomatizada Q, cuja extensões são todas indecidíveis, é fundamental para o trabalho deles :

Sx = Sy  x = y

0 ≠ Sy

x ≠ 0  y (x = Sy)

x + 0 = x

x + Sy = S(x + y)

x  0 = 0

x  Sy = (x y) + x

1954

A
No primeiro livro em russo sobre as funções computáveis, Markov propõe uma nova análise da computabilidade mais tarde chamada de algoritmos de Markov: Estes algoritmos são, também, equivalentes às funções recursivas. Ao contrário de seus predecessores, contudo, Markov oferece uma análise realmente finitista de seus algoritmos. Começando com alfabetos entendidos como inscrições concretas em papel, para os quais ele propõe uma teoria matemática de palavras e seqüências e só então considera identificações entre alfabetos e seqüências , isto é, alfabetos e palavras como tipos. 

B
O norte-aemricano William Werner Boone, 1920–1983, e o russo Petr Sergeevitch Novikov, 1901–1975, mostram independemente que o problema das palavras para grupos é indecidível.

(Veja Davis, 1958.)

1955

Albert Fröhlich, 1916–, e John Cedric Shepherdson, 1926–, este trabalhando em Londres, aplicam as idéias da teoria das funções recursivas à álgebra, formalizando e estendendo o trabalho de van der Waerden a respeito de corpos definidos explicitamente.

1956

A
Já em 1935 Bernays criticava a análise intuicionista da matemática:

O intuicionismo não leva em conta a possibilidade que, para números muito grandes, as operações exigidas pelo método recursivo possam cessar de ter algum sentido concreto. Partindo de dois inteiros k, l passa-se imediatamente a kl; este processo leva em poucos passos a números muito maiores que qualquer número que ocorra na experiência, por exemplo 67 (257729).


O intuicionismo, como a matemática usual, assevera que este número possa ser representado por um numeral arábico. Não poderia alguém levar mais adiante a crítica que o intuicionismo levanta às asserções existenciais, levantando a questão: o que significa aceitar a existência de um numeral arábico para tal número, uma vez que na prática não estamos em posição de obtê-lo? 


Neste ano o matemático holandês David van Dantzig, 1900–1959, leva a crítica mais adiante e pergunta se alguma linha divisória entre o finito e o infinito pode ser traçada: 

A diferença entre números finitos e infinitos não pode ser definida operacionalmente: é possível que sempre que um matemático A use o termo “um número transfinito ”, outro matemático B o interprete como “um número finito ” (nem sempre, é claro, o mesmo número) sem que isso jamais leve a uma inconsistência. 


Subseqüentemente, o matemático russo Alexander S. Yessenin-Volpin, 1924–, filho do famoso poeta Sergei Yessenin, desenvolve este tipo de análise numa crítica da prática matemática corrente. Não havendo conseguido uma posição universitária na antiga URSS em razão de seu ativismo político e de haver sido preso, Yessenin-Volpin traduz textos de lógica do inglês para sobreviver, até emigrar para os Estados Unidos em 1972. Suas idéias contagiaram vários matemáticos norte-americanos, entre eles David Isles, 1935–, que transforma as observações gerais de Yessenin-Volpin numa teoria matemática, o chamado finitismo estrito. 

B
O estudante norte-americano de graduação Richard Friedberg, 1935–, e o russo Albert Abramovich Muchnik, 1931–, resolvem independentemente o Problema de Post exibindo um conjunto não-recursivo que é recursivamente enumerável, mas que tem um menor grau de irresolubilidade que o Problema da Parada (veja Odifreddi, Volume 1).

1957

A Tese de Church é atacada por ser demasiado restritiva . Kalmár objeta contra as limitações que a Tese impõe e apresenta diversos argumentos matemáticos e quase-matemáticos contra ela. Ele conclui :

Existem conceitos pré-matemáticos que devem permanecer pré-matemáticos, pois eles não podem admitir qualquer restrição imposta por uma definição matemática exata. Entre estes pertencem, estou convencido, conceitos tais como o de calculabilidade efetiva, ou o de solubilidade, ou o de demonstrabilidade por meios corretos arbitrários, cuja extensão não pode cessar de mudar durante o desenvolvimento da matemática. .


Na mesma conferência Péter argumenta que a Tese de Church é demasiado ampla. Para funções de uma variável, a Tese afirma:

 Uma função f é computável se e somente se  um índice e tal que  x,  uma computação que resulta no fato em que e (x) é definida e é igual a f (x) [[onde 1, 2, . . . , e , . . . é uma lista computável das funções recursivas parciais]].


Mas como devemos encarar o operador existencial ? Ele não pode ser construtivo, pois assim a definição seria circular. Mas a alternativa é igualmente inaceitável, de acordo com Heyting, que retoma os argumentos de Péter da perspectiva intuicionista em 1960: 

A noção de função recursiva, que havia sido inventada para tornar a de função calculável mais precisa, é interpretada por muitos matemáticos de tal maneira que perde qualquer conexão com o conceito de calculabilidade, porque eles interpretam não-construtivamente o quantificador existencial que ocorre na definição. 


É claro que todo conjunto finito é recursivo primitivo. Mas será que todo subconjunto de um conjunto finito é recursivo? Quem poderá calcular o número de Gödel da função característica do conjunto de todos os expoentes menores que 1010 que não satisfazem à condição de Fermat, ou o conjunto:


Pn = { x | x < n & (E y ) T1(x ,x , y ) }

[[ isto é, {x: x (x ) é definido e x < n} ]] , onde n é um número natural dado? A resposta depende da lógica que é adotada. Se a noção de recursividade é interpretada não-construtivamente, então Pn constitui um contra-exemplo para a recíproca da Tese de Church. 

(Para uma história e uma discussão sobre a Tese de Church, incluindo a antecipação de Church do argumento de Heyting, veja Carnielli e Epstein, Capítulo 24. Para uma discussão sobre as várias formas da Tese de Church em matemática, física e ciências cognitivas veja Odifreddi, Volume 1, Capítulo I).

1958

O norte-americano Martin Davis, 1928–, publica Computability and Undecidability, o primeiro livro-texto em nível de graduação sobre a teoria das funções recursivas e resultados de indecidibilidade, no qual ele simplifica a apresentação das máquinas de Turing. 

1963

A teoria das funções computáveis foi desenvolvida antes que os computadores aparecessem. Shepherdson e o norte-americano H. E. Sturgis, 1936–, reinterpretam a noção de computabilidade em termos de um computador digital ideal com memória ilimitada e tempo ilimitado para calcular. 

1965

Embora as máquinas de Turing possam constituir um modelo perfeitamente adequado para a computabilidade (segundo a expressão da Tese de Church) este modelo é totalmente transparente no que concerne a questões de tempo ou espaço necessários para se computar. Juris Hartmanis, 1928–, e Richard Edwin Stearns, 1936– , foram os primeiros a propor uma medida de complexidade como função do tamanho da entrada, lançando assim as bases para a teoria da complexidade de algoritmos. Ambos foram agraciados pela Medalha Turing de 1993 pelo artigo publicado neste ano.

1967

A
Desde os tempos de Kronecker alguns matemáticos, mesmo não-interessados nos fundamentos da matemática, têm tentado substituir provas existenciais não construtivas por outras construtivas. O matemático norte-americano Abraham Seidenberg, 1916–1988, por exemplo, sem nenhuma experiência em lógica ou teoria das funções recursivas mostrou que muita da geometria algébrica pode ser desenvolvida construtivamente. Quase invariavelmente, isso se resume a exibir construções: argumentos de que um problema não podem ser resolvidos não são concernentes.


Neste ano o norte-americano Errett Bishop, 1928–1983, em seu livro Foundations of Constructive Analysis organiza esta perspectiva construtiva positiva em um programa maior, desenvolvendo uma porção significativa da análise real sem qualquer assunção infinitista não-construtiva. Mesmo a negação é definida positivamente: dois números reais são ditos distintos somentese pode-se construir um outro entre eles.

 Van Dantzig e outros chegaram a propor que a negação poderia ser completamente evitada na matemática construtiva. A experiência confirma isto. Em muitos casos em que parecemos estar usando negação, por exemplo, na asserção de que um dado inteiro é ou não é par, estamos realmente afirmando que uma de duas alternativas finitariamente distinguíveis de fato pode ser obtida. Sem querer estabelecer um dogma, podemos continuar a empregar a linguagem da negação, mas reservá-la para situações deste tipo, pelo menos até que a experiência mude nossas idéias, para contra-exemplos e a propósito de motivação. 


A teoria das funções recursivas e a Tese de Church são rejeitadas por Bishop na medida em que requerem uma formalização da noção de construtividade, que não pode ser formalizada. 

B O norte-americano Hartley Rogers, 1926–, publica seu livro- texto Theory of Recursive Functions and Effective Computability, reunindo num só texto a pesquisa acumulada a respeito da recursividade relativa e da classificação dos conjuntos não-recursivos, livro que serve de referência por 20 anos. O livro é notável, contudo, por invocar a Tese de Church em quase todos os pontos onde se afirma que alguma função é computável. (Veja Carnielli e Epstein, Capítulo 24.B.5 para uma discussão sobre esse tipo de uso da Tese de Church.)

1970

O matemático russo Yuri Matiyasevich, 1947–, aos 22 anos coloca a última peça no quebra-cabeças que resolve o Décimo Problema de Hilbert de 1900: não existe um algoritmo geral que possa determinar, para uma equação polinomial qualquer em qualquer número de variáveis, e com coeficientes inteiros, se a equação tem ou não uma solução nos números inteiros (veja Davis, 1958, segunda edição).

1971

O problema da satisfatibilidade para a lógica proposicional, conhecido como SAT, consiste em determinar se uma dada fórmula proposicional é satisfatível ou não. A extrema relevância desse problema aparentemente trivial foi desvendada por Stephan Arthur Cook , 1939–, no artigo de 1971 pelo qual ele recebeu a Medalha Turing em 1982. Os problemas recursivos da classe NP são aqueles solúveis por uma máquina de Turing não-determinística em tempo polinomial, ou equivalentemente, aqueles para os quais, proposta uma solução, pode-se verificá-la em tempo polinomial por uma máquina de Turing determinística usual. Por outro lado, os problemas da classe P são aqueles simplesmente solúveis por uma máquina de Turing determinística em tempo polinomial. Cook mostrou que qualquer problema da classe NP pode ser polinomialmente reduzido a SAT, mostrando que a computação polinomial que verifica um problema da classe NP equivale à satisfatibilidade de uma fórmula proposicional (isto é, SAT é NP-completo). Considerando que a classe P está obviamente contida em NP, o problema de decidir se NP está ou não contida em P tornou-se a maior questão em aberto da ciência da computação. Esta questão se reduz, no fundo, à existência ou não de um algoritmo computável em tempo polinomial para decidir a satisfatibilidade da lógica proposicional

.

� EMBED Microsoft Equation 3.0 ���








�	 Conhecida em português como sua “Conceitografia”, tradução melhor aceita para Begriffsschrift.


�	 Doutor, nos países de língua alemã, que ensina na Universidade sem ter posição acadêmica de professor.


�	 Tese de Livre-Docência.


�	 Problema da Decisão.


�	 Determinação.


�	 Docente da Nova Ordenação.


�	 Nested recursion


�	 course-of-values recursion


�	 A comparação pode, talvez, ser feita mais facilmente definindo uma 1-função e provando a equivalência entre esta definição e a de função recursiva. (Veja Church, loc. cit., p. 350.) Uma 1-função f (n) no domínio dos inteiros positivos seria uma para a qual um 1-processo finito pode ser estabelecido, tal que para cada problema dado por um inteiro positivo n seria produzida uma resposta f (n), n e f (n) simbolizado como acima.


�	 Por curiosidade, Constance Reid é irmã de Julia Robinson, e se dedicou a escrever excelentes biografias de matemáticos.
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