RESUMO SOBRE LIMITES

I. Limites finitos
1. “Nog¢do”: Sejam f uma fungdoe x, € R.

Dizemos que f tem limite (finito) ¢ no ponto x, (em simbolo: li_>m f(x) = ¢ € R), se e somente se,
X—Xo

conoen
X X X

com x # X,

arbitr

e quando , tivermos que f(x) ~ /.

“Traduzindo”

e Para valores de x € Dom f (x # x,) convenientemente proximos de x,, os valores dey = f(x)
estdo arbitrariamente proximos de /¢ (isto é, f(x) e ¢ sempre estdo tdo proximos quanto quisermos
um do outro.)

2. Limites laterais

©21.0 lim f (x) = {1 € R (limite lateral a direita de f em x,) significa :

X—X,

conven » arbitr
eSex R x,ex>x, entdo f(x) ~

©22.0 lim f(x)=/¢; € R (limite lateral a esquerda de f em x,) significa:

X=X,

conven » arbitr
eSex &~ x,ex<Xx, entdo f(x) = {

2.3. Proposicao 1.

lim f(x) =/
x—rx,
Existe liﬁm f(x) =¢ € R seesomente se e
X—Xo
lim f(x) =/
X—X,

0



2.4. Proposicado 2. - Propriedades Operacionais dos limites

Sejam f e g definidas em um conjunto A e « € IR. Suponhamos que 3 1i_>m flx) =
X—Xo

3 lim g(x) = ¢,. Entdo:

X—Xo

i3 lim (f(x)+g(x)) = lim f(x)+ lim g(x) = ¢+ £s.

X—X, X—X, X—Xo

ii. 3 lim (af(x)) = a« lim f(x) = aly.

X—Xo X—Xo
iii. 3 lim (f(x)g(x)) = lm f(x) lim g(x) = {162

. . flx) 4
iv. xh_)r?a )~ & desde que ¢y # 0.

v.3 lim |f(x)| = | im f(x)] = |&].
Observagoes:

0O.1. Cuidado com a distribui¢do do simbolo de 1311 na soma, produto e quociente, sem antes
X—Xo

testar se existem os limites das fun¢des envolvidas!!!!

0.2. A Proposigdo 2. continua vélida se o simbolo lim for substituido por um dos simbolos:
X—Xo

lim ou lim .
x—xg x—x,

3. Continuidade
3.1. Definigdo- Sejam f uma funcdoe x, € Dom f.

a. Dizemos que f é continua em x, se e somente se 1i_>m fx) = f(xo).
X—X,

b. Dizemos que f é continua, se ela é continua em cada ponto x, do seu dominio.
3.2. Proposicdo 2*: Sejam f e g fungdes continuas em x, e « € IR. Entdo:

i. Asfungdes f + ¢, af e fgsdo continuas em x,.

ii. A fungdo = é continua em x,, desde que g(x,) # 0.

Ele



3.3. Continuidade x Limites em composta de fun¢des

Proposigdo 3. Sejam f e g fungdes tais Im f C Dom g e x, € IR. Consideremos a fun¢ao composta

(g0 f)(x) = g(f(x))-

a. Se existir lim f(x) =/ e g for continua em /, entdo existe
X— X

lim (g(f(x)) = g(f) = g( lim f(x)).

X—Xo X—Xo

b. Se f for continua em x, € Dom f e g for continua em f(x,), entdo go f é continua em x,.

4. Limites finitos - Mais Propriedades
4.1. Proposicao 4. Seja f uma fungdo e x, € IR. Entdo,

xlgl;g f(x) =¢ € R se, e somente se, xlgg(lg (f(x)—¢)=0.
4.2, Teorema 5. (Teorema do Confronto)
Sejam f, ¢ e h fungdes e x, € IR. Suponhamos que estejam satisfeitas as condigdes:
a. f(x) <g(x) <h(x),paratodo x €] x, — 1, X, + 7|, comx # x, (r > 0) e
b. lim f(x) = ¢ = lim h(x).

X—X, X—Xo

Entédo o xh_>rrxlo g(x) =40

4.3. Corolario 6. Sejam F e G fungdes tais que:
a. lim F(x)=0c¢e

X—Xo
b. |G(x)| < M, para algum M > 0, para todo x €|x, — 1, xo +7[, x # x, (r > 0) (1.6, G é
limitada numa vizinhanca de x,)

Entdo, lim (F(x)G(x)) = 0.

X—Xo

4.4. Proposicao 7. (1° Limite Fundamental)




II. Limite Finito no Infinito

5. “Noc¢ao”

Sejam ¢ € R e uma funcéo f cujo dominio contém um intervalo [a, +c0[ ou | — o0, ]|

arbitr

o LIT f(x) =0 < f(x) =~ {, quando x se “torna cada vez
X (o]

maior positivamente”.
arbitr

° l_i)m f(x) =0 < f(x) ~ /{, quando x se “torna cada vez
X——00

menor negativamente”.

III. Limite Infinito no ponto

6. “No¢ao” Sejam f uma funcdo e x, € R.

1.

lim f(x) = 400 <= f(x) > K, para qualquer ntimero positivo K, quando x " = X, x # X,.
X—X,

“Traducao”: f(x) “aumenta positiva e ilimitadamente”, quando x se aproximar conveniente-
mente de x,, X # X,.
lim f(x) = —c0o <= f(x) < N, para qualquer nimero negativo N, se
X—Xo
conven
X R Xo, X F Xo.
“Tradugdo”: f(x) “diminui negativa e ilimitadamente”, quando x se aproximar conveniente-
mente de x,, X # X,.

7. Limites Laterais infinitos

7.1. “Nog¢do”: Sejam f uma funcdo e x, € IR.

conven

lim f(x) =400 <= f(x) > K, para qualquer nimero positivo K, quando x = x,, x > x,.

x—x,

De forma andloga tem-se as nogdes dos simbolos: (TENTE ESCREVER tais nogdes.)

lim f(x) = —oo, lim f(x)= 400, lim f(x)= —oco.

x—x X%y x—vx;



IV. Limite Infinito no Infinito

8. “No¢do” Seja f uma funcdo cujo dominio contém um intervalo [a, +oo[ (ou | — o0, b]).

1. lirJrrl f(x) = 400 <= f(x) > K, para qualquer namero positivo K, quando x se “torna cada
X—+00

vez maior positivamente”.

2. lirf f(x) = —c0 <= f(x) < N, para qualquer nimero negativo N, quando x se “torna cada
X—>+00

vez maior positivamente”.

¢ Analogamente, tem-se a nocao de
lim f(x) =400 ou de lim f(x)= —oco.

X——00 X—r—00

9. Limite Infinito - Propriedades
9.1. Proposicdo 8. (Limite zero SOMENTE no denominador!)

Sejam x, € R e g uma fungdo tal que li_>m g(x) =0.
X—X,

. . . 3 1 _1 =

i. Se ¢(x) > 0, numa vizinhanga de x, (x # x,), entdo xh—g}o glx) e
.o . . 3 1 1

ii. Se g(x) < 0, numa vizinhanca de x,, x # x,, entdo xh—>nv10 O

9.2. Observacdo: A Proposicdo 8 é valida para limites laterais a direita ou a esquerda de x,, bem
como para limites no infinito, com as devidas adapta¢des dos sinais da fungao g(x)
nos intervalos envolvidos.

10. Limites Infinitos X Limites Finitos- Propriedades

10.1. Proposicdo 9. Sejam f uma fungdo e x, ¢ Dom f.

: 1 1
Se xlgrgﬂ f(x) = 400 (ou —0), entio lim —— =0.

% F)

e Observagdo: A Proposigdo 9 continua vélida se o simbolo “x — x,” é substituido por um dos
simbolos:

" 7 7

“x = xf”, x = x;”, “x — +00” ou “x = —o”.



11. Limites no infinito e continuidade em composta de fung¢des

11.1. Proposicdo 3*. Sejam f e g fungdes tais Im fC Dom g e [a, +00[C Dom f. Consideremos a
funcdo composta (g o f)(x) = g(f(x)).

Se existir lim f(x) =/{ e g for continua em /, entdo existe

X—r 400
Jim (g(f(x)) = g(¢) = g( lim_f(x)).

e Observagdo: A proposicao acima continua valida se o x — +oo for substituido por x — —oo.

11.2. Teorema 5.* ( Teorema do Confronto no infinito)
Sejam f, g e h fungdes cujos dominios contém um intervalo [a, +o0[. Suponhamos que
estejam satisfeitas as condigdes:

1. f(x) < g(x) < h(x), para todo x > a.
2. lim f(x) = ¢ = lim h(x).

X—r 400 X—r—+00

Entdioo lim g¢(x)=~/¢.

X— 400

11.3. Corolério 6. Sejam F e G fungdes tais que:

1. lim F(x)=0 e

X—+00

2. |G(x)| £ M, para algum M > 0, para todo x > a.

Entdo, lim (F(x)G(x)) = 0.

X—+00

e Observacado: O Teorema 5* e seu Corolério sdo vélidos se os dominios da f, g e h contiverem um
intervalo | — oo, b] e as hipéteses forem adaptadas para tal intervalo.

12. Limites Infinitos x Finitos - Propriedades
12.1. Proposicao 10. (Operando com limites infinitos)

Sejam f e g funcgdes e x, € IR. Sdo validas as propriedades:

( lim f(x) = too (1 lm (f(x) +g(x)) = +oo

a. Se | e entdo e
| lim g(x) = +oo | il lim (f(x) - g(x)) = +oo
(lim F(x) = oo i Jim (F(x) +g(x)) = —e0

b. Se e entdo e
lim g(x) = —co ii. lim (f(x)-g(x)) = +oo




lim f(x)= o0 i. im (f(x) —g(x)) =400

X—Xo X—Xo
c.Se e entao e
lim g(x) = —co ii. lim (f(x)-g(x)) = —c0
lim f(3) = ¢ i im (£(x) +8(x) = oo
d. Se e entdo + />0
y _ L . _ o se
lim g(x) = +oo i lim (f(x)-g(x)) { oo sel <0
lim f(x)=/¢ i L S
Nt (x) U s = e
e. Se e entao ¢ . —o0 sel >0
lim () = o i, Jim (F(0)-s00) = { 72 2070

12.2. Observagoes:

0O.1. As afirmagdes da Proposi¢do 10 continuam validas se o simbolo “x — x,” por substituido por
um dos simbolos:

£ — 7

x—x; ", “x — xt”, “x — +00” ou “x — —00” .

0.2. As Proposicdes 2 (sobre limites finitos) e 10 (sobre limites infinitos) mostram que os seguintes
“stmbolos” sdo indeterminacoes:

8 , ui_Zr/, llo(j:oo) II’ " +OO+(—OO) 7 e " —OO+(+OO> II.

0.3. Mais tarde, veremos que, em limites, também sao indeterminacdes os simbolos:

“ 00 //, “ OOO 7 7 1()0 //.

4



