I. Integral Definida e Area
(ilustragao by Prof. Jorge T. Hiratuka)

Seja f uma funcao definida e limitada em um intervalo |[a, b].

Seja uma divisdo (partigdo) do intervalo [a,b] em subintervalos [z;_1,x;], com i = 1,2,....n,
onde z, =a e x, =b.

Seja também uma escolha com ¢; € [x;_1,x;], para ¢ = 1,2,..n e denotemos por Azx; o compri-
mento de cada um dos intervalos [x; 1, z;], 1.6, Ax; = x; — ;1.

Para essa subdivisao de [a,b] e essa escolha de ¢;, consideremos a soma Yy ., f(¢;) Ax; (deno-
minada soma de Riemann relativa a divisao e escolha feita acima).
Dizemos que a fungao f é integravel em [a, ] se

lim > flci)Az; = 0 € IR, para todas as escolhas de ¢; e todas as parti¢oes de

max Az;—0 i=1
[a,b] em que max Az; — 0.

Tal limite ¢ é denominado integral definida de f em [a,b] e denotado por

max Az;—0 4

n b
lim Zf(ci)Aa:i = / f(x)dx.

b
e Observacgao: Nas condigoes acima, se , a integral definida / f(x) dz é a area da

regiao plana R delimitada pela retas z = a , x = b, pelo eixo x e a curva y = f(z). (ver
figura abaixo)
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e Em caso de ser , a area da regiao delimitada pelas retas = a, x = b, pelo eixo x e pela

curva y = f(x), serd entdo simétrica, em relacdo ao eixo x, a que esta desenhada acima, e por

b
isso sua drea é dada por / (—f(x)) dx.



e Algumas propriedades da Integral definida

Teorema 1. Seja f uma fungdo continua em um intervalo [a,b]. Entao f é integravel em [a,b].

Teorema 2. (Teorema Fundamental do Cdlculo Integral) Seja f uma funcao definida em um
intervalo [a,b]. Suponha que

b
e f seja integravel em [a,b] (i. é, existe/ f(z)dz) e que

e f admita uma primitiva F' em [a,b] (i. é, existe uma funcao F' t.q. F'/(x)= f(x), Vz € [a,b]).

b
. .

Entao / f(z) de = F(b) — F(a). (notagéo: F(x)



II. Primitivacao ou Integral Indefinida
Definigao 1: (Primitiva ou anti-derivada) Seja uma funcdo f definida em um intervalo 1.

Dizemos que f admite uma primitiva em [ se existir uma funcao F', definida em I,
tal que F'/(x) = f(x), paratodo x € I.

e Uma tal funcdo F' é denominada uma primitiva (ou uma anti-derivada) de f em I.

Definigao 2: (integral indefinida de f) Seja f uma fungao definida em um intervalo 1.
A familia de todas as funcoes primitivas de f é denominada integral indefinida de f
e é denotada por /f(m) dx = F(x) + k, onde F' é uma primitiva de f e k € IR.
Propriedades Operacionais da primitivagao:

e Sejam f e g fungdes definidas em um intervalo I e suponhamos que elas admitam, respectiva-
mente, uma primitiva /' e G em I. Seja o € IR. Entao,

i. F'+ G é uma primitiva de f +gem I e /(f(x) + g(z))dx = /f(x)dx—l— /g(x)dx =
F(z) + G(x)+k

ii. /' é uma primitiva de o f em]e/ozf(:t)dx:oc/f(x)dx:ozF(x) + k.



Algumas Primitivas imediatas
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5. [ cosudu= senu + Fk, pois d_( senu ) = cosu.
u
. d
6. [ senudu= —cosu + k, pois d—( —cosu ) = —(—senu) = senu.
u
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7. [ sec’u du= tgu + k, pois d—( tgu ) = sec” u.
u
8. /cossec2u du= —cotgu + k, pois d—( —cotgu ) = —(— cossec’ u) = cossec? u.
u
. d
9. [ secu-tgu du= secu + k, pois d—(secu):secu'tgu.
u

d

10. [ cossecu - cotgu du = — cossecu + k, pois d—( —cossecu ) = —(— cossecu - cotg u).
u
V1 V1—u?

1
14 u?

d 1
11. / du = arcsenu + k, pois d—(arcsen u) =
u

d
5 du = arctgu + k, pois d—(arctg u) =
u



e A. Primitiva de produto de funcoes - integracao por partes

Sejam u=u(r) e v=wv(r) funcdes derivaveis em um intervalo I.

Se o produto wu'(z) - v(r) admitir uma primitiva, entdo a funcdo produto
u(x) - v'(x) admite primitiva em I e é tal que:

e B. Primitiva de produto de fungoes com composta (ou A.R.C) :

[ 165w do = [(Fog)@) -g'(@) da

Proposicao: Sejam f e ¢ funcoes definidas em intervalos de forma que a
composta f o g esteja definida. Suponhamos que

e g seja derivavel e

/f ydt=F(t) + k (i.é, F' = f).

Entéio (/ﬂmwwmuwm: Flg(o)) + k




