I. RESUMO de LIMITES X CONTINUIDADE
1. Nocgao de Limite (finito):
Sejam f uma funcao e x, € IR.

Dizemos que f tem limite (finito) no ponto x, ou lim f(x) =/ € IR, se e somente se,
T—p

conven bit
arbitr
Lo

e para , tivermos que f(z) = /. "Traduzindo”
exr#x,

e Para valores de x € Dom f (x # x,) convenientemente préximos de z,, os valores
de y = f(z) estdo arbitrariamente préximos de ¢ (ou seja, f(z) e ¢ sempre estao tao
proximos quanto quisermos um do outro.)

Observ: O.1. O lim f(z) = {¢; € R (limite lateral a direita de f em z,) significa :

-zt

conven _ arbitr
eSex = 1z, ex>ux, entdo f(xr) ~ 4

0.2. O lim f(z) =4y € IR (limite lateral a esquerda de f em z,) significa:

T—T,

conven ~ arbitr
eSex = I,ex<u, entdo f(zr) =~ L

( a.Sed lim f(z) =(€ R, entdoexistem lim f(z)=/{
e lim f(x)=1¢
0.3. < T—x,

b. Se lim f(x)=/¢ e lim f(x)=4{, entdao lim f(z)="/

. r—x} =T T—=To

2. Proposicao 1. Seja f uma funcao e p € IR. Entao,
a. 3 lim f(x) =0 € IR seesomentese 3 lim (f(x)—¢)=0.

z—p z—p
b. Se lim f(x)=/{, entao lim |f(z)| = |{|.
z—p z—p



3. Definicao de continuidade: Sejam f uma funcao e p € Dom f.
e Dizemos que f é continua em p, se e somente se, 3 lim f(x) = f(p).
T—p

e Dizemos que uma funcao é continua, se ela é continua em cada ponto do seu dominio.

4. Proposicao 2. (propriedades operacionais dos limites) Sejam f e g fungoes tais
que lim f(x)=/¢ € Re lim g(x)=4/{, € R e «a € IR. Entao, sao vélidas:
T—DpP

T—p
i. 3 iin]l) (f(x) +g(x) = iin]l) flz)+ };inzl, g(x) = b+ 0s.

ii. 3161_% (af(z) = « 3161311) flx) = at.
iii. 3 lim (f(z)g(z)) = ilg}l) f(x) lim g(z) = {14,

T—p T—p
lim f(x)
iv. 34 lim M = =2 = —1, desde que £y # 0.
z—p g(x) lim g(x) /o
T—p

5. Observagao: Cuidado com a distribui¢ao do simbolo de lim na soma, produto
T—Dp

e quociente, sem antes testar se existem os limites, no ponto, das funcoes envolvidas!!!!

6. Proposicao 2*. Sejam f e g fungoes continuas em p € Domf N Domg e o € IR.
Entao:

i. As fungoes f + g, af e fg sao continuas em p.

ii. A funcao f/g é continua em p, desde que g(p) # 0.

7. Proposicao 3. : Sejam f e g funcoes tais que Im f C D,.
Consideremos a funcao composta (go f)(z) = g(f(z)) e p € R.
a. Sed lim f(z)={ e a g é continua em ¢, entdo 3 lim (g(f(z)) = g(¥) =

g( lim  f(z)).
b. Se f é continua em p € Dom f e ¢ é continua em f(p), entdo go f é continua

em p.

8. Observacao. Continuam validas as proposicoes 1, 2 e 3.a se o simbolo * — p
for substituido por um dos simbolos = — p* ou por x — p~, desde que estejam
mantidas as hipéteses.



II. LIMITES INFINITOS X LIMITES NO INFINITO

9. Nocao de limite infinito num ponto : Sejam f uma fungao e z, ¢ Dom f.

o lim f(z)=-+00 <= f(z) “cresce ilimitamente”, quando =~ .

T—T,

o lim f(z)=—-00 <= f(z) “decresce ilimitamente”, quando z " = .

T—X,

10. Observacao: De forma analoga temos as nocoes de limites laterais infinitos, ou

sejam, dos simbolos:  lim f(r) = +oo, lim f(z) = +oo, lim, flx) = —00 e
lim f(x) = —o0. O ! )

11. Proposicao 4: o problema de zero somente no denominador, no limaite!!!!
Sejam z, € IR e g uma funcao tal que lim g(z)=0.
T—T,
1
i. Se g(x) > 0 numa vizinhanga de x, e x # x,, entao lim ﬁ = +00.
r—z, g(x

1
ii. Se g(x) < 0 numa vizinhanga de =, e * # z,, entao lim ——

Jlim g(x) = —00.

12. Observacao: A Proposicao 4 é valida para casos dos limites laterais a direita
ou a esquerda de x,, com os correspondentes sinais da fungao g(x), respectivamente,
numa vizinhanca a direita ou a esquerda de z,.

13. Proposicao 5: Sejam f uma funcdo e p ¢ Dom f. Se lim f(z) = 400

P
( ), entao li ! 0
ou —o0), entdo lim —— =0.
w=p f()
14. Nogao de limite (finito) no infinito: Sejam ¢ € IR e uma funcao f tal que o
Dom f contém um intervalo [a, +00] ou | — 0o, b]

3 arbitr . .
e lim f(z)=/{ <= f(z) = {, quando x se “torna cada vez maior positivamente”.
T—+00

. arbitr .
o lim f(x)={ <= f(z) = {, quando x se “torna cada vez menor negativamente” .
T——00

15. Observacao: 0.1 As propriedades operacionais da Proposicao 2 continuam

validas quando substituimos o simbolo lim por lim ou lim .
Tr—p T—+00 Tr——00



(0.2.) A Proposicao 5 também sao vélidas se o simbolo lim é trocado por
T—p

um dos simbolos “ lim 7, “ lim 7, “ lim ” ou * lim

$—>p+ T—p~ r——400 T——00

7

16. Nocao de limite infinito no infinito: Seja f uma funcao tal que o Dom f
contém um intervalo [a, +o00] ou | — oo, b].

e lim f(x) =400 <= f(x) “cresce ilimitadamente”, quando x se “torna cada vez
T—hoo maior positivamente”.

o lim f(x) =400 <= f(z) “cresce ilimitadamente”, quando = se “torna cada vez
oo menor negativamente”.

e Analogamente, tem-se a nogdo de lim f(z) =—o00 ou lim = —o0.

T—+00 T——00
17. Proposigao 6. (Operando com limites infinitos) sejam f e g fungoes. Valem as
afirmagoes:

( lim f(x) = +o0 (. lim. (f(x)+g(x)) = +o0
T—p T—p
a. Se 4 e entao $
lim g(x) = +o00 it. lim (f(x)-g(z)) = +oc;
L a—pt L et
(i f) =~ (il (o) +9(0) =~
b. Se ¢ e entao X
lim g(z) = —o0 it. lim (f(x)-g(z)) = +oc;
\ a—pt L oot
( Jim, f(w) = +o0
c. Se « e entao lim (f(z)-g(x)) = —oc;
lim gla) = o0 ot
(lim f(x) = (& lim (f(z) +g(2)) = +o0
T—p
d. Se ¢ e entao < y
; _ L. +oo sel >0
\xlngj{r g(x) = +00 it. xlfgrgl+ (f(x)-g(x)) = +{ oo sl <0
( IIHZI# fla) =1 (4. xli_>1f]r91+ (f(z) + g(x)) = —
e. Se ¢ . e entao < i lim (f(2) - g(2) = + o0 sel>0
KIILI}I)IJF g(r) = —0 L et g - +oo sel <0




18. Observacoes:

«

O.a. As afirmacoes da Proposicao 6 continuam vélidas se o simbolo “ x — p* 7 for

substituido por um dos simbolos:

“.’,lf—>p7”, “:C_>p”7 CC:C_>+OO77 ou T — —00

O.b. As Proposicoes 2, 4 e 6 mostram que os seguintes “simbolos” sao indeter-

minacoes:
0 +o0
“0. (% ’ « o ’ « Ry ’ «w 2o «
(+00) 7, ¥ 400 = (+00) 7, 00— (=00) 7 Uo7t

2

O.c. Mais tarde, veremos que também sao indeterminacoes, no limite, os simbolos:
«“ 00 77, «“ OOO 77, «“ 1oo 77.



