MAP2223 — Introducao as Equacoes Diferenciais
Ordinarias e Aplicacoes
Lista 5
2° semestre de 2024 — Prof. Claudio H. Asano

1 Transformada de Laplace

1.1 Utilize a Transformada de Laplace para resolver a equagao Y +Y =t¢. Y(0) =1, Y'(0) = —2.

Resp: De L(Y”) + L(Y) = L(t), segue que s*y(s) — sY(0) — Y'(0) + y(s) = & de modo que
y(s) = m + % Assim, Y (t) = L7 (5 + 27 — 25) =t + cost — 3sent.

s s2+41 s2+1

1.2 Utilize a Transformada de Laplace para resolver a equagao Y” +Y' —2Y = 2t. Y(0) = 0,

Y'(0) =1.
Resp: L(Y"+Y'—2Y) = L(2t) segue que (s*y(s) —sY (0) —Y’(0)) + (sy(s) — Y (0)) —2y(s) = 25,
de modo que y(s) = 52(5?;;)8(2571) = _18/2 — S% — 514/»22 + Sil por fragoes parciais. Assim Y (t) =
1 —t— le—Qt +€t

2 2 :

1.3 Encontre a Transformada de Laplace da funcao f(t) = senh(bt) calculando diretamente a inte-

gral F(s) = / e Stf(t) dt. Justifique.
0

Resp:

s2 — b2

2+ (s —2)(3 — 2s)

(s—2)(s+2)(s—3) Justifique

1.4 Encontre a transformada inversa de Laplace da fungao F'(s) =

sua resposta.

oLy 135 1y
Resp: 26 106 56

1.5 Utilize a transformada de Laplace para resolver o problema de valor inicial y" — 4y = 2%,
sujeito a y(0) =1 e y/(0) = —1. Justifique.
17 o 2

1 .
Resp: y = —Zezt + 20 + ge‘”

1.6 Utilize a transformada de Laplace para resolver o problema de valor inicial 3" — 3y 4 2y = €%,
sujeito a y(0) = —1 e 3/(0) = —4. Justifique.

Resp: De (s> —3s+2)Y(s) = =5 — s — 1, obtemos por fragdes parciais

5 1 1 1 1
YO =561 ‘G- T2y

e assim

1, 0<t<l1
1.7 Calcule a transformada de Laplace de f(t) = - . Expresse a resposta em
t+2, t>1
0, set<c )
termos da fungao da fungao escada u.(t) = . Justifique.
1, set>c

1 1 2
Resp: 1+ ui(t)(t+1); S+es< +>

s2 s




t, 0<t<l,

1.8 Calcule a transformada de Laplace de f(t) = < 2, 1 <t < 2,. Expresse a resposta em termos
0, t>2
0 set<c
da funcao da fungao escada wu.(t) . Justifique.
1 set>c
Resp: Como

f) =t 4+ u(t)(t? —t) — ug(t)t?
=t+u(t)(t—141)°=(t—141)) —ua(t)(t —2+2)°
=t+u(®)(t—1)2+E—1) —ua(®)((t —2)* +4(t — 2) +4)

1 2 1 2 4 4
obtemos F(s):s2—|—e_s(53+2) _6—25( + -+ )

s s3  s2 s

0<t<4

1.9 Utilize a transformada de Laplace para resolver o problema de valor inicial y” + y
3

’ , sujeito a y(0) =1 e 3/(0) = 0. Justifique.

{2t—5, ‘> 4 j y(0) y'(0) q

Resp: Comecamos escrevendo f(t) = 3ug(t) + (2t — 8)uq(t) = 3ug(t) + 2(t — 4)uy(t). Da equagdo,
temos

1 1
(s> +1)Y(s) =5+ 3<$> + 26_4“‘—2

S
e por fragoes parciais,

1 s 1 1
Vis)=3-—2( - )42 % - - ——
() s <52+1> ee (52 52+1)

y(t) = 3 — 2cos(t) + 2uq(t) ((t — 4) — sen(t — 4))

1.10 Utilize a transformada de Laplace para resolver o problema de valor inicial 3" — 5y’ + 4y =
1, 0<t<1

1<t < 2, sujeito a y(0) = 3 e y'(0) = —5. Justifique.
0, t>2

1 31 16 2 1 1 1 1 1
Resp: y = 1 ﬁ64t + Eet + up(t) (Set_l - 664(t_1) - 2) + ua(t) ( 4+ =D et_z)

2 412 3




1.11 Utilize a transformada de Laplace para resolver o problema de valor inicial y” + 9y =

cos(t), 0<t< —

3 2 sujeito a y(0) = 0 e y'(0) = 0. Justifique.
sen(t), t> >

Resp: Primeiro escrevemos f(t) = ug(t) cos(t) 4 ugx () (sen(t) — cos(t)). Usando que sen(t) =
—cos(t — 3m/2) e cos(t) = sen(t — 37/2), obtemos

f(t) = ug(t) cos(t) — ugy2(t) (cos(t — 3m/2) + sen(t — 37/2)).

Da equacgao, temos

2 _ S —(37/2)s S 1
Y(s) = _
(5" +9)¥(s) 2+1 ¢ (52+1+52+1

e, por fragoes parciais,

¥ (s) 1 s 1 s —@3n/2)s [ L s 1 s +1 1 1 1
s) == —= —e = - = = - = .

8(s2+1) 8(s2+9) 8(s24+1) 8(s2+9) 8s2+1 8s2+9
Assim,

1
y(t) = 3 cos(t) — = cos(3t)
1 1 1 1 3(t —3m/2
- u3”/2(t)<8 cos(t — 3m/2) — g o8 (3(t —3m/2)) + gsen(t —371/2) — gsen( ( 3 ™/ )))

Usamos agora cos (3(t — 37/2)) = sen(3t) e sen (3(t — 37/2)) = — cos(3t) para obter

y(t) = %(cos(t) — cos(3t)) + éugﬂ/g(t)(sen(t) + sen(3t) — cos(t) — écos(?)t))
1.12 Utilize a transformada de Laplace para resolver o problema de valor inicial y” + 3y’ + 2y =
1 0<t<?2
’ - , sujeito a y(0) = 0 e 3/(0) = 0. Justifique.
{_17 £ 9 j y(0) y'(0) q

Resp: Primeiro escrevemos f(t) = uo(t) — 2us(t) e da equagdo, temos

1 2
(82 +35+2)Y(s) = = —e 22
s s

e, por fragoes parciais,

1/1 1 1 1 1 1 1
Y —— _ - _ =25 = _ 9 - -
() 2(3) S+1+2(8+2) ¢ (s (3+1)+s+2>
e dai ) 1
y(t) = 5~ et + 567% —ua(t)(1— 2172 4 672(t72))

1.13 Encontre uma férmula para a solu¢do do problema de valor inicial 3" + w?y = f(t), sujeito a
y(0) = kg e 3/(0) = k. Justifique.

Resp: Da equagao, temos

(82 + WY (s) = sko + k1 + F(s)

e assim

1 1
F
52 4+ w? + (8?2 +w?) (5)

S
Y(S) = k052 +w2 + kl

Portanto

y(t) = ko cos(wt) + %sen(wt) + % /t f(t —7)sen(wt) dr.
0




1.14 Resolva o problema de valor inicial y"+y = sen(3t)+26(t—7/2), sujeito a y(0) = 1 e y'(0) = —1,
com a transformada de Laplace. Justifique sua resposta.

Resp: Da equagao, temos
2 1 Y — _ 1 2 (—7'r/2)s
(s*+1)Y(s)=s +82+9—|—e
e, por fragoes parciais,
s 1 3 1 3 1 1
Yis) = _ 2 _2 2e(—7/2)s
O = FT Eri T e seri9) 2+ 1

Portanto 5 5 y

y(t) = cos(t) — sen(t) + A sen(t) — gsené ) + 2y /o (t) sen(t — m/2)

5 1
y(t) = cos(t) — 3 sen(t) — 3 sen(3t) — 2uy () cos(t).

1.15 Resolva o problema de valor inicial y” + ' = €' + 36(t — 6), sujeito a y(0) = —1 e y/(0) = 4,
com a transformada de Laplace. Justifique sua resposta.
Resp: Da equagao obtemos

1
(52 + S)Y(S) =—-5+3+ 8—71 + 36768

e por fragoes parciais,

o] (0 [ Y (L
s 2(s—=1) 2(s+1) s s+1

1
y(t) =2+ iet - ;e*t + 3ug(t) (1 — e~ =9)

1.16 Resolva o problema de valor inicial 2y” — 3y’ — 2y = 14 6(t — 2), sujeito a y(0) = —1 e ¢/ (0) = 2,
com a transformada de Laplace. Justifique sua resposta.

7 o 6e_t/2 1 I %uz(t) <e2(t—2) _ e—(t—2)/2>

Resp: y:Ee ~ 5 5




Tabela de Transformadas de Laplace L{f(t)} = F(s) = / e "' f(t)dt, s >0
0

0 {0} = F(s)
1
1 - 8>0
s
1
s
n!
t",n=0,1,2,... —Sn+1,s>0
L(p+1)
., p>-—1 I 0
1
et , 8> a
s—a
a
sen(at) Pia "’ >0
s
cos(at) P’ >0
a
senh(at) a2 57 |al
s
cosh(at) i |a|
b
¢
e sen(bt) G_aZ+0? 5>a
e cos(bt) i >a

e n=0,1,2,...

f(t) LLf(E)} = F(s)
0 set<c s
uc(t):{l set>c Sys>0
ue(t)f(t —c) e “F(s)
e f(t) F(s—¢)
f(ct) iF(i), c>0
[ st =gty ar F(s)C(s)
o(t—rc) e
F) §"F(s) = "1 F(0) = = fOD(0)
(=8)"f(t) F®)(s)
fit) fsoo F(u)du
T
/ e St (t) dt
f(t) periodica de periodo T' > 0 0 [ —osT
f(#) + £(0)s(¢) sE(s)
[ s Fis
0
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