MAP2223 — Introducao as Equacoes Diferenciais

Ordinarias e Aplicacoes
Lista 2
2° semestre de 2024 — Prof. Claudio H. Asano

1 Equacgoes Diferenciais de Primeira Ordem

1.1 Utilize a mudancga de variavel y = vz, dy = vdx + = dv para transformar a equagao diferencial
homogénea (—4x + 2y) dx + (—5x + y) dy = 0 em outra de variaveis separaveis.

Resp: %dx = vz:’éti4 dv

1.2 Resolva a equagao diferencial homogénea (2x — 6y) dz + (3x + y) dy = 0.

Resp: Use a mudanga de variavel y = vz, dy = v dx+x dv e obtenha a equacao diferencial separavel

Ldr = dv. Faga a fatoragdo do denominador como (v — 2)(v — 1) e use fragdes parciais
—v—3 _
v2j)3v+2 - (1)72) + (vfl

'uz 3v+2

y com A= —5e B = 4. Integre, simplifique e obtenha ly—2z°|ly—z|~*=C

1.3 Resolva a equagao diferencial homogénea (6z — 2y) dx + (—5x + y) dy = 0.

Resp: Use a mudanga de variavel y = vz, dy = v dr+x dv e obtenha a equacgao diferencial separéavel

Lde = U{”;;‘j_ﬁ dv. Faga a fatoragdo do denominador como (v — 6)(v — 1) e use fragdes parciais
et = (U 5t (U iy com A= —¢ e B =—%. Integre, simplifique e obtenha |y —6z||y —z|* =

1.4 Resolva a equacao diferencial y' = x(1 — y?).

2
. _ Ce” -1
Resp: y = Gomy
o o - dy a2 _ _
1.5 Resolva implicitamente a equagao diferencial —— = oSy e encontre a solugao desta equagao
T  y—+cosy

que satisfaz y(1) = .

z w?

2
Resp: % +sen(y) =% + - — 4

1.6 Utilize um fator integrante para resolver as equagoes diferenciais abaixo.

(a) ¥ +2y=e”

Resp: fator integrante e2? e y = % +Ce™ 2,

(b) ¥ =x+ 3y

Resp: fator integrante e 3% e y = —3 = % + Ced®,

() y — 22y =2

Resp: fator integrante e e Y= f% + Ce®’.

(d) 2y + 2y = e*”

T2
Resp: fator integrante 2 e y = 57+ I%

1.7 Encontre a solucio da equacdo diferencial linear y' +y = —6z + 2¢5%, 4(0) = 5.

Resp: Um fator integrante é e* e a solucao é y = —6x + 6 + %669: — ?e’m




1.8 Resolva os problemas de valor inicial a seguir.

(a) ¥ +y=ax+e", y(0)=0

et4e *

¥, solugao y = x — 1 + “F—

Resp: fator integrante e”, solucao geral y =z — 1+ % + Ce™

(b) zy' +2y =23, y(1)=0,2 >0

. - 3 B 3
Resp: fator integrante x2, solucdo geral y = =+ ?C% solugao y = %= — 5%

(c) ¥ — 2xy = 32%”, y(0) = 1

2

Resp: fator integrante e~ solucio geral y = (% + C’)eacz, solugao y = (a® + 1)e®

1.9 Uma equacao diferencial M dx + N dy = 0 ¢ exata se M, = N,. Decida se a equacao diferencial
(—122%y3 + 6) dz + (—1223y? — 12y) dy = 0 ¢é exata e encontre uma solugio.
’ Resp: F = —42%y3 — 6y% + 6z = C

1.10 Decida se cada equagao diferencial abaixo é exata e, em seguida, resolva-as.

(a) (x+y+1)de—(y—x+3)dy=0

Resp: M, =1= N,, solugdo geral F' = %2+xyf %erfiiy:C
(b) (22° +3y)de+ (Bx+y—1)dy=0
Resp: M, =3 = N, solucao geral F' = 12—4 + 3zy + % —y=C
(¢) (4a’y3 — 2zy) dx + (3ziy? — 2%)dy =0
‘Resp: M, = 1223y* — 2z = N,, solugao geral F = 2y — 2%y = C ‘

(d) (cosy+ycosz)dr+ (senx — xseny)dy =0

‘Resp: M, = cosx —seny = IV,, solucao geral F' = xcosy +ysenz = C ‘
(e) (1+e*)dx +2zxe® dy =0
‘Resp: M, = 2¢%Y = N,, solucdo geral F = x 4 xze? = C ‘

(f) (4x3y3 + é) dr + (33:43/2 — ;) dy=0

‘Resp: M, = 1223y* = N,, solugdo geral F = 2%y + In|z| —In|y| =C ‘

1.11 Considere uma equagao diferencial M dx + N dy = 0 nao necessariamente exata. Mostre que se

oM _ ON

—— = = f(z) for uma fun¢iao somente de z entao e ¢ um fator integrante e que se
8yN8I f funcé te d tao e/ /@ dz & ym fator integrante e q
oM oN

Jy ox ~ s0 o= [9@) dy 4 .

—r = g(y) for uma fungao somente de y entao e ¢ um fator integrante.

1.12 Utilize um fator integrante conveniente para resolver a equagao diferencial (—3x + 6y)dz —
3rdy =0
_Na: -3

Resp: Como MyN = =2 depende s6 de z, temos que x~
F=3z"1-32"2%y=C

3

é um fator integrante. A solucao é

1.13 Utilize um fator integrante conveniente para resolver a equagao diferencial —6y dx+ (dx—y) dy =

0
Resp: Como % = g—; depende s6 de y, temos que y_% é um fator integrante. A solucao é

F= —ny_% —3ys =C

W=

1.14 Encontre um fator integrante (se apropriado) para as equagoes abaixo e resolva-as.



(a) ydr —xdy =0

Resp: Como % = _72 depende s6 de z, temos que 2 é um fator integrante. A solucdo
eF=-%=¢C.
T
(b) 2y3dx + 3y*dy =0
Resp: Como M*’];N“ = 2 & constante, temos que e?* & um fator integrante. A solucdo é
F =y3e?® =C.

(c) (2 +y®+2)dr +aydy =0

Resp: Como % = % depende s6 de z, temos que x é um fator integrante. A solucao é
_ 2t 3 a:2y2 _
F=%+%+5-=C.
0

(d) (2y —3z)dx +xdy =
N,

Resp: Como % = % depende s6 de z, temos que x é um fator integrante. A solucao é

F=2%—23=C.

(e) (v —y?)dx + 2zydy =0

My—Nes
N

Resp: Como
éF:ln|x|+%:C.

= ’72 depende s6 de z, temos que 2 é um fator integrante. A solucdo

() (2zy® — 22393 — day?® + 22) dx + (32%y? + 4y) dy = 0

My —Ny z?

Resp: Como —'57— = —2z depende s6 de x, temos que e~
solugao é F = (m2y3 + 2y — 1)@‘4‘2 =C.

(g) 2zy3dx + (3z%y? + 223 +1)dy =0

Ny—M,

é um fator integrante. A

Resp: Como
F= (2293 +1)e¥ =C.

= 1 é constante, temos que e¥ é um fator integrante. A solugao é

d
1.15 Uma Equacao de Bernoulli ¢ uma equacao diferencial do tipo d—y + P(x)y = Q(z)y". Mostre
T

que se n # 0 e n # 1 entdo a mudanca de variaveis u = y!~" transforma a equacio de Bernoulli

d
na equacao linear ﬁ +(1—=n)P(x)u=(1—-n)Q(x).

Resp: Se u = y'™" entdao v’ = (1 — n)y~"y’. Multiplicando-se a equagdo original v’ + P(z)y =
Q(x)y™ por (1 —n)y~", obtemos (1 —n)y~ "y + (1 — n)P(x)y' =™ = (1 — n)Q(x) que corresponde
au + (1 —n)P(x)u=(1-n)Q(zx), como querfamos.

1.16 Resolva as equacgoes de Bernoulli abaixo.

(a) xy +y = —xy?
Resp: Como n = 2, fazemos a mudanca de varidvel u = y~! e a equacio se torna % - =1
com fator integrante % A solugdo é u = zlnxz + Cx e portanto y = m
2 y3
b) v +-y==
(b) ¥+ —y= "5
Resp: Como n = 3, fazemos a mudanca de variavel © = y~2 e a equacdo se torna g—g — % =

2

— -3 com fator integrante x~4 A solugdo é u = 5% + Cz* e portanto y = (5% + Cx4)71/2.

() ¥ +y=ay®

Resp: Como n = 3, fazemos a mudanca de variavel u = 32

—2z com fator integrante e 2®
Ce*”) —1/2,

e a equagao se torna ‘j—“ —2u =
. A solugdo é u = x—i—%—i—Ce% e portanto y = x—&-%—i—




2 Equacoes Diferenciais de Segunda Ordem

2.1

2.2

2.3

24

2.5

2.6

2.7

2.8

2.9

2.10

2.11

2.12

Verifique se y; = €%* e ya = €@ sdo solucdes de 3’ — 7y’ + 10y = 0. Mostre que qualquer

combinagao linear de y; e y» também é uma solucao da equacao.

Verifique se y; = e* cosz e y2 = €” sen x sao solugoes de y” — 2y’ + 2y = 0. Mostre que qualquer
combinacao linear de y; e y2 também é uma solugao da equacao. Encontre uma solucao y tal
que y(0) =3 e y/(0) = —2.

Resp: y = 3e*cosx — 5e*senx ‘

Verifique se y; = e” e yo = ze” sao solugoes de y”" —2y’+y = 0. Mostre que qualquer combinagao
linear de y; e y2 também é uma solugao da equagdo. Encontre uma solugao y tal que y(0) =7
ey (0) =4.

’ Resp: y = 7e” — 3ze” ‘

Resolva a equacgao diferencial y” + v’ — 12y = 0.

Resp: O polindomio caracteristico é p(A) = A2 + X\ — 12 com raizes \; = —4 e Ay = 3. A solucio
geral é y = Cre™ 4 + Coe3®.

Encontre a solugao da equagao diferencial y” — 2y’ — 15y = 0, sujeito as condigoes y(0) = 2 e
y'(0) = —22.

Resp: O polinoémio caracteristico é p(\) = A2 — 2\ — 15, com raizes \; = —3 e Ay = 5. A solucao
geral é y = Cre 3% + Cye®®. A solucio é y = 4e™3% — 277,

Resolva a equacao diferencial y” — 10y’ + 25y = 0.

Resp: O polindomio caracteristico é p(A) = A2 — 10\ + 25 = (A — 5)% com raiz dupla A = 5 e a
solucdo geral é y = C1e5® + Cyxed®.

Encontre a solu¢ao da equagao diferencial y” + 6y’ + 9y = 0, sujeito as condigoes y(0) = 2 e
y'(0) = =3.

Resp: O polindémio caracteristico é p(A\) = A2 +6A+9 = (A+3)2, com raiz A = —3 dupla e solucio
geral y = C1e 3% + Cyze 3. A solucio é y = 273 + 3ze™3%.

Resolva a equagao diferencial 3" — 6y’ + 25y = 0.

Resp: O polindomio caracteristico é p(A\) = A2 — 6\ + 25 com raizes A\ = 3 & 4i. Deste modo, a
solugao geral ¢ y = C1e3% cos(4x) + Cae3® sen(4x).

Resolva a equagao diferencial ¢y + y = 0.

Resp: O polinémio caracteristico ¢ p(A) = A3 + 1 com rafzes \; = —1 e A = 113\/3 A solucdio
geral 6 y = Cre™ + Cae3® cos (?JJ) + C3e2” sen (?96)

Resolva a equacao diferencial vy’ + 3y” + 3y’ +y = 0.

Resp: O polinémio caracteristico ¢ p(A) = A3 +3A2 +3X + 1 = (A + 1)® com raiz A = —1 tripla.
Assim y = Cre™® + Coze™™ 4 Cyz?e ™.

Encontre a solugao da equagao diferencial 3" — 2y” —y' + 2y = 0, sujeito as condigoes y(0) = 6,
y'(0) =3ey"(0)=9.

Resp: O polindmio caracteristico é p(\) = A —2X2 - A+2 comraizes \; =1, g =—1le g =2
e a solucdo geral é y = C1e® + Coe™® + C3e?®. A solucio é y = 3e2* + 2e™7 + 2%,

Determine a, b e c reais (caso existam) de modo que y = az? + bz + ¢ seja solugio da equacgio
diferencial y” — 3y’ + y = 222 — 15z + 18.
Resp: y =222 -3z +5




2.13 Encontre primeiro uma solucao particular y, da equagao diferencial y” + 4y’ — 5y = —1522 +
14z 4 19 e, em seguida, calcule a solugao geral.

Resp: Uma solugao particular ¢ y, = 3z? + 2z — 1, o polindmio caracteristico é p(A) = A2 4+4X—5
com raizes A\; = 1 e Ag = —5. A solugao geral é y =y, + y, = C1e® + Coe 5 + 322 + 22 — 1

2.14 Utilize o método da variagao dos parametros para encontrar uma solugao particular da equacao
diferencial y” — 2y’ = e” sen(x) e determine a solucao geral.

Resp: O polindomio caracteristico é p(A) = A% — 2X com raizes A = 0 e A = 2. Assim y; = 1 e
Y2 = €% sao 2 solucdes linearmente independentes da equacdo homogénea. Uma solucdo particular

édaformay, = L1yi1+y2La, onde Liy1+Lhys = 0 e Liyi + L5y, = e® sen(x). Assim L] = —%
e L/2 _ e s2en(m) e portanto L; = e“”(cos(aci—sen(z)7 Ly = _efw(cos(ac4)+sen(x))’ Yp = e seQn(ac) o

Yy = Cl —+ C262w — 761 seQn(x) .

2.15 Utilize o método da variagao dos parametros para encontrar uma solugao particular da equagao
diferencial y” 4+ 3y’ + 2y = H% e determine a solucao geral.

Resp: O polindomio caracteristico é p(A\) = A2 + 3\ + 2 com raizes A = —1 e A\ = —2. Assim
y1 = e % e ys = e 2% 530 2 solucdes linearmente independentes da equacdo homogénea. Uma
solucdo particular é da forma y, = Liy1 + y2Lo, onde Liys + Lyys = 0 e Lyl + Loy, = 1-&-%
Assim L] = lfr% e Ly = —% e portanto Ly = In(1 + e*), Ly = In(l1 +¢€*) — %, y, = (7% +

e ) In(l+e®)—e P ey=Cre "+ Coe 2 + (67" + e 2) In(1 + €”).

2.16 Utilize o método da variagao dos parametros para encontrar uma solugao particular da equacgao
3x
diferencial y” — 6y’ + 9y = <5 e determine a solugao geral.

Resp: O polindémio caracteristico é p(\) = A% — 6\ + 9 com raiz dupla A = 3. Assim y; = 3% e

ya2 = 23 sao 2 solucdes linearmente independentes da equacdo homogénea. Uma solucdo particular

¢ da forma y, = Liy1 +y2Lo, onde Liy; + Lhys = 0 e Liy| + Lhyh = eg:—; Assim Lf =1lelh=2

e portanto L1 = —In|z|, Ly = =1, y, = —e3*(In|z| + 1) e y = C1%” + Caze®® — €3% In [z

2.17 Utilize o método da variagdo dos pardmetros para encontrar a solucao geral da equacao dife-
rencial y” + 4y = sen(2z).

Resp: O polinémio caracteristico é p(A\) = A? + 4 com raizes complexas conjugadas A = +2i e
solugoes da equagao homogénea dadas por y; = cos(2z) e yo = sen(2z). Uma solugdo particular é

da forma y, = L1y1 + y2 L2, onde Liys + Lhys = 0 e Liy] + Lhyh = sen(2x). Assim L] = _sen”(2z)
e L/2 _ Sen(2l‘)2COS(2:L’) e portanto L, = 7% + sen(2a:)scos(2w)’ Ly = sen28(2;z;)7 yp = 7$COZ(2:E) + senéQJL’) e

z cos(2z)
— -

y = Cycos(x) + Caysen(2z) —
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