Ordenacgao em tempo linear

CLRS cap 8
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Ordenacao: limite inferior

Problema: Rearranjar um vetor A[1l..n] de modo que
ele fique em ordem crescente.

Existem algoritmos que consomem tempo O(nlgn).
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Ordenacao: limite inferior

Problema: Rearranjar um vetor A[1l..n] de modo que
ele fique em ordem crescente.

Existem algoritmos que consomem tempo O(nlgn).
Existe algoritmo assintoticamente melhor?

NAO, se o algoritmo é baseado em comparacées.

Prova?
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Ordenacao: limite inferior

Problema: Rearranjar um vetor A[1l..n] de modo que
ele fique em ordem crescente.

Existem algoritmos que consomem tempo O(nlgn).
Existe algoritmo assintoticamente melhor?

NAO, se o algoritmo é baseado em comparacées.

Prova?

Qualquer algoritmo baseado em comparacoes
é uma “arvore de decisao”.
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Todo algoritmo de ordenacéao
baseado em comparacoes faz

Q(nlgn)

comparagoes no pior caso.
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Counting Sort
Recebe inteiros n e k, e um vetor A[T7. n] onde

cada elemento é um inteiro entre 1 e k.
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Counting Sort
Recebe inteiros n e k, e um vetor A[T7. n] onde

cada elemento é um inteiro entre 1 e k.

Devolve um vetor B[1..n] com
os elementos de A[1..n] em ordem crescente.
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Counting Sort
Recebe inteiros n e k, e um vetor A[T7. n] onde

cada elemento é um inteiro entre 1 e k.

Devolve um vetor B[1..n] com
os elementos de A[1..n] em ordem crescente.

COUNTINGSORT(A, n)
1 parai<1aték faca
2 Cli]«<0
3 paraj <« 1aténfaca
4 CIADN < ClAlNT+1

5 parai<« 2aték faga
6 Clil]« Cli]+ Cli—-1]
7 paraj < ndecrescendo até 1 faca
8 BICIA]] < A[]
9 CIAlll < ClA[]]-1
10 devolva B
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Counting Sort
Recebe inteiros n e k, e um vetor A[T7. n] onde

cada elemento é um inteiro entre 1 e k.

Devolve um vetor B[1..n] com
os elementos de A[1..n] em ordem crescente.

COUNTINGSORT(A, n)
1 parai<1aték faca
2 Cli]«<0
3 paraj <« 1aténfaca
4 CIADN < ClALNT+1

[+ C[j] é o niimero de itens j em A */

5 parai<« 2aték faga
6 Clil]« Cli]+ Cli—-1]
7 paraj < ndecrescendo até 1 faca
8 BICIA]] < A[]
9 CIAlll < ClA[]]-1
10 devolva B
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Counting Sort
Recebe inteiros n e k, e um vetor A[T7. n] onde

cada elemento é um inteiro entre 1 e k.

Devolve um vetor B[1..n] com
os elementos de A[1..n] em ordem crescente.

COUNTINGSORT(A, n)
1 parai<1aték faca
2 Cli]«<0
3 paraj <« 1aténfaca
4 CIADN < ClALNT+1

[+ C[j] é o niimero de itens j em A */
parai < 2 até k faca
Clil]« Cli]+ Cli—-1]
[+ C[j] é o nimero de itens < j em A #/
para j < n decrescendo até 1 faca
BICIA]]] — AL
CIA[T] — ClA[]] -1
devolva B
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Consumo de tempo

linha consumo na linha

O (k)

CONOUAWNR
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o

total 2277
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Consumo de tempo

linha consumo na linha

1 O(k)
2 O(k)
3 O(n)
4 O(n)
5 O(k)
6 O(k)
7 O(n)
8 O(n)
9 O(n)
10 o(1)
total O(k +n)
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Counting Sort

COUNTINGSORT(A, n)

1

2
3
4
5
6
7
8
9
10

parai <« 1 até k faca
Cli]«<0
paraj < 1 até nfaca
CIALT — CIA[T] + 1
para i < 2 até k faca
C[i] < C[i]+C[i-1]
paraj <— n decrescendo até 1 faca
BICIALN] — A
ClAl]] < ClAD]] -1
devolva B

Consumo de tempo: ©(k + n)

Se k =0(n), o consumo de tempo é O(n).
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Radix Sort

Algoritmo usado para ordenar
> inteiros nao-negativos com d digitos
» cartdes perfurados (Hollerith!)

» registros cuja chave tem varios campos
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Radix Sort

Algoritmo usado para ordenar
> inteiros nao-negativos com d digitos
» cartdes perfurados (Hollerith!)

» registros cuja chave tem varios campos

campo 1: menos significativo
campo d: mais significativo
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Radix Sort

Algoritmo usado para ordenar
> inteiros nao-negativos com d digitos
» cartdes perfurados (Hollerith!)

» registros cuja chave tem varios campos

campo 1: menos significativo
campo d: mais significativo

RADIXSORT(A, n, d)

1 parai« 1atédfaca
2 ORDENE (A, n, i)
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Radix Sort

Algoritmo usado para ordenar
> inteiros nao-negativos com d digitos
» cartdes perfurados (Hollerith!)

» registros cuja chave tem varios campos

campo 1: menos significativo
campo d: mais significativo

RADIXSORT(A, n, d)
1 parai« 1atédfaca
2 ORDENE (A, n, i)

ORDENE (A, n,i): ordena A[l..n] pelo i-ésimo campo dos registros
em A por meio de um algoritmo estavel.
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Estabilidade

Um algoritmo de ordenacao é estavel se sempre que, inicialmente,
Ali] = Alj] para i <j, a copia A[i] termina em uma posi¢cdo menor do
vetor que a copia Alj].
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Estabilidade

Um algoritmo de ordenacao é estavel se sempre que, inicialmente,
Ali] = Alj] para i <j, a copia A[i] termina em uma posi¢cdo menor do
vetor que a copia Alj].

Isso s6 é relevante quando temos informacao satélite.
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Um algoritmo de ordenacao é estavel se sempre que, inicialmente,
Ali] = Alj] para i <j, a copia A[i] termina em uma posi¢cdo menor do
vetor que a copia Alj].

Isso s6 é relevante quando temos informacao satélite.

Quais dos algoritmos que vimos sao estaveis?
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Estabilidade

Um algoritmo de ordenacao é estavel se sempre que, inicialmente,
Ali] = Alj] para i <j, a copia A[i] termina em uma posi¢cdo menor do
vetor que a copia Alj].

Isso s6 é relevante quando temos informacao satélite.

Quais dos algoritmos que vimos sao estaveis?

» insercdo direta? selecao direta? bubblesort?
» mergesort?

» quicksort?

» heapsort?

» countingsort?
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Consumo de tempo do Radixsort

Depende do algoritmo ORDENE.
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Consumo de tempo do Radixsort

Depende do algoritmo ORDENE.

Se cada campo é um inteirode 1 a k,
entdo podemos usar o COUNTINGSORT.
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Consumo de tempo do Radixsort

Depende do algoritmo ORDENE.
Se cada campo é um inteirode 1 a k,
entdo podemos usar o COUNTINGSORT.

Neste caso, o consumo de tempo é O(d(k + n)).
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Consumo de tempo do Radixsort

Depende do algoritmo ORDENE.

Se cada campo é um inteirode 1 a k,

entdo podemos usar o COUNTINGSORT.

Neste caso, o consumo de tempo é O(d(k + n)).

Se d é limitado por uma constante (ou seja, se d = O(1))
e k =0O(n), entdo o consumo de tempo é O(n).
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Bucketsort

CLRS sec 8.4
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Bucket Sort

Recebe um inteiro n e um vetor A[1..n] onde
cada elemento é um namero no intervalo [0, 1).
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Bucket Sort

Recebe um inteiro n e um vetor A[1..n] onde
cada elemento é um namero no intervalo [0, 1).

A [47]93[82[12] 42].03]62] 38 .77 ] 91|
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Bucket Sort

Recebe um inteiro n e um vetor A[1..n] onde
cada elemento é um namero no intervalo [0, 1).

A [47]93[82[12] 42].03]62] 38 .77 ] 91|

Devolve um vetor C[1..n] com
os elementos de A[1..n] em ordem crescente.
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Bucket Sort

Recebe um inteiro n e um vetor A[1..n] onde
cada elemento é um namero no intervalo [0, 1).

A [47]93[82[.12] 42].03]62] 38] .77 91

Devolve um vetor C[1..n] com
os elementos de A[1..n] em ordem crescente.

c [03[12[ 38 42 47 ] 62] .77 ] 82 ] 91 ] 93 |
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Exemplo

[47]93[82]12]42].03]62]38].77 [ .91 ]
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Analise de Algoritmos

Exemplo

[47]93[8].12

[ 42 ] 03[62]38].77] 91

2°sem 2018

B[0]: .03
B[1]: .12
B[2] :

B[3]: .38
B[4]: .47 .42
B[5]:

B[6]: .62
B[7]: .77
B[8]: .82
B[9]: 93 .91
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Analise de Algoritmos

Exemplo

[47]93[82] .12

[ 42 ] 03[62]38].77] 91

2°sem 2018
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Exemplo

[47]93[8[12]42]03]62]38].77].91

B[O]: .03
B[1]: .12
B[2] :

B[3]: .38
B[4]: .42 .47
B[5]:

B[6]: .62
B[7]: .77
B[8]: .82
B[9]: .91 93

[03[12] 3842 .47 ] 62 .77 ] .82] 91 93
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Bucket Sort

Recebe um inteiro n e um vetor A[1..n] onde
cada elemento é um namero no intervalo [0, 1).

Devolve um vetor C[1..n] com
os elementos de A[1..n] em ordem crescente.

BUCKETSORT(A, n)
1 parai«< 0Oaté n—1faca

BJi] <

parai < 1 até nfaca
INSIRA(B[Ln A[i]l], Ali])

parai«< 0Oaté n—1faca
ORDENELISTA(B(i])

C « CoNcaTeNE(B, n)

devolva C

ONOUL N WN
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Bucket Sort

BUCKETSORT(A, n)
1 parai«<0Oatén-1faca

BJi] <

parai <« 1 até nfaca
INSIRA(B[Ln A[i]1], Ali])

parai<«< Oaté n-1faca
ORDENELISTA(Bi])

C « CoNcATENE(B, n)

devolva C

ONO UL NN WN

INSIRA(p, x): insere x na lista apontada por p
ORDENELISTA(p): ordena a lista apontada por p

CoNCATENE(B, n): devolve a lista obtida da concatenacao das listas
apontadas por B[0],...,B[n —1].
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Consumo de tempo

Suponha que os numeros em A[1..n] sdo
uniformemente distribuidos no intervalo [0, 1).

Suponha que o ORDENELISTA seja o INSERTIONSORT.
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Consumo de tempo

Suponha que os numeros em A[1..n] sdo
uniformemente distribuidos no intervalo [0, 1).

Suponha que o ORDENELISTA seja o INSERTIONSORT.

Seja X; o nimero de elementos na lista BJi].
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Consumo de tempo

Suponha que os numeros em A[1..n] sdo
uniformemente distribuidos no intervalo [0, 1).

Suponha que o ORDENELISTA seja o INSERTIONSORT.

Seja X; o nimero de elementos na lista BJi].
Seja

X = { 1 seoj-ésimo elemento foi para a lista B[i]
i

0 seoj-ésimo elemento ndo foi para a lista Bi].
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Consumo de tempo

Suponha que os numeros em A[1..n] sdo
uniformemente distribuidos no intervalo [0, 1).

Suponha que o ORDENELISTA seja o INSERTIONSORT.

Seja X; o nimero de elementos na lista BJi].

Seja

X = 1 seoj-ésimo elemento foi para a lista B[i]
b 0 se o j-ésimo elemento nao foi para a lista Bi].

Observe que X; =} ; Xj.
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Consumo de tempo

Suponha que os numeros em A[1..n] sdo
uniformemente distribuidos no intervalo [0, 1).

Suponha que o ORDENELISTA seja o INSERTIONSORT.

Seja X; o nimero de elementos na lista BJi].

Seja

X = 1 seoj-ésimo elemento foi para a lista B[i]
b 0 se o j-ésimo elemento nao foi para a lista Bi].

Observe que X; =} ; Xj.

Y;: namero de comparagdes para ordenar a lista Bi].
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Consumo de tempo
X;: nimero de elementos na lista B|i]

X = 1 seo j-ésimo elemento foi para a lista Bi]
v 0 seoj-ésimo elemento ndo foi para a lista Bi].

Y;: nimero de comparac¢des para ordenar a lista Bi].
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Consumo de tempo
X;: nimero de elementos na lista B|i]

X = 1 seo j-ésimo elemento foi para a lista Bi]
v 0 seoj-ésimo elemento ndo foi para a lista Bi].

Y;: nimero de comparac¢des para ordenar a lista Bi].

Observe que Y; < X;2.

Logo E[Y;] <E[X;?] = E[(¥; X;)?].

!
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Consumo de tempo
X;: nimero de elementos na lista BJi]

X, — 1 se o j-ésimo elemento foi para a lista BJi]
v 0 seoj-ésimo elemento nao foi para a lista Bi].

Y;: nimero de comparagdes para ordenar a lista B[i].

Observe que Y; < X;2.

Logo E[Y;] < E[X;?] = E[(¥; X;)].
EI() X)71 = E[) ) XXl
J i k
= B[) X2+ ) ) XXl

J k=i
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Consumo de tempo
X;: nimero de elementos na lista BJi]

X, — 1 se o j-ésimo elemento foi para a lista BJi]
v 0 seoj-ésimo elemento nao foi para a lista Bi].

Y;: nimero de comparagdes para ordenar a lista B[i].

Observe que Y; < X;2.

Logo E[Y;] <E[X;?] = E[(L; X;)°]-
EI() X)71 = E[) ) XXl
J ik
= E[) X+E) ) XX

J k=

Analise de Algoritmos — 2° sem 2018 46/53



Consumo de tempo
X;: nimero de elementos na lista B|i]

X = 1 seo j-ésimo elemento foi para a lista Bi]
v 0 seoj-ésimo elemento ndo foi para a lista Bi].

Y;: nimero de comparac¢des para ordenar a lista Bi].

Observe que Y; < X;2.

Logo E[Y;] <E[X;?] = E[(¥; X;)?].

E[(ZX”)Z] - E[ZZXUXik]
= ZE[XU2]+ZZE[XUXik]

J k=
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Consumo de tempo
X;: nimero de elementos na lista Bi]
X, — { 1 se o j-ésimo elemento foi para a lista BJi] }
y 0 seoj-ésimo elemento ndo foi para a lista Bi].
Y;: nimero de comparac¢des para ordenar a lista Bi].
Observe que Y; < X;2. Ademais,

E[Y|] < ZE[XUZ] + Z ZE[XUXH(]-

J k=i
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Consumo de tempo
X;: nimero de elementos na lista Bi]
X, — 1 se o j-ésimo elemento foi para a lista BJi]
v 0 seoj-ésimo elemento ndo foi para a lista Bi].

Y;: nimero de comparac¢des para ordenar a lista Bi].

Observe que Y; < X;2. Ademais,

E[v] < ) EDG2+) ) EDGX
J J k#

Observe que X,~j2 é uma variavel aleatéria binaria. Vamos calcular
sua esperanga:

1
E[X;%] = Pr[X;? = 1] =Pr[X; = 1] = ~.
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Consumo de tempo

Para calcular E[X; X ] para j # k, primeiro note que
Xijj e Xj sdo variaveis aleatérias independentes.

Portanto, E[X; X ] = E[X;]E[Xi].
Ademais, E[X;] =Pr[X; =1] = %
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Consumo de tempo

Para calcular E[X; X ] para j # k, primeiro note que
Xijj e Xj sdo variaveis aleatérias independentes.

Portanto, E[X; X ] = E[X;]E[Xi].
Ademais, E[X;] =Pr[X; =1] = %

Logo, 1 1
Bl < ) 240 ) =
J J k=i
1
= —+n(n-1)=
n
1
= 1+(n-1)—
1
- 2--.
n
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Consumo de tempo
Agora,sejaY =) ;Y.

Note que Y é o nimero de comparacoes realizadas pelo BUCKETSORT
no total.

Assim E[Y] é o niimero esperado de comparacdes realizadas pelo
algoritmo, e tal nimero determina o consumo assintético de tempo
do BUCKETSORT.
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Consumo de tempo
Agora,sejaY =) ;Y.

Note que Y é o nimero de comparacoes realizadas pelo BUCKETSORT
no total.

Assim E[Y] é o niimero esperado de comparacdes realizadas pelo
algoritmo, e tal nimero determina o consumo assintético de tempo
do BUCKETSORT.

E[Y] = ZE[Y,-] <2n-1=0(n).
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Consumo de tempo
Agora,sejaY =) ;Y.

Note que Y é o nimero de comparacodes realizadas pelo BUCKETSORT
no total.

Assim E[Y] é o niimero esperado de comparacdes realizadas pelo
algoritmo, e tal nimero determina o consumo assintético de tempo
do BUCKETSORT.

E[Y] = ZE[Y,-] <2n-1=0(n).

O consumo de tempo esperado do BUCKETSORT quando os
nimeros em A[1..n] sdo uniformemente distribuidos no
intervalo [0,1) é O(n).
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