Analise de Algoritmos Merge-Sort

Rearranja A[p..r], com p <r, em ordem crescente.

Método: Divisdao e conquista.

MERGESORT (A, p,r)

CLRS 2.3,4.1e4.2 1 sep<r
2 entdo g « |(p+r)/2]
3 MERGESORT (A, p, q)
4 MERGESORT (A, g+ 1,r)
5 INTERCALA (A, p, q,r)
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Divisao e conquista Intercalacao

Problema: Dados A[p..q] e A[g+1..r] crescentes, rearranjar A[p..r]

Esse paradigma envolve os seguintes passos: .
P g g P de modo que ele fique em ordem crescente.

Para que valores de g o problema faz sentido?

Divisao: dividir a instancia do problema em instadncias menores do Entra:

problema. P 9 d

A [22]33]55]77]99]|11 44|66 88|

Conquista: resolver o problema nas instancias menores

recursivamente (ou diretamente, se elas forem pequenas o Sai: p q r

suficiente). A [11]22]33]44]55][66[77[88]99]

Combinacao: combinar as solucoes das instancias menores para
gerar uma solucao da instancia original.
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Intercalacao Simulacao

INTERCALA (A, p,q,r)
0 © B[p..r] éum vetor auxiliar

1 parai<« paté gfacga
2 B[i] < A[i]
3 paraj< g+1 atérfaca P 9 r
4 Blr+q+1-j] < Al A [22]33]55]77]99]|11 44|66 88|
5 iep
6 j<r
7 parak < p atérfaca B ’ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
8 se BJ[i] < BJj]
9 entdo A[k] « BJi]
10 f—i+1
11 sendo A[k] « BJj]
12 je—j-1
Essa versao do intercala nao é estavel. Por que?
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Simulacao Simulacao
k k
AT T 1T 1T 1T 1T T 1] AL T T T T 1 T T |
i j i j
B [22]33]|55[77]99|88][66]|44|11] B [22]33]|55[77]99|88][66]44|11]
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Simulacao

k
Altifee] | | [ | | | |

i J
B [22]33[55]77[99]88[66] 4411

Analise de Algoritmos — 2° sem 2018

Simulacao

k
A [11]22]33]44] | | | | |

i J
B [22]33[55]77[99]88[66 4411
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Simulacao

k
Allif2233] | [ | | | |

i J
B [22]33[55[77[99]88[66 4411
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Simulacao

k
A |11]22]33]44|55] | | | |

i J
B [22]33[55]77]99]88[66]44]11|
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Simulacao Simulacao

k k
A |11]22]33]44|55]66| | | | A |11]22]33]44|55|66|77] | |
i j i
B |22|33]55[77]99|88|66|44]|11| B |22|33]55[77]99|88|66|44]|11|
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Simulacao Simulacao
k
A |11]22]33]44|55|66|77|88| | A |11]22]33]44|55|66|77|88|99|
i=j jooi
B |22]33[55[77] 99 |88|66 44|11 | B |22[33[55[77[99]88[66]|44][11|
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Consumo de tempo

Quanto tempo consome em funcdode n :=r—-p+1?

linha consumo de todas as execugoes da linha
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total O(7n+1)=0(n)
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Mergesort
MERGESORT (A, p, r)
1 sep<r
2 entdo g« [(p+r)/2]
3 MERGESORT (A, p, q)
4 MERGESORT (A, g+ 1,r)
5 INTERCALA (A, p, g, r)

linha consumo maximo na linha

1 o(1)

2 o(1)

3 T([n/27)

4 T(Ln/2])

5 O(n)

T(n) = T([n/21)+T(n/2])+©(n)
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Conclusao

O algoritmo INTERCALA consome
©(n) unidades de tempo.

Também escreve-se

O algoritmo INTERCALA consome
tempo O(n).
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Mergesort

T(n) := consumo de tempo maximo quandon=r—-p+1

T(n)= T([n/2])+ T(Ln/2]) +©(n) (1)

Solucao: T(n) € ©(777).
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Expansao

Para n poténcia de 2 e k = lgn, temos que

T(n)= 2T(n/2)+n

T(n)= 2T(n/2)+n
= 2(2T(n/2%)+n/2)+n = 2°T(n/2%)+2n
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Resolucao de recorréncias

» Substitua a notacao assintética por funcao da classe. Por
exemplo, An? em vez de O(n?).

» Restrinja-se a valores convenientes de n, se necessario.
» Estipule que na base o valor é 1.

» Use expansao ou arvore de recorréncia para determinar um
i 144 ~
chute” de solucgao.

» Confira se o chute esta correto.

Exemplos:

» T(n) = T(Ln/2])+©(1)

(n) = T(n-1)+06(n)
T(n) = 3T(Ln/2])+O(n)
(n) = 2T(Ln/2]) +©(n?)

T(n

» T(n
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Conferencia

Para n poténciade 2e k =lgn,

T(n) = 2T(n/2)+n (e, deixamos implicito, T(1) = 1)

Afirmacao: T(n) =n+nlgn.

Prova por inducao em k, onde k = lgn.

Afirmacao reescrita em termos de k: T(2K) = 2K + k 2k,
Para k =0, temos que T(2°) =T(1) =1=2°40-29,
Para k > 1, suponha que T(2K71) = 2k=1 4 (k —1)2k-1,
Entao T(2K) = 2T(2k1) + 2 pela recorréncia.

Logo T(2K) =2 (21 4 (k —1)2k-1) 4 2K
=2K 4 (k—1)2k + 2k = 2k 4 K 2k
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Resolucao de recorréncias
T(n) = T(Ln/2])+©(1)

Versao simplificada da recorréncia acima:

T(1)=1 e T(n)=T(n/2)+ 1 para n > 2 poténcia de 2.

Por expansao:

T(n)= T(n/2)+1
(T(n/2)+1)+1 = T(n/2%)+2
= (T(n/2)+1)+2 = T(n/2°)+3
(T(n/2%)+1)+3 = T(n/2%) + 4

= ...=T(n/2")+k parak=Ign
= T(1)+lgn = 1+lgn = O(lgn).

Analise de Algoritmos — 2° sem 2018

22/30

24/30



Resolucao de recorréncias

T(n) = T(n-1)+06(n)
Versao simplificada da recorréncia acima:
T(1)=1e T(n) = T(n-1)+nparan>2.

Por expansao:

T(n)=T(n-1)+n
=T(n-2)+(n-1)+n
=T(n-3)+(n-2)+(n-1)+n
=T(n-4)+(n-3)+(n-2)+(n-1)+n
=..=T1)+24+3+-+(n=-2)+(n=-1)+n
:1+2+---+(n—1)+(n—2)+n:@:@(nz).
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T(n) = 3T(Ln/2])+O(n)
Versao simplificada da recorréncia acima:
T(1)=1
T(n)=3T(n/2)+ n para n > 2 poténcia de 2.
Por expansao:
T(n)= 3T(g)—0— n
n

3
— 2
= 3(3T(22)+2)—|—n =3 T(22)+§n+n

3 32 3
= (37(35) + 35) + 300 = 3755 (5) m g

Por expansao:
T(n)= 3T(g)+n

3
_ 22
3(3T(22)+2)+n 3 T(22)+§n+n
ny ny\ 3 3 3\ 3
Anél'sedeALgor'tmosZZ‘)sen( 178_(§)+§)+§n+n - 3 (23)+(§) n+§n27—i/_35'

-y /o \ -\ 202 o)

Resolucao de recorréncias
Por expansao:

T(n)=T(n-1)+
=T(n-2)+(n=-1)+n
T(n=3)+(n-2)+(n-1)+n
=...=T1)+2+3+--+(n=-2)+(n-1)+n
(ntDn
2

n

=142+-+(n=-1)+(n=-2)+n =

Note que nao temos restricao no n neste caso.

So6 faca a conta quando
os termos que saem da recorréncia sao o mesmo

(como o n na recorréncia do Mergesort, e o 1 na anterior).
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=0(n?).
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T(n) (Ln/2]) +©(n)
Por expansao:
3
T(n)= 3T g)—f—n = 3°T %)—an—kn
2
. 3 n 3 3
-7 e e
3 2
L4 n 3 3 3
=3 T(?)+(§) n—i—(z) n—|—§n+n
3\k1 3
=..=3T %)4—(5) nteo+ontn para k =lgn
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Analise de Algoritmos

T(n) = 3T(Ln/2])+©(n)

—-— _327(n).3
= 3T(2)+n =3 T(22)+2n+n
3\ 1 3
= = BKT(%)+(§) n+---+§n+n para k =lgn
lgn-1 ; 3 lgn_
3\ (3) -1
lgn et — nlgn A S A
T(1) Z(Z)n—3 + %_1 n
i=0
lgn
3‘g”+2((§) —1)n
lgn
= 3‘g”+2(3 —l)n
n
3lgn+2(3lgn_n)
- 3T(E)+n - 32T(i)+§n+n
2 B 22) 2
20 sem 2018 3 k-1 3 29/30
k
=..=3 T(?)+(§ n—}—'--—&—En—l—n para k =lgn
lgn-1 ; 3 lgn_
3\ (3)" -1
— 38" T(1)+ Z (E) n = 384 5T n
i=0 2
lgn
— 3‘g”+2((§) —l)n
lgn
— 3‘g”+2(3 —l)n
n
= 374 2(3%€"—n)
= 38" 1 23len_2p
= 3T( ) T(%) —n+n
B n 3 3 P
= (—k) (z) n+ +§n+n para k =1lgn
3
— 3len T(l)-l— (_) 3lgn (2) n
2 3.1
i=0 2
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