Analise de Algoritmos

CLRS 3.1e3.2
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Notacao O
Intuitivamente...
O(f(n)) = funcgdes que nao crescem mais
rapido que f(n)
funcdes menores ou iguais a
um multiplo de f(n)

Q

n? (3/2)n?>  9999n? n?/1000  etc.

crescem todas com a mesma velocidade
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Notacao O
Intuitivamente...
O(f(n)) = funcgdes que nao crescem mais
rapido que f(n)
funcdes menores ou iguais a
um multiplo de f(n)

Q

n? (3/2)n?>  9999n? n?/1000  etc.

crescem todas com a mesma velocidade
» n2499n é O(n?)
» 33n2 ¢ O(n?)
» 9n+2 é O(n?)
» 0,00001n3-200n? nido é O(n?)
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Definicao
Sejam T(n) e f(n) funcdes dos inteiros nos reais.
Dizemos que T(n) é O(f(n)) se existem constantes positivas ¢ e ng

tais que
T(n) < cf(n)

para todo n > ng.

cg

tempo

n tamanho
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Mais informal
T(n) éO(f(n)) se existe ¢ >0 tal que

T(n) < cf(n)

para todo n suficientemente GRAN DE

tempo

n tamanho

Anélise de Algoritmos — 2° sem 2018 5/50



Ordenacao por insercao

ORDENA-POR-INSERGAO (A, n)

1 paraj« 2aténfaca

2 chave « Al[j] ife—j-1

3 enquanto i > 1 e A[i] > chave faga
4 Ali+1] « A[i] > desloca

5 je—i-1

6 Ali+1] « chave > insere
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Ol‘denagao por 1nsercao
ORDENA-POR-INSERGAO (A, )
1 paraj« 2aténfaca
2 chave « Alj] ife—j-1
3 enquanto i > 1 e A[i] > chave faca
4 Ali+ 1]« A[i] © desloca
5 je—i-1
6 Ali + 1] « chave [>insere

linha  consumo de todas as execugodes da linha

U WN -
S| EVIENIUNEENEENEEN

total
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Ordenacao por insercao

ORDENA-POR-INSERGAO (A, n)

1 paraj« 2aténfaca

2 chave « Al[j] ie—j-1

3 enquanto i > 1 e A[i] > chave faga
4 Ali+1] « A[i] > desloca

5 je—i-1

6 Ali+1] « chave > insere

linha  consumo de todas as execugodes da linha

AU WwWN

total 0(3n? 4 3n) =0(n?)
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Conclusao

O algoritmo ORDENA-POR-INSERCAO consome
O(n?) unidades de tempo.

Também escreve-se

O algoritmo ORDENA-POR-INSERCAO consome
tempo O(n?).
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Cuidado 1

Algo que nao foi mencionado:
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Cuidado 1

Algo que nao foi mencionado:

Quais sdo as instancias do problema, ou seja, quais
sao os dados a que o algoritmo sera aplicado.
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Cuidado 1

Algo que nao foi mencionado:

Quais sdo as instancias do problema, ou seja, quais
sao os dados a que o algoritmo sera aplicado.

A analise de ORDENA-POR-INSERCAO considerou implicitamente
todos os vetores possiveis como entrada. Eo que se faz,
normalmente.
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Cuidado 1

Algo que nao foi mencionado:

Quais sdo as instancias do problema, ou seja, quais
sao os dados a que o algoritmo sera aplicado.

A analise de ORDENA-POR-INSERCAO considerou implicitamente
todos os vetores possiveis como entrada. Eo que se faz,
normalmente.

Mas, se aplicarmos esse algoritmo s6 a vetores em que cada
elemento estd no maximo 10 posicoes distante da posicao
certa, teremos que o enquanto roda no maximo 10 vezes para
cada j,
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Cuidado 1

Algo que nao foi mencionado:

Quais sdo as instancias do problema, ou seja, quais
sao os dados a que o algoritmo sera aplicado.

A analise de ORDENA-POR-INSERCAO considerou implicitamente
todos os vetores possiveis como entrada. Eo que se faz,
normalmente.

Mas, se aplicarmos esse algoritmo s6 a vetores em que cada
elemento estd no maximo 10 posicoes distante da posicao
certa, teremos que o enquanto roda no maximo 10 vezes para
cada j,

e o tempo fica O(n).
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EoT(n)?

Para um dado algoritmo A e uma dada
colecao de instancias 7,

T(n) = tempo maximo que A gasta
entre todas instancias

de tamanho< nemZ
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Notacao Omega

Dizemos que T(n) é Q(f(n)) se existem constantes positivas ¢ e ng

tais que
cf(n) < T(n)

para todo n > ng.

cg

tempo

tamanho
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Mais informal
T(n)=(f(n)) se existe c >0 tal que

cf(n) < T(n)

para todo n suficientemente GRAN DE

tempo

n tamanho
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Exemplos

Exemplo 1
Se T(n) > 0.001n? para todo n > 8, entdao T(n) é Q(n?).
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Exemplos

Exemplo 1
Se T(n) > 0.001n? para todo n > 8, entdao T(n) é Q(n?).

Prova: Aplique a definicdo com ¢ = 0.001 e ng = 8.
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Exemplo 2

O consumo de tempo do ORDENA-POR-INSERCAO
é0(n%)eéQ(n).
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Exemplo 2

O consumo de tempo do ORDENA-POR-INSERCAO
é0(n%)eéQ(n).

ORDENA-POR-INSERGAO (A, n)

1 paraj <« 2aténfaca

2 chave « A[j]

3 je—j-1

4 enquanto i > 1 e A[i] > chave faca
5 Ali+1] < A[i] © desloca

6 f—i-1

7 Ali+ 1] « chave > insere

Analise de Algoritmos — 2° sem 2018 21/50



Exemplo 2

O consumo de tempo do ORDENA-POR-INSERCAO
é0(n%)eéQ(n).

linha todas as execucodes da linha

1 = n
2-3 = n-1
4 > n-1
56 > O
7 = n-1
total > 4n-3= Q(n)
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Cuidado 2

O exemplo anterior concentra a analise nos dados bons para o
algoritmo.
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Cuidado 2

O exemplo anterior concentra a analise nos dados bons para o
algoritmo.

Nao da uma boa idéia da ruindade do algoritmo.
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Cuidado 2

O exemplo anterior concentra a analise nos dados bons para o
algoritmo.

Nao da uma boa idéia da ruindade do algoritmo.

Para isso, as vezes é preciso se concentrar numa colecao de
entradas ruins.

Anélise de Algoritmos — 2° sem 2018 25/50



Cuidado 2

O exemplo anterior concentra a analise nos dados bons para o
algoritmo.

Nao da uma boa idéia da ruindade do algoritmo.

Para isso, as vezes é preciso se concentrar numa colecao de
entradas ruins.

No caso do ORDENA-POR-INSERCAO, podemos considerar s6 os
vetores que entram revertidos. Em cada um deles, o tempo

gasto é > cn?.
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(2 no pior caso

Um algoritmo é C2(f(n)) no pior caso
se existe uma colecao de instancias
tal que o tempo T(n) para essas
instancias satisfaz

T(n)=Q(f(n)).
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Notagao Theta

Sejam T(n) e f(n) funcdes dos inteiros no reais.
Dizemos que T(n) é ©(f(n)) se

T(n) éO(f(n)) e T(n) é Q(f(n)).

tempo
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Notagao Theta

Dizemos que T(n) é ©(f(n)) se se existem constantes positivas
c1,Cy e ng tais que

c1f(n) < T(n) < c>f(n)

para todo n > ng.
c2g

cg

tempo

R S ——

tamanho
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Intuitivamente
Comparacao assintoética, ou seja, para n ENORME.

comparacgao ‘ comparagao assintética

T(n) < f(n) | T(n) & O(f(n))
T(n) > f(n) | T(n)éQ(f(n))
T(n) =f(n) | T(n) & ©(f(n))
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Tamanho maximo de problemas

Suponha que cada operagao consome 1 microsegundo (1us).

consumo de | Tamanho maximo de problemas (n)
tempo (us) | 1 segundo | 1 minuto 1 hora
400n 2500 150000 9000000

20n lgn] 4096 | 166666 | 7826087
2n? 707 5477 42426

n* 31 88 244

2" 19 25 31

Michael T. Goodrich e Roberto Tamassia, Projeto de Algoritmos,
Bookman.
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Crescimento de algumas funcoes

n|lgn +n nlgn n? n3 2"

2 1 1,4 2 4 8 4

4 2 2 8 16 64 16

8 3 28 24 64 512 256
16 4 4 64 256 4096 65536
32 5 5,7 160 1024 32768 4294967296
64 6 8 384 4096 262144 1,8101°
128 7 11 896 16384 2097152 3,41038
256 8 16 1048 65536 16777216 1,1 107/
512 9 23 4608 262144 134217728 1,3 10%°4
1024 | 10 32 10240 1048576 1,1 10° 1,7 10308
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Nomes de classes ©

classe nome

o(1) constante
O(logn) logaritmica
O(n) linear
O(nlogn) nlogn
O(n?) quadratica
o(n3) cubica
O(n*) com k >1 | polinomial
o(2") exponencial
©(a")coma>1 | exponencial
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Palavras de Cautela

Suponha que A e 5 sdo algoritmos para um mesmo problema.
Suponha que o consumo de tempo de A é “essencialmente” 100n e
que o consumo de tempo de 5 é “essencialmente” nlogign.
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Palavras de Cautela

Suponha que A e 5 sdo algoritmos para um mesmo problema.
Suponha que o consumo de tempo de A é “essencialmente” 100n e
que o consumo de tempo de 5 é “essencialmente” nlogign.

100n é©(n)enlogign € ©(nlgn).
Logo, A é assintoticamente mais eficiente que /3.
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Palavras de Cautela

Suponha que A e 5 sdo algoritmos para um mesmo problema.
Suponha que o consumo de tempo de A é “essencialmente” 100n e
que o consumo de tempo de 5 é “essencialmente” nlogign.

100n é©(n)enlogign € ©(nlgn).
Logo, A é assintoticamente mais eficiente que /3.

A é mais eficiente que 13 para n > 10190,

10190 = ym googol
~ numero de atomos no universo observavel

= ndmero ENORME
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Palavras de Cautela

Conclusao:

Lembre das constantes e termos de baixa ordem que
estao “escondidos” na notacao assintética.

Em geral um algoritmo que consome tempo ©(nlgn), e com fatores
constantes razoaveis, é bem eficiente.

Um algoritmo que consome tempo @(nz) pode, algumas vezes, ser
satisfatério.

Um algoritmo que consome tempo O(2") é dificilmente aceitavel.

Do ponto de vista de AA, eficiente = polinomial.
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Analise do caso médio

Consideremos que a entrada do algoritmo é uma permutacdode 1 a
n escolhida com probabilidade uniforme.
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Analise do caso médio

Consideremos que a entrada do algoritmo é uma permutacdode 1 a
n escolhida com probabilidade uniforme.

Qual é o niimero esperado de execucdes da linha 4?
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Analise do caso médio

Consideremos que a entrada do algoritmo é uma permutacdode 1 a
n escolhida com probabilidade uniforme.

Qual é o niimero esperado de execucdes da linha 4?

ORDENA-POR-INSERCAO (A, n)
paraj < 2 até n faga
chave « A[j]
fe—j-1
enquanto i > 1 e A[i] > chave faca
Ali+1] <« A[i] © desloca
f—i-1
Ali + 1] « chave > insere

NO oM WwWwNPE
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Analise do caso médio

ORDENA-POR-INSERCAO (A, n)
paraj < 2 até n faga
chave « A[j]
je—j-1
enquanto i > 1 e A[i] > chave faga
Ali+ 1] < A[i] > desloca
fe—i-1
Ali + 1] « chave > insere

NO oM WwNeE

Para cada valor de j, a linha 4 é executada de 1 a j vezes.
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Analise do caso médio

ORDENA-POR-INSERCAO (A, n)
paraj < 2 até n faga
chave « A[j]
je—j-1
enquanto i > 1 e A[i] > chave faga
Ali+ 1] < A[i] > desloca
fe—i-1
Ali + 1] « chave > insere

NO oM WwNeE

Para cada valor de j, a linha 4 é executada de 1 a j vezes.

Qual é a probabilidade dela ser executada t vezes?
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Analise do caso médio

ORDENA-POR-INSERCAO (A, n)
paraj < 2 até n faga
chave « A[j]
je—j-1
enquanto i > 1 e A[i] > chave faga
Ali+ 1] < A[i] > desloca
fe—i-1
Ali + 1] « chave > insere

NO oM WwNeE

Para cada valor de j, a linha 4 é executada de 1 a j vezes.
Qual é a probabilidade dela ser executada t vezes?

Esta probabilidade é 1/j. (Explicacao na aula.)
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Analise do caso médio

Para cada valor de j, a linha 4 é executada de 1 a j vezes.
Qual é a probabilidade dela ser executada t vezes?

Esta probabilidade é 1/j.
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Analise do caso médio

Para cada valor de j, a linha 4 é executada de 1 a j vezes.

Qual é a probabilidade dela ser executada t vezes?
Esta probabilidade é 1/j.

Portanto o nimero esperado de execucdes da linha 4 é

it _ 1(+1) _j+1
' ji 2 2
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Analise do caso médio

Para cada valor de j, a linha 4 é executada de 1 a j vezes.
Qual é a probabilidade dela ser executada t vezes?
Esta probabilidade é 1/j.

Portanto o nimero esperado de execucdes da linha 4 é

it _ 1(+1) _j+1
' ji 2 2

E o nimero esperado de execucdes da linha 4 no total é

=i+l 1y, _ (n+4)(n-1) _
;7 _EJ;(JH) = p = 0(n?).
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Ordenacao
A[l..n] é crescente se A[1] <--- < A[n].

Problema: Rearranjar um vetor A[1l..n] de modo que ele fique
crescente.

CLRS 2.3,4.1e4.2
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Ordenacao
A[l..n] é crescente se A[1] <--- < A[n].

Problema: Rearranjar um vetor A[1l..n] de modo que ele fique
crescente.

ORDENA-POR-INSERCAO consome tempo
O(n?) no pior caso e ©(n?) no caso médio.

CLRS 2.3,4.1e4.2
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Ordenacao
A[l..n] é crescente se A[1] <--- < A[n].

Problema: Rearranjar um vetor A[1l..n] de modo que ele fique
crescente.

ORDENA-POR-INSERCAO consome tempo
O(n?) no pior caso e ©(n?) no caso médio.

Conseguimos fazer melhor?

CLRS 2.3,4.1e4.2
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Ordenacao
A[l..n] é crescente se A[1] <--- < A[n].

Problema: Rearranjar um vetor A[1l..n] de modo que ele fique
crescente.

ORDENA-POR-INSERCAO consome tempo
O(n?) no pior caso e ©(n?) no caso médio.

Conseguimos fazer melhor?

Sim! Usando divisdo e conquistal

CLRS 2.3,4.1e4.2
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