Arvore geradora minima

CLRS Cap 23
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Arvore geradora minima

Seja G um grafo.

o}

Um subgrafo que contém todos os vértices de G
Uma arvore geradora & um subgrafo gerador que

dito gerador.
uma arvore.

o
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Arvore geradora minima

Seja G um grafo.

Um subgrafo que contém todos os vértices de G é dito gerador.
Uma arvore geradora € um subgrafo gerador que & uma arvore.

Problema: Dado G conexo com peso w(e) para cada aresta e,
encontrar arvore geradora em G de peso minimo.
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Arvore geradora minima

Seja G um grafo.

Um subgrafo que contém todos os vértices de G é dito gerador.
Uma arvore geradora € um subgrafo gerador que & uma arvore.

Problema: Dado G conexo com peso w(e) para cada aresta e,
encontrar arvore geradora em G de peso minimo.

O peso de uma arvore é a soma dos pesos de suas arestas.
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Arvore geradora minima

Seja G um grafo.

Um subgrafo que contém todos os vértices de G é dito gerador.
Uma arvore geradora € um subgrafo gerador que & uma arvore.

Problema: Dado G conexo com peso w(e) para cada aresta e,
encontrar arvore geradora em G de peso minimo.

O peso de uma arvore é a soma dos pesos de suas arestas.
Tal arvore é chamada de arvore geradora minima em G.

MST: minimum spanning tree
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Arestas seguras

Seja G = (V, E) um grafo conexo e w uma funcdo que atribui um peso
w(e) para cada aresta e € E.

Suponha que A C E esta contido em alguma MST de (G, w).

Analise de Algoritmos — 22 sem 2017 6 /43



Arestas seguras

Seja G = (V, E) um grafo conexo e w uma funcdo que atribui um peso
w(e) para cada aresta e € E.

Suponha que A C E esta contido em alguma MST de (G, w).
Aresta e € E é segura para A se

AU {e} esta contido em alguma MST de (G, w).

Obs.: Se A ndo & uma MST, entdo existe aresta segura para A.
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Arestas seguras

Seja G = (V, E) um grafo conexo e w uma funcdo que atribui um peso
w(e) para cada aresta e € E.

Suponha que A C E esta contido em alguma MST de (G, w).

Aresta e € E é segura para A se
AU {e} esta contido em alguma MST de (G, w).

Obs.: Se A ndo & uma MST, entdo existe aresta segura para A.

GULOSO-GENERICO (G, w)

1 A<
2 enquanto A n3o é geradora faca
3 encontre aresta segura e para A
4 A+ AU{e}
5 devolva A
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Arestas seguras

Corte em G: particdo (S, V'\ S).

Aresta e cruza o corte (S,V \ S) se
exatamente um de seus extremos estd em S.
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Arestas seguras

Corte em G: particdo (S, V'\ S).

Aresta e cruza o corte (S,V \ S) se
exatamente um de seus extremos estd em S.

Corte respeita A C E: nenhuma aresta de A o cruza.
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Arestas seguras

Corte em G: particdo (S, V'\ S).

Aresta e cruza o corte (S,V \ S) se
exatamente um de seus extremos estd em S.

Corte respeita A C E: nenhuma aresta de A o cruza.

Teorema: Se A esta contida em MST de (G, w),
entdo toda e com w(e) minimo em corte que respeita A
é segura para A.
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Arestas seguras

Corte em G: particdo (S, V'\ S).

Aresta e cruza o corte (S,V \ S) se
exatamente um de seus extremos estd em S.

Corte respeita A C E: nenhuma aresta de A o cruza.

Teorema: Se A esta contida em MST de (G, w),
entdo toda e com w(e) minimo em corte que respeita A
é segura para A.

Prova: Seja T uma MST em (G, w) que contém A.
Considere uma tal e e suponha que nio estd em T.
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Arestas seguras

Corte em G: particdo (S, V'\ S).

Aresta e cruza o corte (S,V \ S) se
exatamente um de seus extremos estd em S.

Corte respeita A C E: nenhuma aresta de A o cruza.
Teorema: Se A esta contida em MST de (G, w),

entdo toda e com w(e) minimo em corte que respeita A
é segura para A.

Prova: Seja T uma MST em (G, w) que contém A.
Considere uma tal e e suponha que nio estd em T.

Alguma aresta f de T cruza o corte.
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Arestas seguras

Corte em G: particdo (S, V'\ S).

Aresta e cruza o corte (S,V \ S) se
exatamente um de seus extremos estd em S.

Corte respeita A C E: nenhuma aresta de A o cruza.
Teorema: Se A esta contida em MST de (G, w),

entdo toda e com w(e) minimo em corte que respeita A
é segura para A.

Prova: Seja T uma MST em (G, w) que contém A.
Considere uma tal e e suponha que nio estd em T.

Alguma aresta f de T cruza o corte.

Entdo 7/:= T — f + e € MST e contém AU {e}. u
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Arvore geradora minima

Os dois préximos algoritmos se enquadram no genérico.
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Arvore geradora minima

Os dois préximos algoritmos se enquadram no genérico.
O primeiro é o algoritmo de Prim,

que mantém uma arvore T que contém um vértice s,
acrescentando em cada iteracdo uma aresta segura a T.
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Arvore geradora minima

Os dois préximos algoritmos se enquadram no genérico.

O primeiro é o algoritmo de Prim,
que mantém uma arvore T que contém um vértice s,
acrescentando em cada iteracdo uma aresta segura a T.

O segundo é o algoritmo de Kruskal que, em cada iteracdo,
escolhe uma aresta segura mais leve possivel.

O algoritmo de Kruskal vai aumentando uma floresta.
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Arvore geradora minima

Os dois préximos algoritmos se enquadram no genérico.

O primeiro é o algoritmo de Prim,
que mantém uma arvore T que contém um vértice s,
acrescentando em cada iteracdo uma aresta segura a T.

O segundo é o algoritmo de Kruskal que, em cada iteracdo,
escolhe uma aresta segura mais leve possivel.

O algoritmo de Kruskal vai aumentando uma floresta.

Os dois produzem uma MST de (G, w).
n:=1|V(G)| e m:=|E(G)|.
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Algoritmo de Prim

v.key = peso da aresta mais leve ligando v a arvore corrente
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Algoritmo de Prim

v.key = peso da aresta mais leve ligando v a arvore corrente
PRIM (G, w)
1 seja s um vértice arbitrario de G

para v € V(G) \ {s} faca v.key « oo
skey <0 s.m < nil
Q « V(G)

enquanto Q # () faca
u < EXTRACT_MlN(Q)
para cada v € adj(v) faca
se veQew(uv)<vkey
entdo v.m < u v.key < w(uv)
> DecreaseKey implicito na alteragdo do v.key
10 7 descreve a MST
Consumo de tempo das operacdes na fila de prioridade:
Linha 4: ©(n) ExtracT-Min € Decrease-Kev : O(lg n)

O 00 ~NO O & Wi
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Algoritmo de Prim

v.key = peso da aresta mais leve ligando v a arvore corrente
PRIM (G, w)
1 seja s um vértice arbitrario de G

para v € V(G) \ {s} faca v.key - o0
skey <0 s.m < nil
Q « V(G)

enquanto Q # () faca
U<+ EXTRACT-I\/IlN(Q)
para cada v € adj(v) faca
se v e Qew(uv) <vkey
entdo v.m < u v.key + w(uv)

O 00 ~NO C1 b Wi

> DecreaseKey implicito na alteracdo do v.key
10 7 descreve a MST
Consumo de tempo do Prim: O(mlg n)
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Algoritmo de Prim

v.key = peso da aresta mais leve ligando v a arvore corrente
PRIM (G, w)
1 seja s um vértice arbitrario de G

para v € V(G) \ {s} faca v.key - o0
skey <0 s.m < nil
Q « V(G)

enquanto Q # () faca
U<+ EXTRACT-MIN(Q)
para cada v € adj(v) faca
se v e Qew(uv) <vkey
entdo v.m < u v.key + w(uv)

O 00 ~NO C1 b Wi

> DecreaseKey implicito na alteracdo do v.key
10 7 descreve a MST
Consumo de tempo do Prim: O(mlg n)
Consumo de tempo com Fibonacci heap: O(m + nlg n)
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Algoritmo de Kruskal - a idéia
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Algoritmo de Kruskal - a idéia

1. Mantem um conjunto A de arestas tal que
o subgrafo gerador G[A] é uma floresta.
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Algoritmo de Kruskal - a idéia

1. Mantem um conjunto A de arestas tal que
o subgrafo gerador G[A] é uma floresta.

2. Processa as arestas em ordem crescente de peso.
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Algoritmo de Kruskal - a idéia

1. Mantem um conjunto A de arestas tal que
o subgrafo gerador G[A] é uma floresta.

2. Processa as arestas em ordem crescente de peso.

3. Sempre que a aresta for segura para A, incorpore a A.
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Algoritmo de Kruskal - a idéia

1. Mantem um conjunto A de arestas tal que
o subgrafo gerador G[A] é uma floresta.

2. Processa as arestas em ordem crescente de peso.

3. Sempre que a aresta for segura para A, incorpore a A.

PROBLEMA: Como verificar se uma aresta é segura?
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Algoritmo de Kruskal - a idéia

1. Mantem um conjunto A de arestas tal que
o subgrafo gerador G[A] é uma floresta.

2. Processa as arestas em ordem crescente de peso.

3. Sempre que a aresta for segura para A, incorpore a A.

PROBLEMA: Como verificar se uma aresta é segura?
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Algoritmo de Kruskal - a idéia

1. Mantem um conjunto A de arestas tal que
o subgrafo gerador G[A] é uma floresta.

2. Processa as arestas em ordem crescente de peso.

3. Sempre que a aresta for segura para A, incorpore a A.

PROBLEMA: Como verificar se uma aresta é segura?

Basta verificar se suas pontas estdo
em componentes distintas de G[A].
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Algoritmo de Kruskal - a idéia

1. Mantem um conjunto A de arestas tal que
o subgrafo gerador G[A] é uma floresta.

2. Processa as arestas em ordem crescente de peso.

3. Sempre que a aresta for segura para A, incorpore a A.

PROBLEMA: Como verificar se uma aresta é segura?

Basta verificar se suas pontas estdo
em componentes distintas de G[A].

Como fazer isso eficientemente?
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A estrutura de dados

E preciso manter
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A estrutura de dados

E preciso manter

uma particdo de V,

e dar suporte a duas operacdes:
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A estrutura de dados

E preciso manter

uma particdo de V,

e dar suporte a duas operacdes:

1. Dados dois vértices, decidir se estdo no mesmo bloco.
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A estrutura de dados

E preciso manter

uma particdo de V,

e dar suporte a duas operacdes:
1. Dados dois vértices, decidir se estdo no mesmo bloco.

2. Dados dois blocos, substitui-los por sua unido
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A estrutura de dados

E preciso manter

uma particdo de V,

e dar suporte a duas operacdes:
1. Dados dois vértices, decidir se estdo no mesmo bloco.
2. Dados dois blocos, substitui-los por sua unido

Hmmm, & preciso um jeito de se referir aos blocos...
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A estrutura de dados

E preciso manter

uma particdo de V,

e dar suporte a duas operacdes:
1. Dados dois vértices, decidir se estdo no mesmo bloco.
2. Dados dois blocos, substitui-los por sua unido

Hmmm, & preciso um jeito de se referir aos blocos...um nome!
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A estrutura de dados

E preciso manter

uma particdo de V,

e dar suporte a duas operacdes:
1. Dados dois vértices, decidir se estdo no mesmo bloco.
2. Dados dois blocos, substitui-los por sua unido

Hmmm, & preciso um jeito de se referir aos blocos...um nome!
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A estrutura de dados

E preciso manter

uma particdo de V,

e dar suporte a duas operacdes:

1. Dados dois vértices, decidir se estdo no mesmo bloco.

2. Dados dois blocos, substitui-los por sua unido

Hmmm, & preciso um jeito de se referir aos blocos

Melhor:
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A estrutura de dados

E preciso manter
uma particdo de V,
e dar suporte a duas operacdes:
1. Dados dois vértices, decidir se estdo no mesmo bloco.

2. Dados dois blocos, substitui-los por sua unido

Hmmm, & preciso um jeito de se referir aos blocos...um nome!

Melhor:

1. Dado um vértice, devolver o nome do seu bloco.
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A estrutura de dados

E preciso manter

uma particdo de V,

e dar suporte a duas operacdes:
1. Dados dois vértices, decidir se estdo no mesmo bloco.
2. Dados dois blocos, substitui-los por sua unido

Hmmm, & preciso um jeito de se referir aos blocos...um nome!

Melhor:
1. Dado um vértice, devolver o nome do seu bloco.

2. Dados os nomes de dois blocos, substitui-los por sua unido.
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A estrutura de dados

E preciso manter
uma particdo de V,
e dar suporte a duas operacdes:
1. Dados dois vértices, decidir se estdo no mesmo bloco.

2. Dados dois blocos, substitui-los por sua unido

Hmmm, & preciso um jeito de se referir aos blocos...um nome!

Melhor:
1. Dado um vértice, devolver o nome do seu bloco. FinoSer

2. Dados os nomes de dois blocos, substitui-los por sua unido. Union
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A estrutura de dados

E preciso manter
uma particdo de V,
e dar suporte a duas operacdes:
1. Dados dois vértices, decidir se estdo no mesmo bloco.

2. Dados dois blocos, substitui-los por sua unido

Hmmm, & preciso um jeito de se referir aos blocos...um nome!

Melhor:
1. Dado um vértice, devolver o nome do seu bloco. FinoSer

2. Dados os nomes de dois blocos, substitui-los por sua unido. Union

O problema UNION-FIND
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O algoritmo de Kruskal

KRUSKAL (G, w)
1 A0
2 paracada v € V(G) faca MakeSet(u)
3 para e € E em ordem crescente de w(e) faca
4 sejam u e v as pontas de e
5 se FinoSet(u) # FinoSer(v)
6 entdo A<+ AU {e}
7 Union(FinoSer(u), FinoSet(v))
8 devolva A
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