Caminhos mais curtos

CLRS Secs 24.3 e 25.2

Anélise de Algoritmos — 22 sem 2017

Circuitos negativos
Dados:
G = (V, E): grafo dirigido

Funcdo c que atribui um comprimento c(e) para cada e € E.

Para vértices u e v, a distdncia de v a v é o comprimento
de um caminho entre v e v de comprimento minimo.

Quando ha um circuito de comprimento negativo no grafo,
a distancia entre certos vértices pode ficar mal-definida.

Poderiamos dar “voltas” num circuito negativo,
cada vez obtendo um “caminho” de comprimento menor.

Assim definimos a distancia d(u, v) como
—00, caso exista circuito negativo alcancavel de v,

e o comprimento de um caminho mais curto de v a v c.c.
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Caminhos mais curtos

Dados:
G = (V, E): grafo dirigido
Funcdo ¢ que atribui um comprimento c(e) para cada e € E.

Para vértices u e v, a distdncia de v a v é o comprimento
de um caminho de v a v de comprimento minimo.

Problema 1: Dados G, ¢ e um vértice s de G,
encontrar a distincia de s a cada vértice de G.

Problema 2: Dados G e c,
encontrar a distancia entre todo par de vértices de G.

Algoritmo de Dijkstra: comprimentos ndo negativos

Algoritmo de Floyd-Warshall: sem circuitos negativos
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Propriedades

P: caminho mais curtode s a t

Subestrutura 6tima:
Subcaminhos de P s3o caminhos mais curtos.

Lema: Dados G e ¢, seja P = (vy,..., vk) um caminho
mais curto em G de v; a v,. Paratodo 1 </ <j <k,
Pjj := (vi,...,vj) € um caminho mais curto de v; a v;.

Corolario: Para G e ¢, se o altimo arco de um caminho mais curto
de s a t é o arco ut, entdo 6(s, t) = (s, u) + c(ut).

Lema: Para G, c e s,
d(s,v) < d(s,u) + c(uv) para todos os arcos uv.
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Algoritmo de Dijkstra

7. representa os caminhos minimos até s
d: guarda estimativa a distancia de s ao vértice

DIJKSTRA (G, ¢, s)
1 parave V(G) faca v.d < 00 v.m < nil

s.d <+ 0
Q < V(G) o fila de prioridade: chave de v & v.d
enquanto Q # () faca

u < EXTRACT-I\/IlN(Q)

para cada v € adj(v) faca

seveEQRQev.d>ud+c(uv)
entdo v.m < u v.d < u.d+ c(uv)

7 e d sdo a informacdo desejada.

©O© 00 ~NO 01~ WwhN

ud s u
Invariantes;: ud & s u
u
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Algoritmo de Dijkstra

Complexidade:
DIJKSTRA (G, c,s)

1 parave V(G) faca v.d ¢ 00 v.7 < nil
2 s5.d<+0

3 Q < V(G) > fila de prioridade: chave de v é v.d

4 enquanto Q # () faca

5 u < ExtracT-Min(Q)

6 para cada v € adj(v) faca

7 seveEQRQev.d>ud+c(uv)

8 entdo v.m < u v.d < u.d + c(uv)

9 e d sdo ainformacio desejada.
Se @ for implementada com um heap:
Inicializacdo: O(n) ExTracT-Min e Decrease-Kev : O(Ig n)

Decrease-Key : linha 8

Consumo de tempo do Dijkstra: O(mlg n)
Consumo de tempo com Fibonacci heap: O(m + nlg n)
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Algoritmo de Dijkstra

Complexidade:
DIJKSTRA (G, c,s)
1 parave V(G) faca v.d < 00 v.m < nil
2 s.d«0
3 Q< V(G) o fila de prioridade: chave de v é v.d
4 enquanto Q # () faca
5 U < ExtracT-Min(Q)
6 para cada v € adj(v) faca
7 seveEQRev.d>ud+c(uv)
8 entdo v.m < u v.d < u.d+ c(uv)

9 e d sdo ainformacdo desejada.
Se @ for uma lista simples:
Linha 3 e ExtracT-Min : O(n)

Consumo de tempo do Dijkstra: O(n?)
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Problema 2
Dados:
G = (V, E): grafo dirigido

Funcdo ¢ que atribui um comprimento c(e) para cada e € E.

Func3o ¢ que atribui um comprimento c(e) para cada e € E.

Problema 2: Dados G e c,
encontrar a distancia entre todo par de vértices de G.

Hipotese:
N&o ha circuito de comprimento negativo em G.

Algoritmo de Floyd-Warshall: programacgdo dindmica
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Propriedades

P: caminho mais curto de s a ¢

Subestrutura 6tima:
Subcaminhos de P s3o caminhos mais curtos.

Lema: Dados G e ¢, seja P = (vy,..., vk) um caminho
mais curto em G de v; a v,. Para todo 1 </ <j <k,
Pjj := (vi,..., vj) € um caminho mais curto de v; a v;.

Vamos identificar V = [n] = {1,2,...,n}.

Para k € [n], seja P um caminho mais curto de s a t
cujos vértices internos estdo todos em [k].
Floyd-Warshall: Usa caminhos minimos

com vértices intermediarios em [k — 1] para obter
caminhos minimos com vértices intermediarios em [k].
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Recorréncia

D*[i][j]: comprimento de um caminho minimo de i a j em G
com vértices intermediarios em [k].

cjj se k=10

DAl = { min{ DX [i][j], DX [i][k] + D* 1[I} se k > 1

A matrix D" tem a resposta ao Problema 2.

Algoritmo de Floyd-Warshall: calcula D" pela recorréncia.
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Algoritmo de Floyd-Warshall

Usa caminhos minimos
com vértices intermediarios em [k — 1] para obter
caminhos minimos com vértices intermediarios em [k].

Seja P um caminho minimo de i a j em G
com vértices intermediarios em [k].

Se P n3o usa k como vértice intermediario,
entdo P é um caminho minimo de ja jem G
com vértices intermediarios em [k — 1].
sendo P = P’ - P” onde
P’ & um caminho minimo de / a k em G
com vértices intermediarios em [k — 1] e
P” & um caminho minimo de k a j em G
com vértices intermediarios em [k — 1].
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Algoritmo de Floyd-Warshall

D*[][j]: comprimento de um caminho minimo de i a j em G
com vértices intermediarios em [k — 1].

FLOYD-WARSHALL- (G, ¢)

1 n<+ |V(G)|

2 D%« ¢

3 para k + 1 até n faca

4 para / < 1 até n faca

5 para j < 1 até n faca

6 D[i][j] = min{D*~1[i][j], D*~1[i][k] + D*[KIL}
7 devolva D"

Consumo de tempo: ©(n?)

Dijkstra: O(nmlg n)
O(n(m + nlgn)) com Fibonacci heap.
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Algoritmo de Floyd-Warshall Simulacao

D*[i][j]: comprimento de um caminho minimo de i a j em G
com vértices intermediarios em [k — 1].

FLOYD-WARSHALL- (G, c) 0 3 8 oo —4
1 n+ |V(G) . © 0 oo 1 7
> PO ¢ DP=] oo 4 0 o0
3 para k < 1 até n faca 2 o0 =5 0 o
4 para / < 1 até n faca % o0 o 6 0
5 para j < 1 até n faca 0 3 8 oo —4
6 DX[i][j] = min{D*~'[i][j], D*~'[i][k] + D* ' [K][j]} o 0 oo 1 7
7 devolva D" Dlel| oo 4 0 o0 oo
. . 2 5 -5 0 -2
E os caminhos mais curtos? o s oo 6 0

Guarde informacdo durante o processo acima para obter um caminho
mais curto entre quaisquer dois vértices de G.
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Simulacao Simulacao
0 3 8 oo —4 0 3 8 4 -4
o 0 oo 1 7 o 0 oo 1 7
D! = o 4 0 oo D? = oo 4 0 5 11
2 5 -5 0 =2 2 b -5 0 -2
oo oo oo b 0 oo oo oo 6 0
0 3 8 4 4 0 3 8 4 —4
oo 0 oo 1 7 oo 0 oo 1 7
D>’=| o 4 0 5 11 D)= o 4 0 5 11
2 5 -5 0 -2 2 -1 -5 0 -2
oo oo oo 6 0 oo oo oo 6 0
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Distancias:

D5

Como obter os caminhos?

Exercicio!
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Simulacao

0 3 8 4 —4
o 0 oo 1 7
o 4 0 5 11
2 -1 -5 0 -2
o oo oo 6 0
0 3 -1 4 -4
30 -4 1 -1
7 4 0 5 3
2 -1 -5 0 -2
8 5 1 6 0
Simulacao

0 3 -3 2 -4
3 0 -4 1 -1
7 4 0 5 3
2 -1 -5 0 -2
8 5 1 6 0
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Simulacao
0 3 -1 4
30 -4 1
D=7 4 0 5
2 -1 -5 0
8 5 1 6
0 3 -3 2
3 0 —4 1
D=7 4 0 5
2 -1 -5 0
8 5 1 6
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