
1a. Lista de Exerćıcios de MAT0206

1o. semestre de 2025

1. Mostre que, se a ∈ R é um número positivo, então existe um único

x ∈ R, x > 0 tal que x2 = a.

2. Prove que
√
3,

√
5 e

√
3 +

√
5 são irracionais.

3. Sejam x e y números irracionais, e suponha que x2 − y2 é um

racional não nulo. Mostre que x+y e x−y são ambos irracionais.

4. Prove que 1−xn+1

1−x = 1 + x + · · · + xn, para todo x ∈ R, x ̸= 1 e

todo n ∈ N.

5. Prove que, se x, y ∈ R, x2 + y2 = 0, então x = y = 0.

6. Sejam α ∈ R fixado e A = {x ∈ R : x < α}. Mostre que

supA = α.

7. Sejam A e B subconjuntos de R não vazios e limitados superior-

mente. Sendo A + B = {a + b : a ∈ A e b ∈ B}, mostre que

A + B é não vazio, limitado superiormente e que sup(A + B) =

supA + supB. Sendo C = −A = {−a : a ∈ A} mostre que

inf C = supA.

8. Seja S := {1/n : n ∈ N}. Mostre que supS = 1 e inf S = 0.

9. Mostre que, se A e B são conjuntos limitados de R então A ∪ B

é limitado. Mostre que (supA ∪B) = sup{supA, supB}.

10. Seja S ⊂ R um conjunto limitado não vazio e limitado inferior-

mente. Mostre que inf S = − sup−S, sendo−S := {−s : s ∈ S}.

11. Diz-se que uma função f : A ⊂ R → R é limitada superi-

ormente quando sua imagem f (A) for um conjunto 0 limitado

superiormente e escrevemos sup f = sup f (A). Prove que, se
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f : A ⊂ R → R e g : A ⊂ R → R forem limitadas supe-

riormente, então f + g : A → R é limitada superiormente e

tem-se sup(f + g) ≤ sup f + sup g. Dê um exemplo no qual

sup(f + g) < sup f + sup g.

12. Dadas duas funções a valores reais limitadas e positivas f e g (ou

seja limitadas superiormente e inferiromente), mostre que f · g é

limitada e sup(f · g) ≤ sup f · sup g e inf(f · g) ≥ inf · inf g . Dê

um exemplo no qual ocorre desigualdade estrita.

13. Nas condições do exerćıcio anterior, com f = g mostre que a

igualdade ocorre sempre.
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