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!

: f escolhernos um ponto qi)alcy;e'r em um planc e calculamos sua distiincia ac outro plano.
! Em particular, se tomarmos’y = z = 0 na equag¢iio do primeiro plano, obteremos
-~ - . -~ .
N 10x = 5, e portanto (3, 0, 0) ¢ um ponto desse plano. Pela Férmula 8, a distincia entre.

(3,0,0leoplanoSx+y—z—1=0¢

|
3 e

s+ -1@-1l_ § V3
¥ V5T + 12+ (1) 33 6
- .
i Assim a distdncia entre os planos & /3/6. . o

P EXEMPLD 10 @ No Exemplo 3 mostramos que as retas-

L x=1+1! y=-2+73 r=4

Ly x=12s y=3+s z= =3+ 4s

sdo retas reversas. Determine a distincia entre elas.

SOLUCAD Como as retas L, e L, sfo reversas, elas podem ser vistas como pertencentes
aos planos paralelos P e Py, respectivamente. A distincia entre L, e L, € igual A distdn- ..
cia entre £\ ¢ P2, que pode ser calculada como no Exemplo 9. O vetor normal a ambos

os planos precisa ser ortogonal acs vetores v, = (1, 3, —1) (vetor diretor de L,) e

v, = (2, 1, 4} (vetor diretor de L,). Assim, o vetor normal € dado por

i k
3 -1
1 4

i
s n=v X vsy= 1 =[3i“6j—5k
2
Se impusermos s = 0 na equagiio de L;, obteremos o ponto (0, 3, —3) pertencente aﬂLz,
e a equagio de P; fica sendo ‘ :

Bix—0—-6{y—3}-5z+3)=0 ou 13x—6y—52+3=60

Tomando agora ¢ = 0 na equagfo de L,, obtemos o ponto (1, —2, 4) em P,. A distincia
entre L, e L, € igual & distAncia de (1, —2, 4) uté 13x — 6y + 5z + 3 = 0. Pela Férmula
8 essa distincia €

:
i _1130) - 6(=2) — s +3] _ 8§ _ -
; SO/ Ey o e Y @
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m'j Exercicios ) -

1.

(a) Duas r=1as paralelas a uma terceira siio paratelas,

(b) Duas retas perpendiculares a uma terceira siio paralelas,
{c) Dois pianos paralelos a um terceiro siio paralelos.

{d) Dois piznos paralelos a um terceiro siio paralelos.

{e) Duas rzias puralelas a um plano sfio paralelus.

(f) Duas rz:as perpendiculares a um plano siio paralelas,
g) Dois ¢ znos paralelos a uma reta sfio paralelos.

(h) Deis planos perpendiculares a uma reta sio paraletos.
(i) Dois c'znos ou se interceptam ou siio paralelos.

Determine se sfio verdadeiras ou falsas as seguintes afirmagses.

(j) Duas retas »»u se interceptam ou 5o paralelas,
(k) Um plano ¢ uma reta ou se interceptam ou sfio paralelos.

2-5 T Determine vwma equagio vetorial e equagdes paramétricas
para a reta,

A reta que pass: pelo ponto (1, d, ~3)eé paralela a0 -v‘emr ;
2i —4j+ 5k

3. A reta que passa pelo ponto (=2, 4, 10) e € paralela ao vetor
(3.1, -8}



AL

; A reta que passa peia origem e € paralela i reta x = 2¢,
y=l—tz=4+3t

@ A reta que passa pelo ponto (1, 0, 6) e € perpendicular ao plano
x+3y+z=5

6—10 O Determine as equagdes paramétricas e na forma simétrica

para a reta.

6. Reta que passa pela origem e pelo ponto (1, 2, 3)

-1)e(3,2, —6)

O Reta que passa pelos pontos (~1,0.3) e (4, =3, 3)
9. Relra que passa pclos pontos (0,3, 1) 2 (2,1, =3)

@ Reta que € a intersecgio dos planosy +y+z=l¢e
x+z=0
11. Mostre quc a reta que passa pelos pomos (2 -1, —5) e
(8, 8, 7) ¢ paralela & reta que passa pelos pontos (4, 2, —6) e
(8, 8, 2).

12 )Mostre que a reta que passa pelos pontos (0, 1, e (1, =1, 6)
€ perpendicular & reta que passa pelos pontos (—4,2, e
(-1,6,2).

13. (a) Determine as equagdes na forma simétrica da reta que
passa pelo ponto (0, 2, —1} e € paralela 2 reta com
equagdes paramétricasx =1 + 2r,y=3f,z=15 — 7r.

(b) Determine os pontos nos quais a reta da parte (a) intercepta
os planos coordenados.

@(a) Determine as equagdes paraniétricas da reta que passa pelo
ponto (3, 1, 0) e que € perpendicular ao plano 2x — y + z = [,
{b) Em que pontos essa reta intescepta os planes coordenados?

7. Reta que passa pelos pontos (3, 1,

15-18 T Determine se as retas L, ¢ L; sio paralelas, reversas ou

concorrentes. Se forem concorrentes, determine o ponto de

intersecgdo das mesmas.

x—4 y+¥5 z-1
2 4 -3

W Lix=—-66 y=1+9,z=-%
Ly x=1+12s, y=4-35 2=y

8 Lix=1+¢ty=2~—¢ z=73¢
Lyyx=2—5,y=14+25 z=4 + 3y

19 34 Dctermme a equaqao do plano.

P[ano que passa pelo ponte {6, 3, 2) ¢
{(=~2.1,5}

¢ perpendicular ao vetor
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20, Plano que passa pelo ponto (4, 0, —3) e cuja normal & ,] + 2k
21. Plano que passa pelo ponto (1, —1. 1) ¢ cuja normal € -
i+j—-k L
22. Plano que passa pelo ponto (—2, 8, 10} ¢ & perpendicilar A reta
x=1+ty=2z=4-3 )
. Plano que passa pela origem e € paralelo ao plano
2x—y+3z=1

23

~ .
(zy Plano que passa pelo ponto (—1, 6, ~3) e ¢ paratelo ao plano

25

x+y+z+2=0

. Plano que passa pelo ponto (4, —=2,3) e é pard]clo a0 plano

Ix—-T7z=12

25. Plano que contémaretat =3 + 2, y=1rz=8§ — rcé
paralelo ao plano 2x + 4y + 8z = 17

@ Plano que passa pelos pontos (0, 1, 1}, (1,0, i) e(1,1,0)
28. Plano que passa pela origem e pelos pomos (2 ~4,6)e

(5,1, 3)
29. Plano que passa pelos pontos (3, ~1,2), (8,2,4) e
(-1, -2, -3}

20. Plano que passa pelo ponto (1, 2, 3) & contém a reta x = 3,
y=1l+tz=2—1

.

—4

Plano que passa pelo ponto (6, 0, ~2) e contém’ a reta
x=4-=72, y=3+5z:=T+4&

32. Plano que passa pelo ponto (I, —1, 1) e contém a reta com
equagdo na forma simétrica x = 2y = 3z

Plano que passa pelo ponto (—1, 2, 1) e contéma’réta obtida

pela intersecclio dos planos x + y —z = 2e2x — y + 3z = |
24. Plano que passa pela reta obtida pela intersecgio dos planos

x —z=1ey+ 2z =3¢é perpendicular ao plano

x+y—2z=1

35-38 O Determine o ponto dado pela intersecgiio da retae do
plano especificados.

B x=1+0Ly=212=35 x+y+z=1

3B x=5,y=4—1, =2 x~y+z=35

N x=1+2y=~l,z2=1 2x+y—z+4+5=0

B/ox=l-—ty=tz=1+n z=1—2x+y

. . . . . . . . . . . .

39. Determine as coordenadas do vetor diretor da reta, obtida pela
intersecgGo dos planosx +y + z = lex + z =10,

40, Determine o cosseno do dngulo entre os plarios x + y +:=0
ex+ 2y + 3z

41-46 1t Determine se 0s planos sio paralelos, perpendiculares ou
nenhum dos dois. Nesse caso, calcule o dngulo entre eles.

@.\'+:=!. yEz=1
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¢ —8x—6y+2z=1, z'=4x+3y

B x+dy=3z=1 —3x+6y+7Tz=0
a4, 2.t+.2y—z='4', 6x—3y+2::=5'
5. 2x+dy—2z=1, -3x—6y+3z=10
. 2c— Sy+:z=3, dx+2y+2z=1

47-48 T (a) Determine a equagio na forma simétrica da reta inter-
secgiio dos planos e (b) determine o ingulo entre os planos.

4. x+y—z=2 3x—4dy+5z=6
8. x—2y+zr=1, Wx+ty+tz=

- . - . - . - . - . .

49-50 O Determine as equagdes na forma paramétrica da reta
obtida pela intersecgiio dos planos.

49, z=x+y 2x—5y—z=1

_ 50.)2x+52+3=0. x—3y+z+2=0

51. Determine 2 equagio, do plano constituido de todos os pontos
que siio eqiiidistantes dos pontos (i,1,00e{0,1,1).

52. Determine a equagio do plano constituido de todos os pontos
que sio eqilidistantes dos pontos (—4, 2, 1} e {2, —4,3).

53. Determine a equagdo do planc que intercepta o plano yz em a,
intercepta o plano xz em b e intercepta o plano xy em c.

54, (a) Determine o ponto dado pela intersecgiio das retas:
r= {1, 1,0) +1{1,-1,2)
e r=14{202 +s{-1,1,0)
(b) Determine a equagdo do plano que contém essas retas.

56. Determine as equagdes paramétricas da reta que passa pelo
ponto (0, 1,2), é paralela ao planox + y +z2=2¢ perpendi-
cularretax=1+ty=1—rz=72n

56. Determine as equagdes paramétricas da reta que passa pelo
ponto (0, 1, 2), é perpendicular i reta x = 1+,

y = 1 = 1,z =21, e intercepta essa reta.

57, Quais des quatro planos seguintes sio paralelos? Existem dois
coincidentes?

Py dx—2v+6z=3
Py —6x+3y—08z=5 Pyz=2x—y—=3

Py dx—2y—22=6

58, Quais das quatro retas seguintes siio paralelas? Existem duas
coincidentes?

Lux=14+t y=4+1t z=1-1t
Le r=(2,1,-3) + 12,2, -10)

59-60 1 Utilize a férmulz que aparece no Exercicio 39 da Seciio
12.4 para determinar a distincia do ponto A reta dados

59. (1,2,3); x=2+t1y=2-35z=5t
60. {1,0,—-1); x=5~¢ty=3z=1+2t
—62 T Determine a distéincia do ponto ac plano dados
61./(2.8,5), x—2y—2z=1
62 (3,-2,7), 4x—6y+z=35

§3~64'C: Determine a distincia entre-os planos paralélos dados =
63. z=x+2y+ 1, 3x+t6y—3z=4
64, 3x+ 6y —9z2=4, x+2y—=3z=1

. . . . " . ’ » -

65. Mostre que a distdncia entre os planos paralelos
a.x+by+cz+d.=Oeax+by+cz+d;=0é ’

d —_

D= |d — ]

— Jat + b+ P

6. Determine as equagdes dos planos que sio paralelos ao planq
x + 2y — 2z = | e distantes duas unidades um do outro.

67. Mostre que as retas cam equagdes simétricasx =y =z¢ .
x + 1 = y/2 = z/3 siio reversas ¢ determine a disténcia entre
elas.

-

68. Determine a distincia entre as retas reversas com equagoes

paramétricas
x=1+t y=1+6r z=2t
e
x=1+2s y=35+ 155 1=-2+6s

63. Se a, & e ¢ ndo sio todos nulos, mostre que 2 equagio
ax + by + ¢z + d = 0 representa um plano e (a, b, ¢} €0
vetor normal ao plano.
Dica: Suponha a 7 0 e reescreva a equagio na forma -

a(.r+-§-)+b(y—-0)+c(z—0)=0

70. D a interpretagio geométrica de cada familia de planos.
@ayx+y=z=c¢
by x+yrez=
{c) ycos 8 + zsend = 1




Exercicios 6.3
1./ Determine a equagiio da reta que passa pelo ponto (1, 2) e que seja paralela 3 diregdo do vetor
-
v= (=11

2/ Determine a equagdo vetorial da reta que passa peloponto (1, — 1) e que & perpendicular A reta
2x+y=1. .

(} Determine um vetor cuja diregio seja paralela 3 reta 3x + 2y =2. [ 0 ?—

4. Determine a equagiio vetorial da reta que passa pelo ponto (%. I) € que seja paralela i retu
Ix+2y=2

5. Determine um vetor cuja diregio seja paralela  reta dada.
ayxr—2y=3 byx+y=1
c)2x—5y=4 dx+4+2y=3

6. Determine um vetor cuja diregio seja perpendicuiar 2 reta dada.
a)2r+y=1 BY3x—y=3
c)x+3y=2 d)2x—3y=1

7. Determine a equago vetorial da reta que passa pelo ponto dado ¢ que seja paralela & reta dada,
a) (2, ~Sex—y=] Y (L, ~Z)ex +y=3

Peterimine a equagiio vetorial da reta que passa pelo ponto dado e que seja perpendicular a reta
dada,

a)(1,2)e2x+y=3 BY(2,~2ex+3y=1
Petermine a equago do plano que passa pelo ponto dado e que seja perpendicular A diregio
-

do vetor n dado.

— —
@(J,I.l)e n=(2,13 1L, -Nen=(-21,2
10. Determine a equagio vetorial da reta que passa pelo ponto dado e que seja perpendicular a0
plano dado,
@(0.1,—!)ex+2y—z=3 B2 1,~1)e2r+y+3z= |
Lo - . 3 .
1. Sejam u = (a),bj,c))e v = (g, by, £3) dois vetores do R”. Definimos o produto vetorial de
-+ -

s
# por v,queseindica ¥ A v, por

Ax V"

e I T

G iJ ok - - - R
uAvV=ilm b=y -ab)i o +lae) —ape) j o+ (aphy — b)) k '
LY

a2 b o

- - -
onde i =(i.0,0), j =(0,1,0)e k = (0,0, 1) Verifique que

- = - -
a) WAV = —vAu,
- = -3 -

b) uAv éonogonala ue av.
I | e T T - -

) un(v+dw)= uAv+uAw onde w = (a3, b3, c3)
- o I S -

D{u+v)Aw= g Aw + rAw

12 /Determine a equagdo vetorial da reta que passa pelo ponto (1,2, —1) e que seja perpendicular
- -

as direges dos vetores # = (1,1, I}e v = (L, =2, 1)

- 5
i3, Determine um vetor niio-nulo que seja ortogonal aos vetores u e v dados.

S .
566/ @) =(,2,-Dev =(21,2)

— -
byu =(3,2,-Dev =(-1,2,1)

-+
14, Determine a equagio do plano gue passa pelo ponto dado e que seja paralelo aos vetores u e v
dados.
- -
. @(1.2, e =(-1,1,2e v =(2,1,-1)
— -3
5(0,1,2), u =(2,-1,3)e v =(1,1, 1)
- - - - —
15. Sejam dados & = (u), up, u3)e v = (vy, vy, v.com wA v # 0. Verifigue que
— -

(y2) =g ypzg+su +rv 5 tER)
— S
€ a equagio vetorial do plano que passa por (X, ¥y, 2g) € que é perpendiculara n = y A y.




