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. - - -
EXEMPLO 2. Faca a representagio geométrica do campo vetorial F (x,y) =x i +y Jj.
Solugdo
. _
IF (x,yll= )\xn -+ wm ; segue que a intensidade do campo é a mesma nos pontos de

uma mesma circunferéncia de centro na origem. Observe que a intensidade do campo no
ponto (x, y) é igual ao raio da circunferéncia, de centro na origem, que passa por este ponto.
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Exercicios 1.2 \

1. Represente geometricamente o campo vetorial dado.

- 5=
@v @n=+
- - -
By h xy)=1i + J
- - - - - > -
@H?&HI% i 4+x j(Observe:(x i +y j)-(=y i +xj)=0)
- .

dy v ?Euclx&w._a_Ar

- Cx - 5 -
e) F(x,y)= i+ j -
)\xn +wm %«n +,v~N
- . _ - x -
@ vix,y)= 24 i+ i
)\xw +w~ z\xn +v.m
2 x .7 y 7
g vy= i+ j
._ 22 + 32 22+ y?

. L= - - -
2. Considere o campo vetorial f (v,y)= i + (x—y) j.Desenhe f (x y)nos pontos dareta

aAy=x byy=x—1 oy=x-2
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- - - -
3. Considere o campo vetorial g (x,¥)= i +xy j.Desenhe g (x, y) nos pontos da hipérbole

Xy =1,comx > 0.
— -
g Seja F =V f, ondef(x, y) = x + 2y. Desenhe F (x, y), com (x, y) naretax + 2y = 1.
- 2 2 2
5. Seja F =V ¢, onde ¢ (x, y) =y — x". Desenhe F (x, y) com (x, y) na pardbolay = x°,

e S I g e 2, .2, 2_
6. Seja F =V fiondef(x y 2} =x"+y" +z Desenhe F (v, 3 2),comx” +y +z" =1,
x>0,y>0ez>0.

- -
7. Seja F = V[ ondef(x, y z) =x+y + z Desenhe F xy,2,comx+y+z=1x>0,
VVOGNVO.

. - -
8. SejaV(xy)= 2+ vvu. Desenhe um campo F (v, y) paraoqualsetenha VV(x, y)+ F (x,y) <0.

|v
9. Sejam Ve F como no exercicio anterior. Seja y (t) = (x (8, ¥ (9), t € I, uma curva tal que,

l
para todo ¢ no intervalo I, ¥’ () = F (y (). Prove que g @) = V (v () é decrescente em /.

Conclua que se ¥ (tg), fo € J, for um pongo da circupferéncia x2 + y2 = 12, entiio, para todo
hwﬂolmhJ\Aowmnn:oo&moonn:_ox+v.m~..unnn€8_n mnoBoﬁomBan.

10. Sejam V(x, y) = am + v.m e M x,»=P ? y) w +Qxy w. com P e Q continuas em _xw,
tais que, para todo (x, y) # (0,0), VV (x, y) - m ) <0.Sejay(@=0x®,y®)* ©,0),
t=0,talquey = F (y(0).

a) Prove que g (#) = V (y (1) é estritamente decrescente em [0, +f. Interprete geometrica-
mente.

b) Sejam 7, re R, com T >0 e r < R, reais dados. Suponha que < Il 'y (#) Il < R para todo f em

N
[0, T]. Seja M o valor méximo de f(x, y) =V V(x, y) * F (x, y)nacoroa A<+ wN <R%.
(Tal M existe, pois f € continua e a coroa um conjunto compacto.) Prove que, para todo ¢
em [0, 71,

.ﬂ VV@) -y dt<sMt

e, portanto, para todo t em [0, 7],
ViY@ - ViyO) =Mz

¢) Utilizando a dltima desigualdade mo :m»? b owoc%Em:no que M < 0, prove que vy (f) néo
coaounnzmannm;mnomom N.Mu+ wm.zvﬁﬁono“Wo.

d) Proveque lim V(y(#))existe e € zero.
t =+

e) Proveque lim 7y (?) = (0, 0). Interprete geometricamente.
t—+oo
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Exercicios 1.3

1. Calcule o rotacional, -

- Iv = -
a) m...Q.SNvH i +xj+zk
- - :
b) m.oﬂw.Nvlk.+v\+an <

. - - -
@ Fxy2d=y 7 + z j +xy k
7 227
d) Y =0"+y9 i
- - 2 -
D Fan=ni-2]
-
@ Considere o QSSQ de &o&ﬁ central g (x, vo S A__ r __v x onde f: R — R 6 uma fungiio

| -
”i derivével e w =x1i+y g Calcule rot m.

irrotacional.

4. Considere o escoamento bidimensional na regifio { = {(x, y) € R?|-3<x< 3,yER)}com

- &.N e d
velocidade v (x, y) = pllol J.

" a) Desenhe tal campo de velocidade.
b) O escoamento § irrotacional?

@ Considere 0 escoamento bidimensional

- - =
v (xy)=
Yoy

.+ X I
i j.
an+wm

a) Desenhe tal campo.
-
b) Calculerot v e interprete.

I @ Considere o escoamento

- -y N
| v (x,y)= i+ .
y 2+ y2)a 2 + y2)@ J

x 7

. - -
o:aoavom:_dmoonmﬁm:ﬁo.<ommm:oa=n3ﬁ<@.$%ou.&wn%r

.2 - = . 2 2 . . .
7. Seja F =P i +Q j umcampo vetorial de R* em R*, com P e Q diferencidveis. Sejam
- - -5 - - -
uw=cosa i tsena jev =-sena i +cosa j,ondea# 0 ¢ um real dado. Seja

- - - -
(s, 1) as coordenadas de Q y)no maﬂo.ss decoordenadas (0, u, v ). Assim(,y)=s u +¢ v.

Observe que (x, y) = s : +t < éequivalenteax = scos @ — fsen aey = ssen « + £ cos v,

! ®m£m e QCRS __w 0 aberto, de classe c Verifique que o campo vetorial m. =Veé

T ——
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a) Mostre que

. . . - -
m.v mN= [P (x, y) cos a + no«.é sena] 4 +[Q(x y)cosa—P(x,y)sena] v
B) Seja .

- - -
Fi1s =P u +Q1(D v
onde |

P (s D =P(xy)cosa+ @y sena
e

01 0D=0Q(y)cosa—P(xy) sen «

comx=scosa—tsenaey = ssen« + fcos a. Mostre que

§ a;.Tmh_a anlmep Tlciv

b d .
onde (x, wv s U -t < Interprete. (Observe que ..'..H (s, 1) = m. (x, y) onde

. -
(xy)y=s : +tv.)

1.4. DIVERGENTE

o
Seja F = (Fy, F,, ..., F;) um campo vetorial definido no aberto {} C R" e suponhamos
que as componentes Fy, F, ..., F, admitem derivadas parciais em ). O campo escalar

. -
div F: Q>R
dado por

denomina-se divergentede F.
i . i .
A notagdo V - F ¢ freqiientemente usada para indicar o divergente de F ; interpreta-
a J a

-
mos V - F como o “produto escalar” do vetor V= —, —, ...,
dx) dxo axy,

pelo campo

vetorial (Fy; m_m' ..., F,,), onde o “produto” de m|ml por F; deve ser entendido como a deri-
Xi

vada parcial |~u
Ix;

Qm. B, .., F)
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o S
ou seja, 2. O que é mais razodvel esperar: div F = Qoudiv F # 0?
- 9 . \
di + ==0
v ¢ \\ 5 \ P el
ou, ainda, i S e
g 9 \ \ 7 yd \ -
. P
d + = =0,
@ iv(p v) o \\ \ ad d “t
_ o \ \
L - . g \ v P
PO1S, u = p v . (A razdo do sinal menos que ocorre em ® éaseguinte: sediv « >0a \ \
massa dentro do paralelepipedo estd diminuindo (a massa que sai é maior que a que pene- \ ‘ e

dp g g, .
tra) e, neste caso, deveremos ter i Ao?woamio.a:\:ul Ib. me_dmm:&amwﬁm

ot at
N :

ocasodiv 4 <0.)
Se p ndo depende do tempo, a equagio da continuidade se reduz a

|IV
divp v =0, 3

N
3. Considere um fluido em escoamento com velocidade v (x, y, z) = y j,y>0.

Neste caso, a massa que sai do paralelepipedo deve ser igual & que penetra.
Se p (x, y, z, ©) for constante (neste caso, diremos que o fluido & incompressivel) a equa-
¢éo da continuidade se reduz a ,

a) O fluido € incompressivel? Por qué? o
b) Determine p, que s6 dependa de y, que satisfaga a equagio da continuidade. )
¢) Suponha que a densidade p do fluido s6 dependa de y e de ¢. Mostre que p deve satisfazer

a equagdo
divy =0 :
iv v = . ] 4 3
|b. +y |b. = —p.
. H gt ay
- !
quer v dependa do tempo ou n#o. Neste caso, 0 volume do fluido que sai do paralelepipe- . N
do deve ser igual ao que penetra. (Veja Apéndice 3.) . @ Considere um escoamento no aberto ) de R>, com velocidade v (%, 3 2), cujas componen-

-

. 1 . L
. s . . 3 .S haque v derive de um potencial (isto é, que
CUIDADO. Em @) o divergente deve ser calculado em relagio 2s varidveis x, y e z, tes sdo supostamente de classe C* em £2. Suponha q p (

.\ i i
sto & I existe : 0 — R,comVop = v em Q).
79 J J s
divpv =— (py)+— (pv2) +— (pv3). & a) Prove que v ¢ irrotacional.
ox Y 9z A 5 ,
n . b) Prove que se v for incompressivel, entio V= ¢ = 0.

0 . N _ 3
Exercicios 1.4 , i @O»_o:_n o laplaciano da funggo ¢ dada,
L. Calcule o divergente do campo vetorial dado. &

2
, D)@y =x b ey =InG*+)?)
g¢ ) Tx] 4 , 1
v Ey)=-—y i x J x 2 2
2 AP S dexyy=arctg=,y>0 Doy = ety
.g= CenD=xi+yj+zk Sy
- - -~ - _ . )
“ O F 5%0=0"-y) i +sen @ +yD j +ac tgz k @ Seja o (x, y) = F G2 + ¥2), oms% £ (14} € uma fungio real, de uma vari4vel real e derivével até
“ 7 2,.2.,.2 2,2, .27 _ a2." ordem. Suponha que V* ¢ = 0.
DF 3= +y+Pacg@®+y*+ & ",
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a) Mostre que u f* (u) = —f"' (u), u > 0. 2
b) Determine uma f ndo-constante, para que se tenha V¢ = 0.

@ ¢ (x, ¥) é uma fungiio cujo gradiente tem a representagio geométrica abaixo:

O que € mais razodvel: v? ¢=0o0u v? ¢ # 07

|V IV llv . . » .
8. Seja F =P i +Q j umcampo vetorial de R? mE,_ww. com P e Q diferencidveis. Sejam
- - - - - - .
u =cosa i tsena j e v =-sena i +cosa j,onde« # 0éumreal dado. Seja
- - - -
(s, £) as coordenadas de (x, y) no sistema (0, #, v). Assim,(x,y)=s u +¢ v. Observe que
- -
y=su +t v éequivalenteax =scosa — tsenaey = ssen o + £ Cos .

a) Mostre que

- ’ - -
Fxyy=[PxycosatQ@xysenal.u +[Q(xycosa—P(xy)senal v.

b) Seja

- - -
FE=P@)u +0,61) v

onde

Pis)=Pxy)cosa+ Q(x y)sena

Q1 )=0( y)cosa— P(x,y)sena.

comx =scosa—¢senqey=ssen« + cos a. Mostre que

JPR 8 .oP F]
B+ 6 n=2L Gy + 2 (.
as at ax ay
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Interprete.

- - ]
9. Sejam #, V! QCR SR dois campos vetoriais e ¢: ) — R um campo escalar. Em cada
- -
caso, faga hipoteses adequadas sobre ¢, # e v e prove (suponha

N - - > - - - -
w=Pi +Qj+Rkev =P +Q1J +R k)

< . - = ary -
; ayrot (u+v)=rot u +rot v
- = - -

pydiv (u +v)=div u +div v

- .- -
&&<€=HGE<=+<S.=

! - - -
1 drote u =¢@rot u +Ve/\ u
.~, ’ -
i e)divrot u =0
= - 5 = -
fHrotot u) =V (div u) — V2 u, onde V> u = (V2P, v2Q V2 R).

PP

-
10. Seja w = (w;, w,, w3) um campo vetorial definido no aberto Q de R>. Prove que
- -
divw = 0 € uma condi¢do necessdria para que exista um campo vetorial u = (s Uy, u3),
. 2 - -
1 com componentes de classe C“, em , talquerot ¥ = w.

- =
11. Sejam F e G dois campos vetoriais definidos no aberto O C Eu, cujas componentes admi-
tem derivadas parciais em (). Prove que

- - - - - i
div(FAG)=G (VA F) ~F-(VAG

12. (Divergente em coordenadas polares.) Seja () um aberto contido no semiplanoy > 0 ¢
-

- -
seja F () =Py i +Q0@®y) j,xyEQ comPe @ de classe cl. Seja
P1(6,p)=P(xy)e0(6,p) =0y, comx=pcosfBey=psen 6.

@) Mostre que.
oP 1 IR 8B
— (x, y) =——sen § — (6, p) + cos § — (6, p)
dx p a6 .p ap G.r
. .
8 1 g
2 a3y = 205072 (9, gy +5en 0. 72 (5, p)
ay P 00 ap
g comx = pcos fey=psenf.
b) Conclua que
-
div F (x,5) = sen 0 ﬁlw B 6.+, &
p 90 ap
B 160 .
+ cos@| — LiCS ®, p) + Ll ©, p)°
p 00 ap
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ondex = pcos fey = psen g,

13. Sejap(x,y) = F ﬁ.m w_ ¥ >0, onde f () é uma fungdo de uma varidvel real derivdve] até a

Yy .
2.* ordem. Suponha v? =0. !
a) Mostre que (1 + u?) £ () + 2uf’ w=0
b) Determine uma Jfpara que se tenha V< ¢ = 0, com fndo-constante

ﬁ.w:w%&o. Suponha f’(x) > 0 e observe que (In \szv\n [ w

f'ew)

1.5. LIMITE E CONTINUIDADE

Sejam F: A C R" — R™, P um ponto de acumulagio de A e L € R™. Definimos:

V' €>0,36>0 tal que, para
lim F(X)=L&{ todo X € A,
X>p O<IX-PI<8=IF(X)- Li<e

Se P for ponto de acumulagdo de A, com P € A, definimos:

FcontinnaemA & lim F(X)=F P
X P

Suponhamos F = (Fp, By, ..., F el = Ly, Ly, ..., L,,). Deixamos a cargo do leitor
provarque lim F (X) = Lsee somentese lim Nw X)=L,paraj=1,2,....,m.
X—>P X~P
Fica, ainda, a cargo do leitor provar que F seré continua em P se e somente se as suas
componentes o forem.

Exercicios 1.5

1. Prove:

- >
a) lim FQO=0 < lim IFI=0, (0 é o vetor nulo dé-R™.)

X-opP X->P

b) lim FX)=L& lim TF&X)—Lit=0.
X—P - X-P

9 lim FP+H)=Le lim FXO=L.
HSO X->p

2. 8jam G:ACR' > R™e F: B C R"— RP, com Im G C B. Suponha G continua em
P EAeFcontinuaem G (P). Prove que a composta H (X) = F (G (X)) é continua em P.

3. Seja F: Q C R" — R™ e seja P um ponto de acumulagZo de (2. Suponha que exista M > 0 tal
que, paratodo X E QI F(X) ~LI<MIX—~P Il onde L € R™ & um vetor fixo. Calcule

lim  F(X) e justifique.
Xop
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® Sur ue lim F(X) = L, com L # 0. Prove que existe r > 0 tal que
;A._m%onsz Y p
MLl
O<IX-Pl<r=I1FX)I> —

. DERIVADAS PARCIAIS

3 SejaF: 0 C R? = R™ dada por F (x, y) = (Fy (%), Fy (%, 3), ..., F,, (%, y)) e seja

%0 Y0) € . O limite

oF . Fxo+h y)— F(x0, yo)
; — (xg, = lim
@ 5 (0> y0) = lim h
quando existe, denomina-se derivada parcial de F no ponto (x> ¥o), em relagdo a x. Obser-
ve que (D nada mais é do que a derivada, em X0, da funcio de uma varidvel real a valores em

R™ dada por.

x—=F @9 %Ov.

Segue, conforme aprendemos no Vol. 2, que (I) existir4 se e somente se as derivadas parci-
ais 9% (X0, ¥0) G = 1,2, ..., m) existirem; além disso, se (D existir

ax
OF 9R 3F, 9F,
- 1 = - v& 2 ’ a— .H 3 2 vy —
o (X0 Y0) ﬁ oy ¥0-%0) o (x0, ¥0) P

(x0, yo) w
. R . OF . . ial
Deixamos para o leitor definir — (g, yo) e estender o conceito de derivada parcial para
P dy

fungtes de  C R" em R™.

- - :

- - -

EXEMPLO 1. Calcule wlw e wmh onde F (5y)=(2+y) i +ln(xy) 7.

X 'y

Solucdo

¢

l.|V
.Im%, ==+ i + - (nxy)
X

IV
(Inxy) j

il

|
~
+
S
+

l
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