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Problema 8: Na geometria euclidiana, o valor de n € metade da circunferéncia de um cfrculo unitirio (um cfr-
culo de raio 1). Vamos definir o pi do taxista como o nimero ,, que é metade da circunferéncia do circulo

unitario do taxista. Qual é o valor de 7,?

Na geometria euclidiana, a mediatriz de um segmento AB pode ser definida como o conjunto de todos os
pontos eqiiidistantes de A e de B. Se usarmos a distancia do taxista no lugar da distancia euclidiana, serd ra-
zoével perguntar como € a mediatriz de um segmento. Mais precisamente, a mediatriz do taxista de AB é o
conjunto de todos os pontos X tais que

d(X, A) = d(X, B)
Problema 9: Desenhe a mediatriz do taxista de AB para os seguintes pares de pontos:

() A=(2,1),B=(41) (b) A=(~13),B=(-1,-2)
() A=(1,1),B=(53) (d) A=(1,1),B=(55)

Esses exemplos ilustram que a geometria do taxista compartilha algumas propriedades com a geometria
euclidiana, mas também difere em alguns pontos-chave. Neste capitulo, vamos encontrar varios outros tipos
de distancias e normas, cada uma delas util em um modo particular. Tentaremos descobrir o que elas tém em
comum e nos beneficiar dessas semelhancas. Também vamos explorar uma variedade de problemas de aproxi-
macio nos quais a nogéo de distdncia tem um papel importante.

7.2 Espacos com Produto Interno

o Capitulo 1, definimos o produto escalar u - v dos vetores u e v de R”, e fizemos repetidos usos dessa
operagdo por todo o livro. Nesta secio, usaremos as propriedades do produto escalar como um ca-
| minho para definir uma nogdo de produto interno. Na préxima se¢o, mostraremos que o produto in-
terno pode ser utilizado para definir conceitos analogos aos de “comprimento” e “distancia” em outros es-
pagos vetoriais além de R”.

Nosso ponto de partida € a defini¢io a seguir; ela & baseada nas propriedades do produto escalar demons-
tradas no Teorema 1 da Seg¢do 1.3.

- Defini¢io Um produro interno em um espaco vetorial V € um operagio que associa a cada par
de vetores u e v em V um nimero real (u, v) tal que as seguintes propriedades valem para todos os
vetores u, v e w e todos os escalares c; : ‘ . . .

1. (u, v) = (v, w) ,

2., v+ w= v+ (uw

3.(cu, vy =clu,v) G
4.(n,u)=0eu,u)= 0 se,esomente se, u=0.

Um espago vetorial com um produto interno € chamado d‘é;éspdgé comproduto interno.

Observacio: + Tecnicamente, isso define um espago real com produto interno, porque assume-se que V
seja um espago vetorial real e porque o produto interno de dois vetores reais é um nimero
real. Existem, também, espacos complexos com produto interno, mas sua definicdo é um
pouco diferente. (Veja os Exercicios 45 e 46.)
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EXEMPLO I R" € um espago com produto interno com (a, v) = u-v. As propriedades (1) a (4) sdo verifi-
cadas conforme o Teorema 1 na Secdo 1.3. e

O produto escalar no € o tnico produto interno que pode ser definido em R”.

EXEMPLO 2 Sejam u = [ul} ev= {vl} dois vetores em R2. Mostre que

U, Vy
(w, v) = 2u,v; + 3uyv,
define um produto interno.
SOLUCAO: Devemos verificar as propriedades (1) a(4). A propriedade 1 vale porque
(W, v) = 2uvy + Buyv, = 2viu + 3vyu, = {y, u)

wy

Agora, consideramos w = [ J Verificamos que

ws
(W, v+ w) = 2uy(v; + wy) + 3uy(v, + w,)
= 2uyvy + 2uywy + 3uyv, + Suw,
= 2wy + 3uv;) + Qugw; + 3uw,)
= (u,v) + (u, w)

0 que mostra a propriedade (2).
Se ¢ € um escalar, entdo

{cu, v) = 2(cuy)v; + 3(cuy)v,
= c2uv; + 3uyy,)

= c(u, v)

0 que mostra a propriedade (3).
Finalmente,

(wou) = 2uu; + 3uu, = 2u? + 3u3 = 0

e € claro que (u, u) = 2u? + 3u3 se, e somente se, u; = uy = 0 (ou seja, se, e somente se, u = 0). Isso verifica a pro-
priedade (4), completando a demonstracéo de que (u, v), como definido anteriormente, é um produto interno. %

O Exemplo 2 pode ser generalizado para mostrar que, se wy, ..., w,, sio escalares positivos e
Uy V1
u=: e v=|:
un v’l

840 vetores em R” entdo

(“, V) : wWii1vyq B w,u,v, (1)

define um produto interno em R”, que chamamos de produto escalar ponderado. Se algum dos escalares w; é
N€gativo ou zero, a equagéo (1) ndo define um produto interno. (Veja os Exercicios 13 e 14.)
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Lembre-se de que o produto escalar pode ser calculado como u-v = u’v. Observe que. podemos escrever
o produto escalar ponderado da equagdo (1) como

(u,v) = u"Wy

onde W é a matriz diagonal n xXn

wy 0

S
I

n

O préximo exemplo generaliza mais um pouco esse tipo de produto interno.

EXEMPLO 3 Seja A uma matriz nXn simétrica e positiva definida (veja a Secdio 5.6), e sejam uev vetores
em R?. Mostre que

(u,v) = u’ Av

define um produto interno.

SOLUGAO: Verificamos que

(w,v) = w"Av =u-Av = Av-u
=A'v.u= (v A) -u=v"Au = (v, u)

Além disso,

(wv+w=uAWV+w) =u"Av + 0" Aw = (u, v) + (u, w)

{cu, v) = (cu)" Av = c(u” Av) = c(u, v)

Finalmente, como A € positiva definida, (u, u) = u’Au > 0 para todo u # 0, porisso (u, u) = udu = 0se, e

somente se, u = 0. Isso estabelece a tltima propriedade. ) 4
. . -2
Para ilustrar o Exemplo 3, considere A = [_; 7]. Entio:

4 -2 "
(u,v) = u"Av = [y, uz]{ 5 7][:1} = duvy — 2ugvy — 2uvy + Tuyv,
- 2

A matriz A € positiva definida, pelo Teorema 4 da Secdo 5.6, visto que seus autovalores séo 3 e 8. Portanto,
(u, v) define um produto interno em R2.

Vamos, agora, definir alguns produtos internos em espacos vetoriais além de R".
EXEMPLO 4 Em %, seja p(x) = ag + a1x + ax® e g(x) = by + byx + box2 Mostre que

(p(x), q(x)) = aghy + arb; + ab,

define um produto interno em %,. (Por exemplo, se p(x) = 1 — 5x + 3x% ¢ q(x) = 6 + 2x — x%, entéo (p(x), g(x)) =
1:6+(=5-2+3-(-1)=-7)
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SQLU(;AO Como-%, € isomorfo a R3, precisamos somente mostrar que o produto escalar em R3 ¢ um pro_
duto interno, o que ja estabelecemos.

EXEMPLO 5 Sejam fe g pertencentes a 6[a, b], 0 espago vetorial de todas as fungdes continuas em
um intervalo fechado [a, b] Mostre que

b
(o) = | feorstn) ax

define um produto interno em €|a, b].

SOLUCAO: Temos
b b
(8= | @) dx = | s dx = te.)

Além disso, se & pertence a €[a, b], entdo

b

f(x)(g(x) + h(x)) dx

a

gsvne |
- | () + FEM()) d
f

a
b

fx)g(x)dx + J f(x)h(x) dx
=(f,e) +{f. h

Se ¢ é um escalar, entdo

b

(ef. g) = j of (x)g(x) dx

b
cJ fx)g(x) dx
of 8
. b 2z z
Finalmente, (f, f)= J (f(x))? dx = 0, e de acordo com um teorema do célculo, vemos que, como f € continua,

a

(£.f)y= J (fx))*dx = 0Ose, e somente se, fé a funcio nula. Portanto, (f, g) é um produto interno em 6la, b].&

a

O Exemplo 5 também define um produto interno em qualquer subespago de %[a, b]. Por exemplo,
Podemos nos restringir a polindmios definidos no intervalo [a, b]. Consideremos P[0, 1] o espago vetorial de
todos os polinémios do intervalo [0, 1). Entéo, usando o produto interno do Exemplo 5, temos

1 1
(x2,1+x)=J x2(1+'x)dx=J(x2+x3)dx
0 o
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Propriedades dos Produtos Internos

O teorema a seguir resume algumas propriedades adicionais que seguem da defini¢do de produto interno.

€ TEOREMA | |
Sejam w, v e w vetores em um espago V com produto interno, e seja c um escalar.

a.@tv,w=uw+({v,w
b. (u, cv) = c(u, v
c.wm0=©0,vW=0

DEMONSTRACAO: Provaremos a propriedade (a), deixando as demonstragdes das propriedades (b) e (c) como
Exercicios 23 e 24. Utilizando a defini¢io de produto interno, temos

@+ v,w)=(w,u+v) Por (1)
={w,uw) + (w, V) Por (2)
={u,w) + (v,w) Por (1) = 3

Comprimento, Distancia e Ortogonalidade

Em um espago com produto interno, podemos definir comprimento de um vetor, distdncia entre vetores
e vetores ortogonais como fizemos na Secdo 1.3. Simplesmente trocaremos todos os produtos escalares u - v
pelo mais geral produto interno (u, v). -

Definicio Sejam u e v vetores em um espaco V com produto interno.

1. O comprimento (ou norma)de v é |v| = V(v,v).
2. A distancia entreue vé du, v)=u-v|.
3. uw e v sdo ortogonais se (u, v) = 0. e

Note que ||v] estd sempre definido, pois (v, v) = 0, pela definigdo de produto interno, entdo podemos extrair a
raiz quadrada desse valor ndo negativo. Como em R”, um vetor de comprimento 1 é chamado de vetor
unitario. A esfera unitdria em V é o conjunto S de todos os vetores unitdrios de V.

ﬁ\ EXEMPLO 6 Considere o produto interno em %[0, 1] dado pelo Exemplo 5. Se f(x) =x e g(x) = 3x - 2,

calcule

@) I 71 ®)(1.8) © .8
SOLUCAO: (a) Sabemos qué

=] i [ ea-2] -

entdo, || = V{7, 7 = UV3,
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(b) Como d(f, 8) = |f — gl = V(f — g7 ~g) e

flx) —glx)=x—-(Bx—-2)=2-2x =201~ x)

1 1
temos (f-gf-g= J (f(x) — g(x))*dx :j 41 - 2x + x*) dx
. 0 0
) x3 1_£
=4[x_x +?L_3

Combinando esses resultados, vemos que d(f, g) = V473 = 2/V/3.

(c) Calculamos
1

1 1 \
{f,g)= J fx)g(x) dx = J x(3x — 2)dx = J Bx*—2x)dx =[x - %) =0
0 0 0

Portanto, f e g sdo ortogonais. _ @

E importante lembrar que a “distancia” entre /e g, no Exemplo 6, ndo se refere a nenhuma medida rela-
cionada com os graficos dessas fun¢des. Nem o fato de fe g serem ortogonais significa que seus gréaficos se in-
terceptam em angulos retos. Estamos simplesmente aplicando a definigio de um produto interno especifico.
Contudo, fazendo isso, poderiamos ser guiados pelas correspondentes nogdes em R2 e R3, onde o produto in-
terno € o produto escalar. A geometria de espago euclidiano ainda nos guia até aqui, apesar de ndo podermos
ter uma visualiza¢do da mesma forma.

EXEMPLO 7 Usando o produto interno de R? definido no Exemplo 2, faca um esbogo de uma esfera unitdria
(circulo).

SOLUCAOQ: Se x = [x} entdo (x, x) = 2x2 + 3y. Como a esfera unitdria (circulo unit4rio) consiste em todos
y
Osx tais que [x| =1, temos

1=|x] =V{x,x) = V2x* + 3> ou 2x*>+3y*=1

Essaé a equacdo de uma elipse, e seu grafico é mostrado na Figura 1.
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Figura | Um circulo unitdrio que é uma elipse
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Discutiremos as propriedades de comprimento, distdncia e ortogonalidade na préxima se¢fio e nos exer-
cicios. Um resultado que precisaremos nesta se¢fo € a versdo generalizada do Teorema de Pitdgoras, que es-

tende o Exemplo 10 da Se¢édo 1.3.

& TEOREMA 2 Teorema de Pitdgoras

Sejam u e v vetores em um espaco V com produto interno. Entdo, u e v 3o ortogonais se, € so-
mentese, Sl ]

u + VI = Juf? + w2

DEMONSTRAGAO: Vocé provaré, no Exercicio 32, que

Ju+v)?=(u+v,a+v)=|u®+ 20u,v)+ |v|?

Segue, imediatamente, que |u + v|? = |u|?> + |v|? se, ¢ somente se, (u, v) =0.

Projegoes Ortogonais e o Processo de Ortogonalizacdo de Gram-Schmidt

No Capitulo 5, discutimos a ortogonalidade em R”. A maior parte dos resultados pode ser generalizada,
razoavelmente, para espagos com produtos internos gerais. Por exemplo, um conjunto ortogonal de vetores
em um espago V' com produto interno € um conjunto {vy, ..., v;} de vetores de V tal que (v;, v) = 0 para
v; # v;. Um conjunto ortonormal de vetores é, entfo, um conjunto ortogonal de vetores unitdrios. Uma base
ortogonal de um subespago W de V é somente uma base de W que € um conjunto ortogonal; analogamente,
uma base ortonormal de um subespaco W de V é uma base de W que é um conjunto ortonormal.

Em R”, o Processo de Ortogonalizagio de Gram-Schmidt (Teorema 1 da Segfio 5.4) mostra que todo subes-
pago possui uma base ortogonal. Podemos copiar a construgio do Processo de Ortogonalizacio de Gram-
Schmidt para mostrar que todo subespago de dimenséo finita de um espago com produto interno possui uma
base ortogonal — tudo que precisa ser feito & trocar o produto escalar pelo mais geral produto interno. Vamos
ilustrar com um exemplo. (Compare as passagens aqui com as do Exemplo 2 da Secéio 5.4.)

%x EXEMPLO 8 Construa uma base ortogonal para P, com rela¢do ao produto interno

9= | et ax

-1

aplicando o Processo de Ortogonalizagdo de Gram-Schmidt para a base {1, x, x%}.

»

SOLUGAO: Sejam x; = 1, x, = x e X3 = x°. Comecamos definindo v; = x; = 1. Em seguida, calculamos

(v, vy)

1l
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S exer- ortanto,
ue . r = M%) 04y =
Jue es- 3 Vz—Xz—m1-x——()“x

para acharmos vs, primeiro calculamos

1 371 1 471
X 2 X
T JE Ay L
1> X3 B 3,73 (V2 X3) 3 4],
1
R
) 3
Entéo
_ (v1, X3) (V2, X3) 2 : 0 2 1
B (Vl,Vl) 1—<v2’v2)v2—x —2(1) %x—x _5

Segue que {v1, ¥2, v3} é uma base ortogonal para
%, no intervalo [-1, 1]. Os polindmios

2 _ 1
1, x, x*—3

sdo os trés primeiros polinémios de Legendre. Se

‘dividirmos cada um desses polindmios por seu fdxscussoes calorosas com ‘Gauss. Em 1765, Legendre

A comprimento em relagdo ao mesmo produto in- fez a primeira publicacso sobre a lei da reciprocidade
terno, obteremos os polinémios de Legendre nor- _ quadratlca em teona de numeros Entretanto Gauss

izada, malizados (veja o Exercicio 41). 2 ' ' ' : ‘

-tores Como fizemos na Se¢do 5.3, podemos definir

) para a proje¢do ortogonal projy/(v) de um vetor v no

1 base ;ubespago W de um espago com produto intern~o. a pubhcar aphcagoeé do método de mmlmos”quadra-'

ente, e{uy,..., ) é uma base ortogonal de W, entdo _ dos em um livro sobre 6rbitas dos cometas. Gauss pu-

 blicou sobre o mesmo assunto em 1809, mas alegou

subes- _que usava o método desde I795 mais uma vez en-

STam- furecendo Legendre. ,

i uma :

/amos

Entdo, a componente ortogonal de v em W & o vetor

Figura 2

COII10 1o Teorema da Decomposi¢do Ortogonal (Teorema 3 da Segdo 5.3), projy(v) e perpy/(v) sdo ortogo-
nais (veja o Exercicio 43), e temos a situacio ilustrada na Figura 2.
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Usaremos essas formulas nas Se¢des 7.4 e 7.6, quando consideraremos problemas de aproximagio — em
particular, o problema de como aproximar da melhor forma uma dada funcdo por fungdes “boas”. Con-
segiientemente, deixaremos para dar exemplos naquelas se¢Oes, quando eles fardo mais sentido. Nosso uso
imediato para proje¢bes ortogonais serd para demonstrar uma desigualdade que primeiro encontramos no

Capitulo 1.

As Desigualdades de
Cauchy-Schwarz e Triangular

As demonstracdes das igualdades e desigual-
dades que envolvem o produto escalar em R”
sdo facilmente adaptadas para dar resultados
correspondentes em espagos com produto in-
terno geral. Algumas delas s3o vistas nos Exer-
cicios de 31 a 36. Na Secdo 1.3, enunciamos, sem
demonstrar, a Desigualdade de Cauchy-Schwarz,
que € importante em muitos ramos da ma-
temadtica. Vamos agora dar uma demonstragio des-
se resultado.

~ méticos, em diferentes contextos. Nio é de sur-
_preender que o nome de Cauchy esteja relacionado a
_isso. O segundo nome associado a esse resultado é o

Berlim. Sua versio da desigualdade, que leva seu
_nome, foi publicada em 1885 em um artigo que usava
yequagoes integrais para estudar superficies de 4rea

Essa desigualdade foi descoberta por varios mate-

de Karl Herman Amandus Schwarz (1843-1921),
matemdtico alemao que lecionou na Umvers:dade de.

minima. Um terceiro nome também associado a esse
importante resultado é o do matematico russo Viktor
Yakovlevitch Bunyakovsky (1804-1889). Bunyakovsky
publicou a desigualdade em 1859, um quarto de
século antes do trabalho de Schwarz no mesmo as-
sunto. Assim, seria mais apropriada a referéncia ao
resultado como Desngualdade de Cauchy-Bunyakovs-
ky- Schwarz - ;

‘ TEOREMA3 A Des1gualdade de Cauchy-Schwarz

Se]am u e v Vetores em um espago V com produto mterno Entdo:

f(u, V)l = |u IiVII

- onde a 1gua1dade Vale se, e somente se, ue vsio mult1plos escalares um do outro
DEMONSTRAGAO: Se u = 0, a desigualdade é na verdade uma igualdade, visto que

£0.v) =0 = Jo]|v|

Se u # 0, entdo seja W um subespaco de V gerado por u. Como projy(v) = E“’—:;;u € perpw v = v — projwy(v)
sdo ortogonais, podemos aplicar o Teorema de Pitagoras para obter v

IvI? = llproiw(v) + (v — proju(v))|* = |proju(v) + perpy(v)|? @)
= lprojw(v)|* + [perpw(v)|?

Segue que [|projy(v)|” = [ v|*. Agora,

@Y () >

) )

Iproju)l =
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por isso temos

(w, v

ul? =|v|*> ou, equivalentemente, (w, v =< |u?|v|?.

Extraindo-se as raizes quadradas, obtemos [(u, v)| < |[u]|v].

Claramente, essa dltima desigualdade é uma igualdade se, e somente se, Iprojw(v)|? = |v|? Pela equacédo
(2), iss0 € verdadeiro se, e somente se, perpy/(v) = 0, ou, equivalentemente,

(u, v)
(u, u)

v = projy(v) =
Sendo esse o caso, v é um multiplo escalar de u. Reciprocamente, se v = cu, entdo

, cu ou, u
perpy{v) = v — projy{v) = cu — (o, c >u = cu — { >u =0

(u, u) (u, u)

Portanto, a igualdade vale na Desigualdade de Cauchy-Schwarz. ¢

Para uma demonstragfo alternativa dessa desigualdade, veja o Exercicio 44. Vamos analisar algumas con-
seqiiéncias interessantes da Desigualdade de Cauchy-Schwarz e desigualdades relacionadas em Investigacio:
Desigualdades Geométricas e Problemas de Otimizago, apds esta se¢do. Por enquanto, ela serd usada para
demonstrar uma versdo generalizada da Desigualdade Triangular (Teorema 4 da Se¢fo 1.3).

@ TEOREMA 4 A Desigualdade Triangular

- S¢jam u e v vetores em um espago V com produto interno. Entio:

lw+ vl <l + fv]

DEMONSTRAGAO: A partir da igualdade proposta no Exercicio 32, temos

Ju +vI* = ul® + 2w, v) + |v|?
= Jlul* + 2(w, v)| + |v|?
= [[ul® + 2Julv] +]v|? por Cauchy-Schwarz
= (Jul+]v])?

Extraindo-se as rafzes quadradas, obtemos o resultado. €

4 EXERCICIOS 7.2 ¢
2 3 3. No Exercicio 1, encontre um vetor ndo nulo ortogonal a u.
Nos Exercicios 1 e 2, considere u = { ] ev= [ ]
Calcule -1 4

4, No Exercicio 2, encontre um vetor nfo nulo ortogonal a u.

@y ) | (c) d(u,v)

Nos Exercicios 5 ¢ 6, considere p(x) =2 —3x + x* ¢
g(x) =1 = 3x% Calcule

(@) (px). qx)  (B) |p(x)] (¢) d(p(x), q(x))

Llu,vweo produto interno do Exemplo 2.

P 4 - 2
2o produto interno do Exemplo 3 com A = { -2 7 }

5.(p(x), g(x)) é o produto interno do Exemplo 4.
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6. (p(x), g(x) é o produto interno do Exemplo 5 no es-

]% pago vetorial P[0, 1].

7. No Exercicio 5, encontre um vetor néo nulo ortogonal a p(x).

8. No Exercicio 6, encontre um vetor ndo nulo ortogonal a p(x).

dx

Nos Exercicios 9 e 10, considere f(x) = sen{x) e g{x) = sen(x)

+ cos(x) no espago vetorial €[0, 24r].
AN

9. Calcule
@ (f. 8 ®) |11 © d(f,8)

10. Encontre um vetor ndo nulo ortogonal a f.

11, Sejam a, b e ¢ nlimeros reais distintos. Mostre que
(p(x), q(x)) = p(a)g(a) + p(b)q(b) + p(c)q(c)

define um produto interno em P,. (Sugestdo: vocé preci-
sard usar o fato de que um polinémio de grau » tem no méaxi-
mo n raizes. Veja o Apéndice D.)

12. Refaca o Exercicio 5 usando o produto interno do Exer-
cicioll,coma=0,b=1,c=2.

Nos Exercicios de 13 a 18, determine qual dos quatro axio-
mas de produto interno ndo é verdadeiro. Dé um exemplo
em cada caso.

13.Sejamu = [ul} ev= {v } em R? Defina (u, v) = uv;.
Uy 1 %)

14. Sejam u = {Zl] ev= [vl} em R?. Defina (u, v) = u;v; —
2

Va2
Usv,.
1} em R”. Defina (u, v) = u,v, +
U,V
16. Em %, defina (p(x), q(x)) = p(0)4(0).
17. Bm @,, defina (p(x), g(x)) = p(1)g(1).
18. Em M,,, defina (A, B) = det(AB).

Nos Exercicios 19 e 20, {(u, v) define um produto interno

u v .
em R% onde u = [ 1] ev= { 1}. Encontre uma matriz
U V2

simétrica A tal que (u, v) = u’ Av.

19. (“, V) = 4u1V1 + uiv, + 122141 + 4u2V2
20. (w,v) = uyvy + 2u3v, + 2uv; + Suyv,

Nos Exercicios 21 e 22, esboce o circulo unitdrio em R?* para o

u v
produto interno dado, onde u = { 1} ev = [vl}'
U 2

21. (ll, V) = UV + %uz‘)z
22, (l.l, V) - 4u1V1 + Uy, + Usv1 + 4L¢2V2
23. Demonstre o Teorema 1(b).

24. Demonstre o Teorema 1(c).

Nos Exercicios de 25 a 29, suponha que w, v e W sejam ve-
tores em um espaco com produto interno tal que

(o, v)= 1, (w,w)=15, (v,w)=0

luf = 1, |v| = V3, |w|=2
Avalie as expressdes nos Exercicios de 25 a 28.
25. (u+w,v—w) -

26. 2v — w,3u + 2w)

27.

u+ v

28.

3v + w

29. Mostre que u + v = w. (Sugestdo: como vocé pode usar
as propriedades de produto interno para verificar que u +
v-w=107)

30. Mostre que, em um espago com produto interno, néo
podem existir vetores unitdrios u e v com (u, v) < —1.

Nos Exercicios de 31 a 36, (w,v) é um produto interno. Nos
Exercicios de 31 a 34, mostre que as afirmagbes sdo ver-
dadeiras.

3L (u+v,u—v)= |u)® — |v|?

32, Ju+ v)? = Jul? + 20, v) + |v|?

33, Jul® + v = 3w + v + 3w - v

34. (u,v) = Hu+ V2 = Hu - v

35. Mostre que |u + v| = |[u — v| se, e somente se,uev

séo ortogonais.

Vu|? + |v|? se, e somente se,

36. Mostre que d(u,v) =
u e v sdo ortogonais.
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Nos Exercicios de 37 a 40, aplique o Processo de Orto-

onalizagio de Gram-Schmidt na base B para obter uma

pase ortogonal para o espago V, com produto interno, rela-
tiva ao produto interno dado.

2 B = 1] 1] duto i
gV =R,B= o)1l com o produto interno do
Exemplo 2.

2 g = (17 1] duto i
38V = R B = ol 1l com o produto interno do
Exemplo 3.

39,V =P, B={1,1+x1+ x + x°}, com o produto in-
terno do Exemplo 4.

40.V =P,00,1,B={1,1 + x,1 + x + x*}, com o produto

i ii interno do Exemplo 5.

41. (a) Calcule os trés primeiros polinémios de Legendre
normalizados. (Veja o Exemplo 8.)

(b) Use o Processo de Ortogonalizagdo de Gram-
Schmidt para encontrar o quarto polindmio de Le-
gendre normalizado.

42. Se multiplicarmos o polinémio de Legendre de grau n
por um escalar apropriado, podemos obter um polindmio
L,(x)tal que L,(1)=1.
(8) Encontre L(x), L1(x), Lo(x) € La(x).
(b) Podemos mostrar que L,(x) satisfaz a relacdo de recor-
réncia

2n—1

n

n—1

Ln(x) = Ln—l(x) - Ln~2(x)
para todo n = 2. Verifique essa recorréncia para L(x) e

Ly(x). Depois, utilize-os para calcular Ly(x)e Ls(x).

43. Verifique que, se W é um subespago de um espacgo V
€om produto interno e v pertence a V, entdo perpy/(v) é
oOrtogonal a todow em W. -

7.2 Espacos com Produto Interno
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44. Sejam u e v vetores em um espago V com produto in-
terno. Demonstre a Desigualdade de Cauchy-Schwarz
parau # 0, conforme a seguir:

(a) Seja ¢ um escalar real. Entdo, (fu + v, fu + v) = 0 para
todos os valores de . Expanda essa inequacfo para obter
uma inequacio quadrética da forma

at? +bt+c=0
Quemsdoa,bec?

(b) Use seus conhecimentos sobre equagdes quadriticas e

seus graficos para obter uma condigdo sobre 4, b e ¢ para

a qual a inequag#o na parte (a) é verdadeira.

(c) Mostre que, em funcio de u e v, sua condigdo na parte (b)

é equivalente a Desigualdade de Cauchy-Schwarz.

Um produto interno em um espaco vetorial complexo
satisfaz as mesmas condicbes de um produto in-

/i / terno real, com uma excec¢do: a propriedade (1),

da defini¢do de produto interno, deve ser mudada para:

1. (u,v)=(v,u) paratodo u e v
com a barra denotando o complexo conjugado.

5 Vi

45. Sejamn = ev = em C". Mostre que

U, Yy
(w, vy = uv; + +u,v,
define um produto interno complexo, verificando as pro-

priedades 1, 2, 3 e 4 da definicdo. (Esse é o andlogo com-
plexo do produto escalar.)

46. Seja (u, v) definido em C? como no Exercicio 45. Sejam
{1 +i]ev= {2—31‘
—i 1+ 56
(a) Calcule (u, v).
(b) Calcule |u|.
{c¢) Calcule d(u, v).

(d) Encontre um vetor nfo nulo ortogonal a u.




