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para todo k = 2. Em seguida, mostre que

(0102 OW)Ri. .. RoR) = A(Q10Q2 - - - Qu—)(Ry 1 . .. RyRy)

[Sugestio: use repetidamente a mesma abordagem utilizada para a primeira equacio, trabalhando “de den-
tro para fora”.] Finalmente, deduza que (©10Q>. . . Q1) (R ... RyRy)é afatoracio OR de Ay.

5.5 Diagonalizacio de Matrizes Simétricas

- imos, no Capitulo 4, que uma matriz quadrada com elementos reais ndo tem necessariamente auto-
. T .10 -1 ) . ., )
valores reais. De fato, a matriz L0 tem autovalores complexos i e —i. Também descobrimos que

nem todas as matrizes quadradas sio diagonalizaveis. A situa¢do muda dramaticamente se restringirmos nossa
atencéio a matrizes simétricas. Como veremos nesta secéio, todos os autovalores de uma matriz real simétrica
sdo reais, e essa matriz é sempre diagonalizdvel.

~ Lembre-se de que uma matriz é simétrica quando ¢ igual & sua transposta. Vamos comegar estudando o
processo de diagonaliza¢do para uma matriz simétrica 2x2.

EXEMPLO I Se possivel, diagonalize a matriz A = B wﬂ

SOLUCAO: O polindmio caracteristico de A é A2 + 4 — 6 = (A + 3)(A — 2), do qual vemos que A tem autovalores
A =-3 e\, =2. Encontrando os autovetores correspondentes, obtemos

SER

. ~ P . . _ -3 0
respectivamente. Entfo, A é diagonalizavel, e, se fizermos P =[v{ v, ], veremos que P 'AP = [ 0 2} = D.

Entretanto, podemos fazer melhor. Observe que v; e v, sdo ortogonais. Assim, normalizamo-o0s para obter

autovetores unitarios
. _{ 1/\'/5}  wo [2/\/5}
L R TAVE SRR TAVA]

e entdo tomando

N _[ ITAYA] 2/\5}
) Q=lm wl=|_)\5 1v5

também temos que Q~LAQ =D. Mas agora Q é uma matriz ortogonal, pois {m iy} € um conjunto ortonormal
de vetores. Entdo, Q! = OT, e temos que QTAQ = D. (Note que verificar isso € facil, pois calcular 0! en-

volve apenas tomar transpostas!)

A situacio do Exemplo 1 é uma das que nos interessam. E suficientemente importante para garantir uma
nova definicéo.

_———- ,
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Definicao: Uma matriz quadrada A ¢ orfogonalmente diagonalizavel se existem uma matriz or-
) . . 2 :[" _
togonal Q e uma matriz diagonal D tais que Q*AQ = D.

Estamos interessados em encontrar condi¢des sob as quais uma matriz é ortogonalmente diagonalizavel.
O Teorema 1 nos diz onde procurar.

TEOREMA
Se A é ortogonalmente diagonalizdvel, entdo A € simétrica.

DEMONSTRAGCAO: Se A é ortogonalmente diagonalizdvel, entdo existem uma matriz ortogonal O e uma ma-
triz diagonal D tais que QTAQ = D. Como Q1= Q7 temos que Q7Q =1 = QQ7, ¢ assim

ODQ" = 0QTAQQ" =IAI= A
Mas entdo
AT = (QDQY)T:%QUTDTQT — QDQT = A
pois toda matriz diagonal é simétrica. Logo, A é simétrica. @
Observacéo: ¢ O Teorema 1 mostra que as matrizes ortogonalmente diagonalizdveis s6 podem ser encon-
tradas entre as matrizes simétricas. Ele ndo diz que toda matriz simétrica tem que ser orto-
gonalmente diagonalizavel. Entretanto, esse fato notével é realmente verdadeiro! Encontrar

uma solugéo para esse fato surpreendente ocupara muito do restante desta secio.

Provaremos a seguir que ndo precisamos nos preocupar com autovalores complexos quando traba-
Ihamos com matrizes simétricas com elementos reais.

€ TEOREMA 2

Se A é uma matriz real simétrica, entio seus autovalores sao reais.

Lembre-se de que o conjugado complexo de um nimero complexo z = a + bi é 0 niimero Z = a — bi (veja o
Apéndice C). Para mostrar que z € real, precisamos provar que b = (. Um dos modos de fazer isso é provar
que z = z, pois entdo bi = —bi (ou 2bi = 0), e disso segue que b = 0.

Podemos também estender a nogéo de conjugado complexo a vetores € matrizes definindo, por exemplo,
A como a matriz cujos elementos sdo os complexos conjugados dos elementos de A — isto &, se A = [a;], en-
td0 A =[a;]. As propriedades da conjugagdo complexa sdo facilmente estendidas para matrizes; em particu-

lar, temos AB = AB para matrizes compativeis A e B.

DEMONSTRACAO: Suponha que A seja um autovalor de A com autovetor correspondente v. Entio, Av = Av,
¢, tomando conjugados complexos, temos Av = Av. Mas entdo

AV=Av=Av = v = ¥
pois A € real. Tomando transpostas e usando o fato de que A é simétrica, temos

VA = VAT = (AV)" = (AW)" = Av"
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Logo,
AF'Y) =V (Av) = VI (Av) = (VVA)v = W)y = A )
ou (A — A)(¥'v)=0

al + b[l al . bll
Agora,sev = : ,entdo v = : , € assim:
all + b/li all - blli

Viv=(a +b}) + -+ (ai+b})#0
j4 que v # 0 (porque é um autovetor). Concluimos que A ~%=0,0uA=ALogo, A éreal. ¢
O Teorema 5 da Secdo 4.4 mostra que, para toda matriz quadrada, autovetores correspondentes a auto-

valores distintos sdo linearmente independentes. Para matrizes simétricas, vale um resultado mais forte:
esses autovetores sdo ortogonais.

TEOREMA 3

Se A é uma matriz simétrica, entdo dois autovetores quaisquer, correspondentes a autovalores
distintos de A, sdo ortogonais.

DEMONSTRACAQ: Sejam v e v, autovetores correspondentes aos autovalores distintos Ay # 25, de modo

%@; que Avy = AMvy e Avy = Ayv,. Usando AT= A e ofato de que x- y = x'y para dois vetores X e y quaisquer em
R”, temos
M) = (M) v, = Ay, = (Av)'
= (VlTAT)Vz = (VA = vi(Av)
=vi(hw) = L(VV,) = (VW)

Logo, (A — A)( v1- v2 ) = 0. Mas Ay — A, # 0, por isso v - v, = 0, como querfamos provar. ¢

EXEMPLO 2 Verifique o resultado do Teorema 3 para
2 11
A=11 2 1
11 2

SOLUCAO: O polinémio caracteristico de A é A3 + 632 — 9L + 4 = —(A — 4)- (A ~1)%, e disso se conclui que 0s
autovalores de A sdo A = 4 e Ay = 1. Os subespagos caracteristicos correspondentes séo

1 -1 -1
E,=ger| |1 e FE;=ger 01, 1
1 1 0

“’B’ (Cheque isso.) Podemos verificar facilmente que

1 -1 1 -1
1] 0{=0 e 1] 1|=0
1 1 1 0

==>  do que segue que todo vetor em Ey € ortogonal a todo vetor em E;. (Por qué?)
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-17 [-1
Observagao: eNoteque| 0f-| 1;=1
1 0

Logo, autovetores correspondentes ao mesmo au-
tovalor nfo sdo necessariamente ortogonais.

Podemos agora provar o resultado central desta
secdo. Ele é chamado Teorema Espectral, ja que o
conjunto dos autovalores de uma matriz é, algu-
mas vezes, chamado o espectro da matriz. (Tec-
nicamente, deverfamos chamar o Teorema 4 de
Teorema Espectral Real, jA que existe um resul-
tado correspondente para matrizes complexas.)

Spectrum é uma palavra latina que significa “imagem”.
Quando 4tomos vibram, eles emitem luz. Quando a
luz passa através de um prisma, ela se espalha em um
espectro — uma faixa de cores do arco-iris. As fre-
quéncias de vibragao correspondem aos autovalores
de um certo operador e sdo visiveis como retas bri-
thantes em um espectro de luz emitido através de um
prisma. Podemos literalmente ver os autovalores de
um dtomo em seu espectro, e, por essa razio, é ra-
zoével que a palavra spectrum seja usada para desig-
nar o conjunto dos autovalores de uma matriz (ou
operador).

s

=

%WMW%% SRR

o]

ko4
Feorema Espectral

TEOREMA 4 O

Seja A uma matriz real nxn. Entdo, A serd simétrica se, e somente se, for ortogonalmente diago-
nalizével.

DEMONSTRACAO: J4 provamos a parte “se” como o Teorema 1. Para provar a implicacdo “somente se”,
procedemos por indugdo em n. Para n = 1, ndo ha nada a fazer, ja que toda matriz 1x1 j4 estd na forma diago-
nal. Assuma agora que toda matriz kxk real, simétrica e com autovalores reais seja ortogonalmente diagona-
lizavel. Considere n = k + 1 ¢ A como uma matriz real simétrica nxn com autovalores reais.
Seja Ay um dos autovalores de A, e seja v; um autovetor correspondente.

m-»> Entdo v; € um vetor real (por qué?), e podemos assumir que v; é um vetor unitério, porque, se néo fosse,
poderfamos normalizé-lo e ainda terfamos um autovetor correspondente a A;. Usando o processo de
Gram-Schmidt, podemos estender v; a uma base ortonormal {vy, v, ..., ¥,;} de R Agora formamos a matriz

Q1 :[Vl Y2 ... Vn]

Entéo, O € ortogonal, e

[vi ] vi
vi Vi
T — —
Ql AQl - : A[Vl ¥ Vn] - : [Avl AVZ Avn]
T T
L ¥y Vo
- v{ -
T
v2
= : [)\1V1 AVZ AV”]
T
L ¥y
AbE
— 1 ....... =B
L 0 ! A1

pois v{(Aiv1) = M(viv)) = Ay(vi- vi) = A e v/(Av) = M(v/wi) = M(v;- vi) = O para i # 1, pois {v}, 3, ..., v,} é um
conjunto ortonormal.
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B" = (07A0)" = Q[A"(0)" = Q[ AQ, = B

e, portanto, B € simétrica. Logo, B tem a forma
de blocos

e Aq é simétrica. Além disso, B € semelhante

==>  a A (por qué?), por isso o polindmio carac-
' teristico de B € igual ao polindmio caracteris-
"y, tico de A, pelo Teorema 2 da Segdo 4.5. Pelo
Exercicio 39 da Se¢éo 4.4, o polindmio carac-
teristico de A1 divide o polinémio caracterfs-
tico de A. Segue que os autovalores de A
também sdo autovalores de A, e sdo, por-
tanto, reais. Também vemos que os elemen-

tos de A sdo reais. (Por qué?) Assim, 4, é
uma matriz kxk simétrica, real e com auto-
valores reais, e entdo a hipdtese de inducio
aplica-se a ela. Logo, existe uma matriz or-
togonal P, tal que PJA{P, é uma matriz
diagonal — digamos, D. Agora, considere

]

Entéo, O, € uma matriz ortogonal (k + 1)x(k + 1),
e, conseqiientemente, Q = Q;Q, também €. Assim,

1.0

2= {oepz

Q"AQ

110 [)\15 0“1; 0
__03155} 0iAlloip,
(M0

a _"6"“}53""2{}32}

_ [ OJ

“leip

que ¢ uma matriz diagonal.

(Qle)TA(Q1Q2) = (QzTQ¥

Em uma conferéncia ministrada na Universidade de Géttin-
gen, em 1905, o matemitico alemio David Hilbert
(1862—1943) considerou operadores lineares agindo
em certos espagos vetoriais de dimensio infinita. Nes-
sa conferéncia, surgiu a no¢io de formas quadriticas
em infinitas varidveis, e esse foi o contexto em que
Hilbert usou pela primeira vez o termo spectrum com o
significado de conjunto completo de autovetores, Os es-
pagos em questdo sao chamados espacos de Hilbert.
Hilbert fez grandes contribuicdes a muitas 4reas da
matemdtica — entre elas, equagdes integrais, teoria
de ndmeros, geometria e fundamentos da mate-
matica. Em 1900, no Segundo Congresso Inter-
nacional de Matematica, em Paris, Hilbert apresentou
o artigo “Os problemas de matemitica”. Nele, desa-
fiava matematicos a resolver 23 problemas de im-
portancia fundamental para o século seguinte. Varios
problemas foram resolvidos — foi provado que alguns
eram verdadeiros, e outros, falsos —, e alguns podem
nunca ser resolvidos. Entretanto, a conferéncia de
Hilbert deu energia a comunidade matematica e é fre-
glientemente considerada a mais influente palestra
dada em matematica.

g

VA(Q105) = 03(QTAQ)Q, = QI BO,

J

Isso completa o passo de indugdo, e concluimos que, para todo n = 1, uma matriz

simétrica real nxXn com autovalores reais € ortogonalmente diagonalizavel. ¢

(EXEMPLO 3 Diagonalize ortogonalmente a matriz

—_ N
[ N
N
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SOLUCAO: Essa é a matriz do Exemplo 2. J4 encontramos os auto-subespacos de 4, que séo

1 -1 -1
E,=ger| |1 e L =ger 01, 1
1 1 0
Precisamos de trés autovetores ortonormais. Primeiro, aplicamos o Processo de Gram-Schmidt a
F1 S
0 e 1
1 0
& _ o
: 1 .
para obter 0| e 1
L 1] L~3 ]
, -1
m> O novo vetor, que foi construido para ser ortogonala | 0 |, estd ainda em Ej (por qué?), e entéo
1
1
€ ortogonal a | 1 |. Logo, temos trés vetores mutuamente ortogonais, e tudo o que precisamos é
1

normaliza-los e construir uma matriz Q com esses vetores como suas colunas. Vemos que

UVv3 —-1v2 -1V6
Q=|1V3 0 2/V6
| VAVERES VAV RS VAV

e verificamos diretamente que

4 0 0

: Q"AQ =10 1 0
. 00 1 s

O Teorema Espectral permite-nos escrever uma matriz simétrica real A na forma A = QDQ7, onde Q é

ortogonal e D € diagonal. Os elementos na diagonal de D s3o exatamente os autovalores de A, ¢, se as colunas
de Q s@o os vetores ortonormais qy, ..., g,, entdo, usando a representagio coluna-linha do produto, temos

Ay 0 ‘ﬁ‘
A=0DQ"=[q, - q, ¢ . ]
0 /\” (lz
qi
:[)\1(H1 /\nqn] :
q

Mgl + Agog) + o+ R

il

Isso ¢ chamado de decomposigdo espectral de A. Cada um dos termos Aqq/ é uma matriz de posto 1,
pelo Exercicio 56 da Secdo 3.5, e q,q/ é exatamente a matriz da projecdo sobre o subespaco gerado por ¢;.
(Veja o Exercicio 25.) Por essa razio, algumas vezes nos referimos 4 decomposiciio espectral

A= g + gl o+ Ag,g)

como o Teorema Espectral na forma de projecoes.
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EXEMPLO 4 Encontre a decomposi¢do espectral da matriz A do Exemplo 3.

SOLUCAO: Do Exemplo 3, temos que

A = 4, A =1, A o=1
V3 -1/V2 -1/V6
qQ=|UV3|, q= 0 |, = 2/V6
V3 V2 -1/V6
Logo,
[1/V3 173 13 1/3
Qg = | UV3|[UV3Z UV3 V3] =|13 13 13
L1/V3 13 13 1/3
[ —1/V2] 172 0 -1/2 )
©= 0 |[-UVZ 0 —-UV2]=| 0 0 0
L V2] -1/2 0 12 \
[—1/V6] Ve -13  1/6 t
GeS = | 2VE|[-UVE 2VE ~1VEl=|-13 23 -1/3
L —1/V6] V6 —13  1/6 ;
de modo que :
)
A= Mg + Mg + Aqaql
N 3 0 -3 s 3%
=43 5 3|+] 00 o]+ |- 2z -1
I B -2 0 3 i B
0 que pode ser facilmente verificado.

Neste exemplo, A, = A3, de modo que poderfamos combinar os dois Gltimos termos, A,q.q} + Aqsqs, para
obter

!
|

|
W W= AN
|

RN W= L

|
I

= LN s

A matriz de posto 2 g,q} + q3¢] € a matriz da projegdo sobre o subespaco bidimensional (isto €, o plano) ge-
rado por qq e . (Veja o Exercicio 26.) L 4 -

Observe que a decomposigiio espectral expressa uma matriz simétrica A explicitamente em termos de
seus autovalores ¢ autovetores. Isso nos fornece uma maneira de construir uma matriz com os autovalores e
autovetores (ortonormais) dados.

EXEMPLO 5 Encontre uma matriz 2x2 com autovalores A =3e Ay=-2 e autovetores correspondentes

vl ol

SOLUGAO: Comegamos normalizando os vetores para obter uma base ortonormal {qy, ¢z}, com

Il
-
Ui L
[T

[¢]

=]
[N

I
| —

|

G
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Agora, calculamos a

A= Nqugl + Mgl

)

5
4

5

]

il

il

wios S Bla )

matriz A, cuja decomposicdo espectral €

E fAcil verificar que A tem as propriedades desejadas. (Faca isso.)

€ EXERCICI0S 5.5 ¢

Diagonalize ortogonalmente as matrizes nos Exercicios de 1
a 10, encontrando uma matriz ortogonal Q e uma matriz dia-
gonal D de modo que que QTAQ = D.

4 1 -1 3
1. A= L A=
A_14} 2A_3~1_

1 V2 9 —2]
3L A= 4, A =

LV2 0} -2 6]

5 0 0 2 3 0]
5. A=10 1 3 6. A=|3 2 4

0 3 1 10 2 2]

T 10 —1 1 2 2]
7.4=| 01 0 8. A=[2 1 2

-1 1 12 2 1]

110 0 2.0 0 1

1100 10 1 0 0
2A4=1001 1 IO'A‘—0010

L0 0 1 1 100 2

11. Se b # 0, diagonalize ortogonalmente a matriz

5

12. Se b # 0, diagonalize ortogonalmente a matriz

a b
b a

A

a 0 b
A 0 a 0.
b 0 a

13. Sejam A e B matrizes ortogonalmente diagonalizdveis
nxn, e cum escalar. Use o Teorema Espectral para provar
que as seguintes matrizes sdo ortogonalmente diagona-
lizaveis:
() A+ B ®) cA (c) A?

14. Se A é uma matriz invertivel ortogonalmente diagonali-
zével, mostre que A~! é ortogonalmente diagonalizdvel.

15. Se A e B sdo matrizes ortogonalmeﬂte diagonalizdveis
com AB = BA, prove que AB € ortogonalmente diagonali-
zavel.

16. Se A ¢ uma matriz simétrica, mostre que todo autovalor
de A é ndo negativo se, e somente se, A = B> para alguma
matriz simétrica B.

Nos Exercicios de 17 a 20, encontre a decomposigdo espec-
tral da matriz no exercicio dado.

17. Exercicio 1 18. Exercicio 2

19. Exercicio 5 20. Exercicio 8

Nos Exercicios 21 e 22, encontre uma matriz simétrica 2 X 2
com autovalores M e Ay e autovetores ortogonais correspon-
dentes vy e v».

1 1
21' )\1 = *1:)\2 = 2,V1 = |:1}7V2 = |:_1:|
1 -2
22. )‘1 = 3) )\2 = _35 V1 = |i2:|7v2 = |: 1:|




Nos Exercicios 23 e 24, encontre uma matriz simétrica 3x3
com os autovalores hj, Ay e A3 e autovetores ortogonais
correspondentes Vi, ¥ € Va.

1
23-)\1:1,)\2:2,)13:3,"1: 1 sV = - N
0
-1
V3 = 1
4 -1
24-)\120,)\2:’—4,)\3: 4,V1“‘ 5 , Vp = 1 R
-1 1
2
V3 = -1
3

25. Sejam g um vetor unitdrio em R” e W o subespago ge-

5.6 Aplicacoes

Codigos Duais

' o mais importante deles.
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rado por q. Mostre que a projegdo ortogonal de um vetor
v sobre W (como definida nas Segées 1.3 e 5.3) é dada por

projw(v) = (qq")v

e que a matriz da projegdo € qq’. (Sugestdo: lembre-se de
que,paraxeyem R”, x-y =xTy))

26. Sejam {q, ..., ¢} um conjunto ortonormal de vetores
em R" e W o subespago gerado por esse conjunto.

(a) Prove que a matriz da proje¢do ortogonal sobre W &
dada por

P= qqi + -+ qqf

(b)Prove que a matriz da projecio ortogonal P da parte (a)
é simétrica e satisfaz P>~ P

(©Seja @ =[q; ... g]a matriz nxk cujas colunas formam
a base ortonormal de W. Mostre que P = Q07T ¢ deduza
que posto(P) = k.

27. Seja A uma matriz real nxn, cujos autovalores sdo todos
reais. Prove que existe uma matriz ortogonal Q e uma matriz
triangular superior T tais que Q”AQ = T. Esse resultado muito
1til € conhecido como Teorema de Triangularizacio de Schur.
(Sugestio: adapte a demonstracio do Teorema Espectral.)

xistem muitas maneiras de construir novos cédigos através dos antigos. Nesta se¢do, consideraremos

Primeiro, precisamos generalizar os conceitos de matriz geradora e de uma matriz de verificacdo de pari-
dade para um cédigo. Lembre-se de que (Se¢do 3.7) uma matriz geradora padrdo para um cédigo € uma ma-

triz nxm da forma

G =

II)I ]
A

e uma matriz de verifica¢do de paridade padrdo é uma matriz (n —m)xn da forma

P = [B § I)'l“l”]

Observe que, pela forma dessas matrizes, podemos garantir que as colunas de G e as linhas de P

-

¢

sdo linearmente independerites. (Por qué?) Ao provarmos o Teorema 1 da Segdo 3.7, provamos que

-—&——-——_



