“... e aquele escocés dos escoceses,

o esperto Douglas,

que sobe colinas perpendiculares acima
montado a cavalo...”

~ William Shakespeare
Henrigue 1V, Parte [

Ato 11, Cena IV

(tradugdo: Barbara Heliodora,
Editora Nova Aguilar S.A.)

5.1 Introduciao: Sombras em uma Parede

este capitulo, estenderemos a no¢do de projegdo ortogonal que encontramos primeiro no Capitulo 1
e depois no Capitulo 3. Até agora, discutimos apenas a proje¢do ortogonal sobre um Unico vetor
(ou, equivalentemente, o subespaco unidimensional gerado por esse vetor). Nesta se¢do, veremos a
poss1b1hdade de achar férmulas andlogas para a proje¢édo sobre um plano de R3. A Figura 1 mostra o que
acontece, por exemplo, quando raios de luz paralelos criam uma sombra em uma parede. Um processo
semelhante ocorre quando um objeto tridimensional é exibido em uma tela bidimensional, tal como o
monitor de um computador. Mais tarde, neste capitulo, consideraremos essas idéias em total generalidade.

Figura | Sombras em uma parede séo projegdes
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Para comecar, vamos rever o que jd sabemos sobre proje¢des. Na Seg¢éo 3.6, mostramos que, em R2, a

. At N . d
matriz candnica de uma projecio sobre uma reta que passa pela origem e com vetor d = [dl é
2

» 1 [ d dldz} _ { SN2+ B didyf(d] + d%)}

T &+ dldd, ddy)( + d3)  dY(d + d3)

Assim, a projegdo do vetor v sobre essa reta ¢ exatamente Pv.

Problema 1: Mostre que P pode ser escrita na forma equivalente

[ cos’ o cos @ sen 6}
cos 0 sen sen® 0

=35> (O que @ representa aqui?)

Problema 2: Mostre que P também pode ser escrita na forma P =wu’, onde u é um vetor unitdrio na diregdo de d.

. 3 .
Problema 3: Usando o Problema 2, ache P ¢ a projegéo de v = [_ 4] sobre as retas com os seguintes vetores

dire¢fo unitarios:
o[ 2 oeef] eee[]

Problema 4: Usando a forma P = un’, mostre que (a) PT = P (isto é, P € simétrica) e (b) P2 =P(istoé, Pé
idempotente).

LAl e
Uil Al

Problema 5: Quando P é uma matriz de projecdo 2X2, a reta sobre a qual ela projeta vetores € o espago co-
luna de P. Explique por qué.

Agora vamos mudar para R3 e considerar projecdes sobre planos que passam pela origem. Investigaremos
vérias abordagens.

A Figura 2 mostra uma maneira de se proceder. Se ? € um plano que passa pela origem em R3 com vetor
normal m e v é um vetor em R?, entfio p = projg(v) é um vetor em & tal que v —cn = p para algum escalar c.

Figura 2 Projecfio sobre um plano

Problema 6: Usando o fato de n ser ortogonal a todo vetor em P, encontre ¢ tal que v — cn = p para obter

uma expressdo para p em termos de v e .
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Problema 7: Use o método do Problema 6 para achar a projecio de

<
Il
<

=2
sobre os planos com as seguintes equacoes:
(@ x+y+z=0 (b)) x—22z=0 (c)2x—=3y+z=0
Outra abordagem para o problema de encontrar a proje¢do de um vetor sobre um plano é a sugerida

pela Figura 3: podemos decompor a proje¢do de v sobre & na soma de suas proje¢des sobre os vetores dire-
tores de . Isso dd certo apenas quando os vetores diretores sdo ortogonais e unitarios.

Figura 3

Assim, sejam w; e w vetores diretores de % com a propriedade
o =jw) =1 e u-u,=0
Pelo Problema 2, as proje¢des de v sobre u; e m, sdo

pr=uulv ¢ p,=mulv

respectivamente. Para mostrar que py + p; é a projecdo de v sobre P, precisamos provar que v —
==3> (g + P) € ortogonal a P. E suficiente provar que v — (p; + p) € ortogonal a w; e a wy . (Por qué?)

Problema 8: Mostre que w; - (v = (p1+ p2) =0 e wp- (v — (py + po) = 0. (Sugestdo: use a forma alternativa do
produto escalar x’y = x - y junto com o fato de u; e m, serem vetores unitrios ortogonais.)

De acordo com o Problema 8 e os comentérios que o precedem, a matriz da projecio sobre o subespaco
P de R3 gerado pelos vetores ortogonais wy € uy é

P = uu + wu! )

Problema 9: Refaca o Problema 7 usando a férmula dada pela equagéo (1). Use 0 mesmo v e use u; e uy,
como indicado a seguir. (Primeiro verifique que w; e u, sdo vetores unitarios ortogonais no plano dado.)

~2/V6 0
(@ x+y+z=0 com wu = V6| e wu, = 1/V2
1/V6 -1/V2




5.2 Ortogonalidade em R" 323

21V5 0
(b) x—2z=0 com w =| 0 e uw=|1
1/V5 0
V3 21V6
() 2x—3y+z=0 com w =|-1U/V3| e m=| 1V6
1/V3 -1/V6

Problema 10; Mostre que a matriz de projecio dada pela equagio (1) satisfaz as propriedades (a) e (b) do
Problema 4.

Problema 11: Mostre que a matriz P de uma proje¢éo sobre um plano em R3 pode ser expressa como
P=AAT

onde A é uma matriz 3X2. (Sugestdo: mostre que a equagio (1) ¢ uma expansdo em produto externo.)

Problema 12: Mostre que, se P é a matriz de uma proje¢do sobre um plano em R3, posto (P) = 2.

Neste capitulo, veremos os conceitos de ortogonalidade e projecdo ortogonal com grandes detalhes.
Veremos que as idéias introduzidas nesta se¢do podem ser generalizadas e tém muitas aplicagdes importantes.

5.2 Ortogonalidade em R”

esta secdo, generalizaremos a nogdo de ortogonalidade de dois vetores em R” para um conjunto de
vetores. Ao fazer isso, veremos que duas propriedades tornam a base canonica {ei, ey, . . ., €,} de R”
facil de ser manipulada: primeiro, dois vetores distintos quaisquer sdo ortogonais; segundo cada ve-
tor no conjunto ¢ unitario. Essas duas propriedades nos levam as nogdes de bases ortogonais e bases orto-
normais — conceitos que poderemos usar em uma grande variedade de aplicagdes.

Conjuntos Ortogonais e Ortonormais de Vetores

Definicao Um conjunto de vetores {vy, vo, ..., v;t em R" é chamado de conjunio ortogonal
J 1 V2 k
quando todos os pares de vetores distintos no conjunto sdo ortogonais — isto &, quando

v;-vj=0sempre quei#j parai j=1,2,...,k

A base candnica {eg, €, ..., e,} de R" é um conjunto ortogonal assim como todos os seus subconjuntos.
Como o primeiro exemplo ilustra, existem muitas outras possibilidades.

EXEMPLO I Mostre que {v1,v,v3} é um subconjunto ortogonal de R* se

0 1
v = 1, =11}, n=|-1
-1 1 1
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SOLUCAO: Precisamos mostrar que todo par de vetores desse conjunto € ortogonal. Isso é verdade, pois

viev, =200) + 1) + (1)) =0
v =01 +1(-1)+ 1) =0
virvs=2(1) +1(-1) + (-1){(1) =0

\f)

Vi

Figura 1 Um conjunto ortogonal de vetores

Geometricamente, os vetores no Exemplo 1 sdo mutuamente perpendiculares, como mostra a Figura 1.

Uma das vantagens de trabalhar com conjuntos ortogonais de vetores é que eles sio linearmente inde-
pendentes, como mostra o Teorema 1.

€ TEOREMA |

Se {vi, v2, ..., v} € um conjunto ortogonal de vetores ndo nulos em R”, esses vetores sdo linear-
mente independentes.

DEMONSTRA@AO: Secy, ..., ¢, sdo escalares tais que ¢1vy +... + cvi = 0, entdo
(ctvi+ - +eve) - vi=0-v;,=0
ou, equivalentemente,
V- Vi) oo (Vi V) e (Ve Vi) =0 @)

Como {vy, vy, ..., v} é um conjunto ortogonal, todos os produtos escalares na equagéo (1) sio iguais a
zero, exceto v; - v;. Assim, a equacio (1) se reduz a

ci(vi-v) =0
Agora, v;+ v; # 0 pois, por hipétese, v; # 0. Logo, precisamos ter ¢; = 0. O fato de isso ser verdadeiro para
todoi=1,..., kimplica que {vy, v,, ..., ¥} € um conjunto linearmente independente. ¢
Observagéo: » Gracas ao Teorema 1, sabemos que, se um conjunto de vetores ndo nulos é ortogonal, ele

€, automaticamente, linearmente independente. Por exemplo, podemos deduzir imedia-
tamente que os trés vetores no Exemplo 1 sdo linearmente independentes. Compare
essa abordagem com o trabalho que precisdvamos ter para provar a independéncia linear
deles diretamente!
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Definicio Uma base ortogonal para um subespago W de R” ¢ uma base de W que € um conjunto
ortogonal.

EXEMPLO 2 Osvetores

2 0
Yy = 1 , Vo = 1 , V3 = -1 i
-1 1 1

do Exemplo 1 sdo ortogonais, e, portanto, linearmente independentes. Como trés vetores quaisquer linear-
mente independentes em R formam uma base de R3, pelo Teorema Fundamental das Matrizes Invertiveis,
segue que {v; v,  v3} é uma base ortogonal de R3.

EXEMPLO 3 Encontre uma base ortogonal para o subespago W de R? dado por

X
W = ylix—y+2z=0
Z

SOLUCAO: A Secdo 5.4 da um procedimento geral para resolver esse tipo de problema. Por ora, encon-
traremos uma base ortogonal na forca bruta. O subespaco W é um plano que passa pela origem em R3. Da
equagdo do plano, temos que x = y — 2z, €, assim, W consiste nos vetores da forma

y — 2z 1 -2
y =yjli+z 0
Z 0 1
1 =2
Segue queu = |1|ev=| 0 |formam uma base para W, mas eles ndo s&o ortogonais. E suficiente encontrar
0 1

outro vetor em W que seja ortogonal a qualquer um desses.

X
Suponha que w = | y | seja um vetor em W ortogonal a u. Entdo, x — y + 2z =0, jd que w estd no plano W.
z

Como u- w = 0, também temos que x + y = 0. Resolvendo o sistema linear

x-y+2z=0
X+y =0

m=p>  encontramos x =-z e y = z. (Verifique isso.) Entéo, qualquer vetor ndo nulo w da forma

-z
W = Z
z
-1
servird. Podemos tomar, por exemplo, w = 1 | E facil verificar que {u, w} é um conjunto ortogonal em W,
1

e, conseqiientemente, uma base ortogonal para W, ja que dim W =2.

[

e S
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Outra vantagem de trabalhar com uma base ortogonal é que as coordenadas de um vetor em relagdo a
tal base sdo faceis de calcular. De fato, existe uma férmula para essas coordenadas, como o proximo teo-

rema estabelece.

TEOREMA 2
Seja {vi, v2, .-+ v, } uma base ortogonal de um subespaco W de R” e w, um vetor em W. Entio,
os Unicos escalares ¢y, ..., ¢, tais que

W=CV+... FCYg
sdo dados por

VARA . .
¢g=— para i=1,...,k
VitV
DEMONSTRACAO: Como {v{, ¥, . . ., v} € uma base de W, existem escalares cy, . . ., ¢, unicamente determi-

nados, tais que w = ¢jvy +... + ¢;v;(do Teorema 11 da Segéo 3.5). Para estabelecer a férmula para c;, efetua-
mos o produto escalar da combinagio linear anterior por v; para obter

Wy = (vt )
=cy(vi V) F oo oV i) o eV i)

= c(v;*vy)

jaquev;-v; =0sei#j. Comov;#0,v;v;#0. Dividindo porv; - v;, obtemos o resultado desejado. ¢

1
EXEMPLO 4 Encontre as coordenadas do vetor w= | 2| com respeito a base ortogonal 5 = {vy, v2, v3}
dos Exemplos 1 e 2. 3

SOLUCAQ: Usando o Teorema 2, calculamos

C_w-v1_2+2—3_1
YTyewy  4+1+1 6
C:w-v2h0+2+3_§
vy, O0+14+1 2
c__w-v3_1—2+3_g
3 V3° V3 1‘|‘1+1 3

Entao,

f N
W = Clvl + [5A%) + C3Vy = ng + §V2 -+ %V:;

> (Verifique isso.) Com as notagdes da Se¢do 3.5, podemos também escrever a equagao anterior como

[w]s =

LAND B[ SN—

Compare o procedimento no Exemplo 1 com o trabalho necessario para achar essas coordenadas direta-
mente. Vocé comegaré a apreciar a utilidade das bases ortogonais.
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Como observado no inicio desta secfo, a outra propriedade da base canénica de R” ¢ que cada vetor per-
tencente a ela é unitario. Combinando essa propriedade com a ortogonalidade, temos a seguinte definiggo:

Definicio Um conjunto de vetores em R" serd um conjunto ortonormal se for um conjunto or-
togonal de vetores unitarios. Uma base ortonormal para um subespaco W de R” é uma base de
W que € um conjunto ortonormal.

Observagdo: ¢ Se S={qy, ..., i} € um conjunto ortonormal de vetores, entdo q;- ;=0 parai=je |q] =
1. O fato de cada g; ser um vetor unitdrio é equivalente a ¢;- ¢; = 1. Conseqiientemente,
podemos sumarizar a afirmacéo de que S € ortonormal como

_J0 se i#F]j
G U= se i=j

EXEMPLO 5 Mostre que S = {q, q»} é um subconjunto ortonormal de R> se

1/V3 1/vV6
q=|-1UV3| e q=12/V6
V3 1/V6

SOLUCAQ: Verificamos que

4 g = UVIS — 2/VI§ + 1/VI8 = 0
Qg =13+13+13=1

Quando temos um conjunto ortogonal, podemos obter facilmente dele um conjunto ortonormal: sim-
plesmente normalizamos cada vetor.

EXEMPLO 6 Construa uma base ortonormal para R* usando os vetores do Exemplo 1.

SOLUCAO: Como j4 sabemos que vy, v, e v3 formam uma base ortogonal, nds os normalizamos para obter

. 2 216
NS TG 1{=| 1UV6
" -1 ~1V6

Q= ! v, = 1 (; 1/3/5

2T TR E T s =

”V2” \/i_l 1/-\/2
1 . 1 1/V3
: gy =—Ww=— —1|= -1/V3
H ”V?," \/g_ 1 1/-\/§

Entdo, {q1, ¢ ,q3 } € uma base ortonormal para R>,

Como todo conjunto ortonormal de vetores é, em particular, ortogonal, ele é lincarmente independente

pelo Teorema 1. Tendo uma base ortonormal, o Teorema 2 fica mais simples.

} |
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TEOREMA 3
Seja {q, qz, - - - » g} uma base ortonormal para um subespago W de R" e w, um vetor em W. Entio

w=(W-q)q + (W @)+ ... +(W- Q)G

e essa representacdo € Unica.

DEMONSTRACAO: Aplique o Teorema 2 e use o fato de que ;- q;=lparai=1, ...,k &

Matrizes Ortogonais

Matrizes cujas colunas formam um conjunto ortonormal aparecem freqiientemente em aplicagdes, como
voc€ verd na Segdo 5.6. Essas matrizes tém varias propriedades atraentes, que vamos agora examinar.

€ TEOREMA 4

Seja Q uma matriz m Xn. Suas colunas formam um conjunto ortonormal se, e somente se, 07Q = [,..

DEMONSTRACAO: Precisamos provar que

(QTQ)i/' = {(1) e 1)

se =]

Denotemos por q; a i-ésima coluna de Q (e entéo a i-ésima linha de Q7). Como o elemento (i, j) de Q7Q é o
produto escalar da i-ésima linha de Q7 pela j-ésima coluna de Q, segue que

Q1) =q; g 2) |

pela defini¢fo de multiplicagdo de matrizes. Agora, as colunas de Q formam um conjunto ortonormal se e

somente se
_J0 se i#j
VU= se i= j

0 que, pela equagio (2), vale se e somente se
0 L
(QTQ)[/ -~ {1 S€ ! ]

se i=j

Isso completa a demonstragdo. €

Se a matriz Q no Teorema 4 é uma matriz quadrada, ela recebe um nome especial.

Definicio Se Q é uma matriz nxn cujas colunas formam um conjunto ortonormal, entdo ela é
chamada matriz ortogonal.!

O fato mais importante a respeito de matrizes ortogonais ¢ dado pelo teorema a seguir.

1

Essa ndo € uma terminologia muito adequada. “Matriz ortonormal” seria certamente um termo melhor, mas nio ¢ usado. Além disso,
ndo hd nenhum termo para designar uma matriz nio quadrada com colunas ortonormais.
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€ TEOREMA 5

Uma matriz quadrada Q € ortogonal se e somente se o-t=0m
DEMONSTRACAQ: Pelo Teorema 4, Q € ortogonal se, e somente se, QTQ=I. Isso é verdade se, e somente
se, O é invertivel e O -1 = 07, pelo Teorema 8 da Segdo 3.4 &

EXEMPLO 7 Mostre que as matrizes seguintes sdo ortogonais e encontre suas inversas.

senf cosd

O O
S =D

{cos@ —sen()}
e B=

SOLUCAO: As colunas de A sdo exatamente os vetores da base candnica de R®, que é claramente ortonor-
mal. Logo, A é ortogonal e

0 01
A'=AT=|1 0 0
01 0
Para B, verificamos diretamente que
BTR - [ cosf sen 9} [cos 6 —sen 0}
—senf cos@][senf cosb
_[ cos? @ + sen” 6 —cos @ sen 6+ sen f cose}_[l 0}’1
—sen @ cos @ + cos sen § sen’f + cos” 6 0 1
Assim, B é ortogonal, e, pelo Teorema 5, temos que
Bl BT = { cos 0 sen@}
—send cosé
Observagao: ¢ A matriz A do Exemplo 7 € um exemplo de matriz de permuta¢do — uma matriz obtida

pela permutagio de colunas de uma matriz-identidade. Em geral, qualquer matriz de
permutagio nxn é ortogonal (veja o Exercicio 25). A matriz B € a matriz de uma rotacao
de angulo @ em R% Qualquer rotagdo tem a propriedade de ser uma transformagdo que
preserva comprimentos (em geometria, conhecida
como isometria). O proximo teorema mostra que
toda matriz de transformagdo ortogonal é uma
isometria. Matrizes ortogonais também preservam
produtos escalares. Na verdade, elas séo caractert-
zadas por qualquer uma dessas duas propriedades.

A palavra isometria literalmente significa “medidas
iguais”, j4 que é derivada das raizes gregas isos
({34 b2l [y . 23
(“igual”’) e metron (“medida”).

€ TEOREMA 6

Seja Q uma matriz nxn. As seguintes afirmagdes sdo equivalentes:
a. Q ¢ ortogonal. '

b. |Ox|| =|x|| para todo x em R".

c. Ox-Qy=x-yparatodoxeyem R"

_
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DEMONSTRAGAO: Provaremos que (a) = (c) = (b) = (a). Para isso, precisaremos usar o fato de que, se x e y
sdo vetores (coluna) em R", entdo x-y =x'y.
(a) = (c) Assuma que Q & ortogonal. Entdo, Q70 =1, e temos

Ox- Qy=(0x)Qy=x'0"Qy =x"Ty=x"y=x-y

(c) = (b) Assuma que Ox- Qy =x-y para todo x e y em R". Entdo, tomando y = x, temos Ox- QX = X X, por
isso |Ox] = VOx-Ox = Vx-x = |x].
(b) = (a) Considere valida a propriedade (b) e que ¢; denota a i-ésima coluna de Q. Usando o Exercicio 49 da
Se¢do 1.3 e a propriedade (b), temos
x-y = a(lx + yI* = Ix = yI”)
=(lex + p)I* = 12x ~ 9I°)
1

s(lox + Qy)* - |ox — Qy)?)
= Qx-Qy

para todo x e y em R".[Isso mostra que (b) = (c).]
Agora, se e; & 0 i-ésimo vetor da base canonica, q; = Qe;. Conseqilentemente,

0 se [#]
1 se i=j

9, q; = Qe;- Qe; = ef"ej:{

As colunas de Q formam, portanto, um conjunto ortonormal, ¢ Q é uma matriz ortogonal. €

Olhando as matrizes A e B do Exemplo 7, vocé pode notar que nio apenas suas colunas formam conjun-
tos ortonormais, mas também suas linhas. Na verdade, toda matriz ortogonal tem essa propriedade, como
mostra o proximo teorema.

€ TEOREMA 7

Se O € uma matriz ortogonal, entdo suas linhas formam um conjunto ortonormal.

DEMONSTRAGAO: Pelo Teorema 5, sabemos que Q! = Q7. Logo,
@)= '=0=@)

e assim Q7 € uma matriz ortogonal. Ento, as colunas de QT — que sdo exatamente as linhas de Q — for-
mam um conjunto ortonormal. €

O teorema final desta secdo lista algumas outras propriedades de matrizes ortogonais.

€ TEOREMA 8

Seja O uma matriz ortogonal.

a. 0! é ortogonal.

b.det Q =+1

c. Se A € um autovalor de Q, [A] = 1.

d. Se Q1 e Q, sdo matrizes ortogonais nxn, Q;Q, também é.
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DEMONSTRACAQ: Provaremos a propriedade (¢) e deixaremos as demonstracdes das outras €como exercicios

(c) Seja A um autovalor de ) com um autovetor correspondente v. Entdo, Qv = Av, e, usando o Teorema 6 (b), temos

vl = Qv = AVl = A vl

Como ||[v]| 20, || Av]|=1. ¢

Observagdo: ¢ A propriedade (c) continua verdadeira para autovalores complexos. A matriz

0 —-1], . : ‘ .
[1 O} ¢ ortogonal com autovalores i e — i, ambos com médulo igual a 1.

EXERCICIOS 5.2 €

Nos Exercicios de 1 a 6, determine quais conjuntos de ve-
tores sdo ortogonais.

Nos Exercicios de 11 a 15, determine se o conjunto ortogo-
nal de vetores dado é ortonormal. Caso ndo seja, norma-

37211 1 T 47 =17 727 lize os vetores para formar um conjunto ortonormal.
1.. 1 5 4 3 —1 2. 2 5 2 N 1 ra _4 ri L
Lo2] 2 -5 0] L2] 11 ZH 3} 12. %H %}
B - _ i B B _ L5 5 L2 2
3 -1 2 5 1 3 - 1 .
- - = 0 L
3.0 1| 2L|-2| al3l|-2l] 1 17 3] 1 )]
-1l L 1)L o4 L1d L 1) [-1. 13|35 2 4. L2l
I, 2 0 s 2 3 6
2 -2 —4 -3 - 2 i 1 —1L
L 2 3 6
3 -6 ~ _
5. , ; 172 0 V3/2 0
-1 -1 2
- 15 1/2 V6/3 -V3/6 0
- T =12 ) 1/Ve6 |’ \V3/6 1/1V2
1 Ot L owv2d L-uve ] L-v3e] Luva
p 0 -1 1 0
-1 10117 1
1 0 5 Nos Exercicios de 16 a 21, determine se a matriz dada é or-

Nos Exercicios de 7 a 10, mostre que os vetores dados

togonal. Caso seja, ache sua inversa.

formam uma base ortogonal para R? ou R3. Entdo, use 0o 1, [O 1} 17. [ vv2 1/\/5}
Teorema 2 para expressar w como combinacdo linear dos 1o ~1V2 11V2
vetores dessa base. Dé o vetor de coordenadas [w)z de w ! 12
em relagdo d base B = {vy, v,} de RZ ou B = {vy1, v2, v3} 18. % _% %
de R3. -1 o9t
4 1 1 cos@sen® —cosf  —sen’d
7w = { 2}"’2: [2};“': [_3} 19.| cos’ sen® —cos@ senf
sen 6 0 cos @
8. v = 1}"/2:{—6}“{:{1} S S U
3 2 1 2 2 3 2
1 1 L1
SRR R B AR IS N
9, v, = ObLw,=12|,s=|—-1|)w= z ; _z g
- 1 - - 10 0 1Ve
I 1] [ 1] 1] 0 23 UVZ 1UV6
10. v, = =] ~1lwn=| 1liw= 2 2. 0 —2/3 1/V2Z —-1UV6
L1 0 L—=2] L3 Lo 13 0 V2
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23, Prove o Teorema 8(a). 23. Prove o Teorema 8(b).

24, Prove o Teorema 8(d).

25, Prove que toda matriz de permutagéo é ortogonal.

26. Se O é uma matriz ortogonal, mostre que toda ma-
triz obtida de Q por rearranjo de suas linhas também €

ortogonal.

27. Seja Q uma matriz 2x2 ortogonal e scjam x e y vetores
em R2. Se 9 ¢ o angulo entre x e y, mostre que o angulo
entre Ox e Qy também ¢ 0. (Isso prova que transfor-
macdes lineares definidas por matrizes ortogonais preser-
vam dngulos em R?, um fato que é verdadeiro em geral.)

28. (a) Mostre que uma matriz ortogonal 2x2 tem neces-
sariamente a forma
-
b —a

b a
al , e
onde { b} € um vetor unitario.

(b) Usando a parte (a), mostre que toda matriz ortogonal
2x2 tem a forma

{cos 9

—sen 9} {cos 0
u
sen 6

sen 0 }
cos 6 sen 6

—cos 0
onde 0< 0 <2x;.

(c) Mostre que toda matriz 2x2 ortogonal corresponde a
uma rotagfo ou a uma reflexdo em R?.

(d) Mostre que uma matriz 2x2 ortogonal O corresponde
a uma rotagio em R%se det Q = 1, e a uma reflexdo em R?
sedet Q =-1.

Nos Exercicios de 29 a 32, use o Exercicio 28 para determi-
nar se a matriz dada representa uma rota¢iio ou uma re-
flexdo. Caso seja uma rotagdo, determine o dngulo de ro-
tacdo; caso seja uma reflexdo, dé a reta de veflexdo.

29 [1/\/2 ~1/\/§} 30 [ —12 \/5/2}
R TAV/ R VAVD) T L-V32 -1
~1/2 \/’3/2} {—2 aﬂ
. 32. :
3t {\/3/2 1/2 -4 3

33. Sejam A e B matrizes ortogonais nxn.

(a) Prove que A(A”+ BT)B=A + B.

(b) Use a parte (a) para provar que, se det A + det B = 0,
entdo A + B ndo ¢ invertivel.

34, Seja x um vetor unitdrio em R". Decomponha x como

X1
x=| | = H
: y
‘x”
Seja
X yT

Q _ ...,..éw.A.A..,,,.,,.<,..,A. I""“)“"";"
v I~ - yy

Prove que Q ¢é ortogonal. (Esse procedimento fornece um
método rdpido para achar uma base ortonormal de R”
com um primeiro vetor prescrito x, uma construgio que é
freqiientemente 1til em aplicagdes.)

5.3 Complementos e Projecoes Ortogonais

Complementos Ortogonais

esta se¢do, vamos generalizar dois conceitos que encontramos no Capftulo 1. A nog¢do de um vetor
ser normal a um plano serd estendida para complementos ortogonais, e a projecdo de um vetor sobre
outro dar4 origem ao conceito de proje¢do sobre um subespago.

Um vetor normal n a um plano é ortogonal a todo vetor nesse plano. Se o plano passa pela origem, ele €
um subespago W de R?, assim como ger(n). Temos entéo dois subespagos de R?, com a propriedade de que
todo vetor em um deles € ortogonal a todo vetor no outro. Essa € a idéia por trds da seguinte definicdo.
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Definiciao Seja W um subespaco de R”. Dizemos que um vetor v em R" € ortogonal a W se v for
ortogonal a todo vetor em W. O conjunto de todos os vetores ortogonais a W é chamado de
complemento ortogonal de W, denotado por W L2 1sto é,

Wo={vem R":v-w=0paratodowem W}

EXEMPLO | Se W é um plano que passa pela origem em R3 e se € & areta que passa pela origem e é per-
pendicular a W (isto ¢, paralela ao vetor normal a W), entéo todo vetor v em £ é ortogonal a todo vetor w em
W; portanto, £ = W, Além disso, W consiste precisamente nos vetores w que sdo ortogonais a todo vetor v
em ¢; por isso temos também que W = ¢%. A Figura 1 ilustra essa situagfo.

Figura | £=Wle W=1¢!

No Exemplo 1, o complemento ortogonal de um subespago ¢ outro subespaco. Além disso, o comple-
mento do complemento de um subespago ¢ o subespago original. Essas propriedades sio vélidas em geral e
sdo as propriedades (a) e (b) demonstradas no Teorema 1. As propriedades (c) e (d) também serdo tteis.
(Lembre-se de que a intersec¢do A N B dos conjuntos A e B € o conjunto formado pelos seus elementos co-
muns. Veja o Apéndice A.)

€ TEOREMA | Seja W um subespago de R”.

a. Wt é um subespaco de R".

b.(Wht=w
c. W Wt ={0}
d. Se W = ger(wy, ..., W), entdo v estd em W se, e somente se, V- w; = Oparatodoi=1, ...,k

DEMONSTRACAO: (a) Como 0 - w = 0 para todo w em W, 0 estd em W'. Sejam u e v em W * e seja ¢ um es-
calar. Entao

u-w=v-w=0 paratodo w em W

Logo,
@+v) - w=u-w+v-w=0+0=0
eu+w estdem Wt
Também temos que
(cw)-w= c(u-w)=c(0)=0

onde vemos que cu estd em W+. Conseqiientemente, W+ € um subespago de R”.

2 Wt é pronunciado “W ortogonal”.

B Ry 22ooknn AR EOEImms e
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(b) Provaremos essa propriedade como o Corolério 4. -
(c) Pediremos que vocé prove essa propriedade no Exercicio 23.
(d) Pediremos que voce prove essa propriedade no Exercicio 24. €

Podemos agora expressar algumas relagdes fundamentais envolvendo os subespagos associados a ma-
trizes mxn.

TEOREMA 2

Seja A uma matriz mxn. O complemento ortogonal do espaco linha de A € o espago anulado
por A, e o complemento ortogonal do espago coluna de A é o espago anulado por AT

(lin(A)* = anul(A) e (col(A)- = anul(A7)
DEMONSTRACAQ: Se x é um vetor em R”, x ests em (lin(A))" se, e somente se, x é ortogonal a toda linha de A. Mas

isso ¢ verdade se, e somente se, Ax = 0, o que ¢ equivalente a x estar em anul(A), e, assim, provamos a primeira
igualdade. Para provar a segunda igualdade, basta substituir A por A” e usar o fato de que lin(AT)= col(A). ¢

Assim, matrizes mxn tém quatro subespacos: lin(4), anul(A), col(A) e anul(AT). Os dois primeiros sdo
complementares em R”, e os dois Gltimos, complementares em R”. A matriz A define uma transformacéio
linear de R" em R™ cuja imagem & col(A). Além disso, essa transformacfo linear manda anul(A)a 0 em R™. A

Figura 2 € um esquema para ilustrar essa idéia. Esses quatro subespacos sdo chamados subespacos funda-
mentais da matriz A mxn.

anul (A) anul (A7)

=1

S AN

linha (4) ‘ coluna(A)
Rll R”l

Figura 2 Os quatro subespagos fundamentais

EXEMPLO 2 Encontre bases para os quatro espagos fundamentais da matriz

1 3 1 6
— —

e 0 1 -1

-3 1 -2 1

4 16 1 3

e verifique o Teorema 2.
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SOLUCAO: Nos Exemplos 9, 11, e 12 da Segéo 3.5, calculamos bases para o espaco linha, o €spago coluna e o
espago anulado por A. Vimos que lin(4) = ger(uy, w, u3), onde

w;=[1010-1),u=[01203),u3=[001 4]

Além disso, anul(A) = ger(xy, x), onde

-1 1

-2 -3

x =1 1, x,=| 0
0 -4

0 1

Para mostrar que (lin(A))* = anul(A4), é suficiente provar que cada u; é ortogonal a cada x;, o que € um
==p>  exercicio facil. (Por que isso € suficiente?)
O espaco coluna de A € col(A) = ger(ay, ay, a3), onde

1 1 1
2 -1 1
a = 3P a = 5 Q= -2
4 1 1

Ainda precisamos calcular o espago anulado por A7. O escalonamento por linhas fornece

1 2 -3 4]0 100 1]0
1 -1 2 1]0 010 6|0
[A710]=(3 0o 1 6l0o|—>[0 0 1 3]0
1 1 -2 1]0 0000|0
6 -1 1 3]0 000 0|0

Assim, se y est4 no espaco anulado por A7, entfo y; = —ys, y2 = —6ys € y3 = —3y4. Conseqiientemente,

Y4 -1

6 -6

anul(A”) = 3;)4 = ger 3
~3y, -

Y4 1

e é facil verificar que esse vetor € ortogonal a a, a; e a3.
O método do Exemplo 2 ¢é facilmente adaptado a outras situagdes.

EXEMPLO 3 Seja W o subespaco de R’ gerado por

1 -1 0
-3 1 -1
w=| 5| wa=| 2| w=
0 -2 -1
5 3 5

Encontre uma base para W-.

e
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SOLUCAO: O subespago W gerado por wy, Wy € W3 € 0 mesmo que o espago coluna de

1 -1 0

-3 1 -1

A=} 5 2 4
0 -2 -1

5 3 5

Logo, pelo Teorema 2, W(col(A))t = anul(47), e podemos proceder como no exemplo anterior. Calculamos

1 -35 05]o0 100 3 4]0
[A"]0]=]|-1 1 2 -2 3]0|— |0 1 0 1 3]0
0 -1 4 -1 5]0 00102]|0

Logo, y estd em W se, e somente se, y1=-3y4—4ys, y2 = -y4—3ys e y3 =-2ys. Em conseqiiéncia,

=3y, — 4ys ~31| -4

4= 3y, -1]|-3

Wt = —2ys =gerf| 0}]-2
Ya 1 0

¥s 0 1

e esses dois vetores formam uma base para W.

Projecoes Ortogonais

Lembre-se de que, em R?, a projecio ortogonal de um vetor v sobre um vetor ndo nulo u é dada por

proiav) = (22 Ju

Além disso, 0 vetor perpy(v) = v — projy(v) é ortogonal a projy(v), € podemos decompor v como

v = projy(v) + perp,(v)

como € mostrado na Figura 3.

o
[

perp,(v)

pmij

Figura 3 v = proj,(v) + perpy(v)

Se fizermos W = ger(u), entdo w = proj,(v) estd em W, e wt = perpy(v) estd em W+, Temos entdo um modo
de “decompor” v como soma de dois vetores, com um deles em W e o outro ortogonal a W — precisamente,
v-=w + wl. Generalizaremos essa idéia para R".
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Definicio Seja W um subespaco de R" e seja {uy, ..., i} uma base ortogonal de W. Para um
vetor v em R”, a projecéo ortogonal de v em W é definida por

. W -v . A\
projy{v) = w o+ w;
LI W -y

A componente ortogonal de v em relagio a W € o vetor

perpy(v) = v — proj w(v)

Cada somando na defini¢do de projy(v) é também uma projegdo sobre um tdnico vetor (ou, equivalente-
mente, sobre o espaco unidimensional gerado por ele — em nossa primeira defini¢do). Assim, usando a no-
tacdo de nossa defini¢do anterior, podemos escrever

proju(v) = proj, (v) + -+ + proju(v)

Como os vetores w; sdo ortogonais, a projecdo de v sobre W é a soma de suas projegdes ortogonais sobre
subespacos unidimensionais que sdo mutuamente ortogonais. A Figura 4 ilustra essa situagdo com W = ger

(w1, W), p = projy(v), p1 = proj,(v) € P2 = proju,(v).

Figurad p=pi+p2

Como um caso especial da defini¢gdo de projy(v), também obtemos agora uma boa interpretacdo do
Teorema 2 da Secdo 5.2. Em termos da nossa presente notagao e terminologia, aquele teorema afirma que,
se w estd no subespago W de R", cuja base ortogonal € {vi, V2, ..., Vi}, entdo

W v WeV,
w = vyt b Vi
V1'% Vi Vi

= proj,(w) + -+ + projy,(w)

Logo, w é decomposto em uma soma de proje¢des ortogonais sobre subespagos mutuamente ortogonais ¢
unidimensionais de W.

A definicéio anterior parece depender da escolha da base ortogonal, isto ¢, uma base ortogonal diferente
{u}, ... w} para W parece fornecer uma projy(v) e uma perpy(v) “diferentes”. Por sorte ndo € €s5¢ o caso,

como provaremos logo. Por enquanto, vamos nos contentar com um exemplo.
3

EXEMPLO 4  Seja W um plano em R® de equagdio x —y + 22 = 0,esejav=| -1} Encontre a proje¢ao
2
ortogonal de v sobre W e a componente ortogonal de v em relacio a W.
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SOLUCAO: No Exemplo 3 da Secéo 5.2, encontramos uma base ortogonal para W. Tomando

1
w= |1 ¢ w=
0

temos
=2 w-v=-2
W-w=2 m-u=3
Logo,
. w v U, v
. — +
proju(v) (“1 u )“1 (u2 .“2>“2
1 (=17 [ 97
o FIEE IR R
0 L 1) -3
e perpy(v) = v = projy(v) = | =1 = | §|= |4
2 8
L 2] L-34 3
E facil ver que projy(v) estd em W, pois satisfaz a equago do plano. E igualmente facil ver que perpy(v) é
e
ortogonal a W, ja que € um miltiplo escalar de seu vetor normal| —1 | para W. (Veja a Figura 5.)
2]
perpy, (v)
R
/‘

projy, (v

Figura5 v =projy(v) + perpy(v)

O proximo teorema mostra que sempre podemos decompor um vetor em relagdo a um subespaco e a seu
complemento ortogonal.

TEOREMA3 O Teorema da Decomposigiio Ortogonal

Seja W um subespaco de R” e seja v um vetor em R Existem vetores tnicos w em W e w' em
W tais que

v=w+wh

DEMONSTRACAQ: Precisamos provar duas coisas: que essa decomposigdo existe e que € tinica.
Para demonstrar a existéncia, escolhemos uma base ortogonal {uy,

.., m;} de W. Sejam w = projy(v) e
wh = perpy (v). Entéo:

W+ wh= projw(¥) + perpw(v) = projy (v) + (v -projy(v)) =v
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E claro que projw(v) estd em W, pois € uma combinagdo linear dos vetores my, ..., u; da base de W Para
mostrar que w esta em W', € suficiente mostrar que w* € ortogonal a cada vetor w; pelo Teorema 1(d)
Calculamos

w - wh = w; - perpy(v)

= w; (v — projw(v))
WV W,V
ui‘ vV — lll - llk
Wy ey By o Uy
W v W;- Vv W, v
:“f‘V_< >(“i'“1)“"‘”‘ (“1'“1)""'_( (u; - )
lll 'lll lﬁi'u,‘ llk ‘llk

ll,-'V
=wv—0— -
;e

=w-v—u-v=0

It

I

pois w; - w; = 0 para j # . Isso prova que wlestd em W'e completa esta parte da demonstragéo.
Para provar a unicidade da decomposicio, vamos considerar outra decomposicéo: v = w1 + w1, onde w;
estaem W e wi estdem W' Entdo, w+w' = w; + w, de modo que

w-w = wi— wt

No entanto, como W~ wy estd em We w+ — wlestd em W (pois eles sdo subespagos), sabemos que esse ve-
tor comum estd em W n W= {0} [usando o Teorema 1(c)]. Logo,

W—w, = Wi— wi=0
etemosw= w; e wi=w'. &

O Exemplo 4 ilustrou o Teorema da Decomposicio Ortogonal. Quando W é o subespago de R? dado pelo

3
plano de equaciio x —y + 2z = 0, a decomposi¢do ortogonal de vy = | —1 |, em relagio a W, é v = w + wt, onde
2

WIS W W

w = projy(v) = e wh = perpy(v) =

W Wi Wl

A palavra coroldrio vem da palavra latina corollarium,

. . que se refere a uma grinalda dada como recompensa.
A unicidade da decomposi¢do ortogonal Um corolério, portanto, é uma pequena recompensa
garante que as defini¢des de proju(v) e perpw(v) extra que segue de um teorema.

ndo dependem da escolha da base ortogonal. O g
Teorema da Decomposi¢do Ortogonal também

nos permite demonstrar a propriedade (b) do

Teorema 1. Vamos enunciar essa propriedade como um corolsrio do Teorema da Decomposigdo Ortogonal.

€ COROLARIO 4

Se W é um subespaco de R”, entdo
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DEMONSTRAGCAO: Se w estd em W e x estd em W w - x = 0. Mas isso implica que w estd em (Wf)L. Logo,
W < (WA Para provar que realmente a igualdade € vélida aqui, suponha o contrario. Existe, entfo, um ve-
tor v em (WL)L que ndo estd em W. Pelo Teorema 3, podemos escrever v=w + wh para vetores (determinados
de modo tinico) w em We whem WL. Mas agora

4

O=v-wh =w+w) wi=w-wh+ wt.-wt=0+wt wl =wh. w!

W

4

de modo que wli=0.Logo,v=w+wl=w,e, portanto, v estd em W — o que € uma contradicio. Concluimos

que (WHt = W, como querfamos.

Ha também uma boa relagdo entre as dimensdes de W e W, expressa no Teorema 5.

TEOREMA 5
Se W é um subespaco de R”,

dim W+ dim Wt =n

DEMONSTRAGCAO: Seja {uy, . . ., ) uma base ortogonal de W e seja{vy, ..., v;} uma base ortogonal de W,
Entdo, dim W=k e dim W-=1 Seja B={uy, ..., u, v, ..., v }. Afirmamos que B é uma base ortogonal
de R",
Primeiro, notamos que, como cada w; estd em W e cada v; estd em W,
uw;-v; =0 paratodo i=1,...,kej=1,...,/

Assim, B € um conjunto ortogonal e, portanto, linearmente independente, de acordo com o Teorema 1 da
Seclio 5.2. A seguir, se v € um vetor em R”, o Teorema da Decomposigio Ortogonal nos diz que v =w + wt
para algum w em W e w' em WL, J4 que w pode ser escrito como uma combinacdo linear dos vetores u; e w

pode ser escrito como uma combinagio linear dos vetores vj, Vv pode ser escrito como uma combinagio linear
dos vetores de B. Logo, B também gera R" e, portanto, é uma base de R". Segue que k + [ = n = dim R", ou

dmW+dimWt=n ¢

Aplicando esse resultado aos subespacos fundamentais de uma matriz, obtemos como bénus uma demons-
tracdo rdpida do Teorema do Posto (Teorema 8 da Se¢#o 3.5), enunciado aqui como Corolario 6.

€ COROLARIO 6

Se A € uma matriz mxn,

posto(A) + nulidade(A) = n

DEMONSTRACAO: No Teorema 5, considere W = lin(4). Entdo, Wt = anul(A), pelo Teorema 2, de modo que
dim W = posto(4) e dim W' = nulidade(A4). O resultado vem em seguida.
Note que obtemos a identidade simétrica tomando W = col(4) [e entéo W = anul(AT)}

posto(A4) + nulidade(A”) = m

As Se¢bes 5.2 € 5.3 ilustraram algumas das vantagens de trabalhar com bases ortogonais. Entretanto, ndo
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demonstramos ainda que todo subespaco fermn uma base ortogonal, nem mostramos um modo de construir
essa base (exceto em alguns exemplos particulares, como o Exemplo 3 da Secéo 5.2). Esses problemas seriio
o assunto da préxima segao. ‘

€ EXERCICIOS 5.3 ¢

Nos Exercicios de 1 a 6, encontre o complemento ortogo- 9, Exercicio 7 190. Exercicio 8

nal Wtde W e dé uma base de W-.
Nos Exercicios de 11 a 14, seja W o subespago gerado pe-
los vetores dados. Encontre uma base de W-.

1.W={x}:2x—y=0} -
Ly 2 4
- 11. W, = 1 , Wy = 0
2.W={x}:3x+4y= } -2 1
LY 1] B 7
m -1 1
X 12 w, = 3 , Wy = _
3. W= x+y—z=0
| S L
- 27 =17 2
© 5] -1 2 5
x 13. w = y Wy = , W3 =
4 W=14|yl:2x—y+3z=0 6 -3 6
Lz L 3 L —2 | 1
I 4 1 2
* 6 2 2
5 W = y :x=t,y=—t,z=3l‘ 14-W1= —1,W2: O,W3: 2
Lz 1 1 -1
= -1 -3 2
6. W= ylix=2y=26z=-t Nos Exercicios de 15 a 18, encontre a proje¢do ortogonal
L2

de v sobre o subespaco W gerado p

elos vetores w;. (Vocé

pode assumir que os vetores W; 4o ortogonais.)

Nos Exercicios 7 e 8, ache bases para o espago linha de A e 7 R
para o espago anulado por A. Verifique que cada vetor em 5. v = | —4 =y
lin(A) é ortogonal a todo vetor em anul(A). r o3 17 M 1]
16. v = 1w=|1},u=|-1
1 -1 -2 1] 0
502 1 M1 27 1]
A= 1 2 7v=|2|u=|-2|un=] 1
-1 -1 1 L3 1] L 4.
~ r 0
1 1 -1 0 2 z i _1 0
‘“2 O 2 4 4 18 vV = - ul = ll2 = ,“3 -
o = ° ’ ’ —1 1
8. 4 2 2 -2 01 4 0 1 1
-3 -1 3 45 L3 0

Nos Exercicios de 19 a 22, encontre a decomposi¢iio orto-

Nos Exercicios 9 e 10, encontre bases para o espago coluna  gonal de v em relagio a W.
de A e para o espago anulado por AT sendo A a matriz no

exercicio dado. Verifique que todo vetor em col(A) é orto- 19, v = { 2] W = ger( [1)
gonal a todo vetor em anul(AT). -2 3

‘
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( 47 r17 23, Prove o Teorema 1(c).
20, v=| -2, W =ger
| 3] 1] 24. Prove o Teorema 1(d).
[ 4] ][ 1 25. Sejam W um subespago de R* e v um vetor em R”.
2. v= | —2 | W=ger| |12, -1 Suponha que w e W' sdo vetores ortogonais com w em W,
L 3] L e que v=w+w.O vetor w tem necessariamente que es-
tar em W1? Prove ou dé um contra-exemplo.
[ 2 0
99y = 1 W = ger -1 ) 1 26. Sejam {vy, . . ., v,} uma base ortogonal de R" ¢ W =
5 1 1 ger (vy, . . ., v). E necessariamente verdade que Wt =
L3 0 1 ger(Virt, - - ., v,)? Prove ou dé um contra-exemplo.

5.4 O Processo de Gram-Schmidt e a Fatoracio OR

esta secdo, apresentaremos um método simples para construir uma base ortogonal (ou orto-
normal) para qualquer subespago de R”. Esse método nos levard a uma das mais Gteis fato-
acOes de matrizes,

O Processo de Gram-Schmidt

Gostariamos de poder achar uma base ortogonal para um subespago W de R". A idéia € comecar com
uma base {xy, . . ., x;} de W e “ortogonalizar” um vetor de cada vez. Ilustraremos essa construcio basica com
o subespago W do Exemplo 3 da Secdo 5.2.

EXEMPLO | Seja W = ger(xy, x,), onde

Construa uma base ortogonal para W.

SOLUCAO: Comegando por xy, obtemos um segundo vetor ortogonal a ele tomando a componente ortogonal
de x; em relagdio a x; (Figura 1). Algebricamente, seja vy = x;. Entdo

V2 = perpy(X) = X, — projy(x,)

X Xy
=X = X
X)Xy

-2 1 -1
= 0—(%)1: 1
1 0 1

Entdo, {v{, v,} é um conjunto ortogonal de vetores em W. Assim, {¥1, v2} é linearmente independente e, por-
tanto, ¢ uma base para W, ja que dim W =2, :
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Figura 1 Construindo v, ortogonal a x;

Observacio: » Note que esse método depende da ordem dos vetores na base original. No Exemplo 1, se tivés-
-2 1

semos tomadox, = | 0|e x, = | 1|, terfamos obtido uma base ortogonal diferente para W.
1 0

=5>  (Verifique isso.)

A generalizacdo desse método para mais de dois vetores comega cOmo no Exemplo 1. O processo € cons-
truir iterativamente os vetores subseqiientes fazendo-os ortogonais a todos os vetores que ja foram construi-
dos. Esse método é conhecido como Processo de Gram-Schmidt.

€ TEOREMA | O Processo de Gram-Schmidt

Seja {x, . . . , X} uma base para um subespago W de R" e defina o seguinte:

¥y = X, W, = ger(x,)

il

Y X
I‘ 2>V[, WZ ger(xlr X?_)

Vi X3 Yt X3
V3 = X3 7\ A V2, W,
Y ¥ APRS]

i

gEl‘(X 1> X2, X3)

Vi = X T
Vi1 " X )
= T |V, Wk = gel‘(xl ey Xk)
(Vk—l * Vi1 ’
Entdo, paracadai=1,...,k {v,..., v;} € uma base ortogonal de W;. Em particular, {v(, ...,

vy} € uma base de W.
Enunciado sucintamente, o Teorema 1 diz que todo subespago de R” tem uma base ortogonal e fornece
um algoritmo para construir uma base dessas.

DEMONSTRACAQ: Provaremos, por indugiio, que, paracadai=1, ...,k {vy, ..., v; } € uma base ortogonal
de Wi-

Como v = X1, é claro que {v{} ¢é uma base (ortogonal) de W; = ger(xy). Assuma agora que, para al-
gum i<k, {vy, ...,V € uma base ortogonal de W;. Entao:

Vo =x V1'Xi+1)v <V2'Xi+1)v ) <Vi'Xi+1>v
AR I el A Sl Bl A 7 S S
! ! Vi o ¥ YV ViV

A;_
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Pela hipétese de indugdo, {vy, ..., v;} € uma base ortogonal para ger(xy, . . ., x;) =W; . Logo,

Vier = Xipq — PI'OjW,(Xi+1) = PGI’PW,(X,-+1)

Entéo, pelo Teorema da Decompo_sigéo Ortogonal,
v;. € ortogonal a W;. Por defini¢do, vy, . . ., v; Jorgen Pedersen Gram (1850 ~1916) foi um atudrio

séo combinacdes lineares de xj, . . ., x; e, por- dinamarqués (estatistico da 4rea de seguros) que era
tanto, estdo em W, Conseqiientemente {v,, . . . ,

v;.1} € um subconjunto ortogonal de W, ;.

interessado na ciéncia de medir. Ele foi o primeiro a

Além disso, v # 0, pois, caso contrario, publicar, em 1883, o processo que leva seu nome,
EKiap = Projw(Xis1), O que implica que x; +1 estd em em um artigo sobre os minimos quadrados. Erhard
Wi. Mas isso € impossivel, ja que W; = ger(xy, ..., Schmidt ( 1876 ~1959) foi um matemdtico alemio que
X;) € {X1, . . ., X;11} € linearmente independente. estudou sob a orientagio do grande David Hilbert e &

==p> (Por qué?) Concluimos que {vy, . . ., Viel} é

um conjunto com i + 1 vetores linearmente inde-

pendentes em W;,;. Conseqiientemente, Vi, .., o ) i

vir1} € uma base de Wiy, pois dim Wig=i+ 1. contribuicdo ao Processo de Gram-Schmidt veio em

Isso completa a demonstracio. € um artigo sobre equacgdes integrais, em 1907, no qual
Se quisermos uma base ortonormal de W, pre- ele escreveu os detalhes do método mais explicita-

cisamos simplesmente normalizar os vetores pro- mente do que Gram havia feito.

duzidos pelo Processo de Gram-Schmidt. Para cada ]

L, substitufmos v; pelo vetor unitario qQ; = (Ufv])v.

considerado um dos fundadores de um ramo da
matematica conhecido como andlise funcional. Sua

e

EXEMPLO 2 Aplique o Processo de Gram-Schmidt para construir uma base ortonormal para o subespaco
W = ger(xy, X,, X3) de R4, onde

1 2 2

-1 1 2

Xy = 1 R= o %= 1
1 1 2

SOLUGAO: Primeiro, note que o conjunto {Xy, x,, X3} é linearmente independente e, portanto, é uma base de W.
Comegamos pondo v = x;. Em seguida, calculamos a componente ortogonal de x; em relagfio a Wy = ger(vy):

VitXy
X2 - A%
V] ‘Vl !

1

V2 = perpy,(x,)

Fz 1
_ |1 2| 1
=l =®

L1 1

i

3
— 2

1

2

1

L2

Para facilitar os célculos, uma boa idéia, nesse ponto, é “simplificar” v, para eliminar fragdes. No fim,
podemos normalizar o conjunto ortogonal que estamos construindo para obter um conjunto ortonormal; as-
sim, podemos substituir v; por qualquer multiplo escalar conveniente sem afetar o resultado final. De acordo
com isso, substituimos v, por

)W
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Agora, achamos a componente ortogonal de x3 em relagdo a
W, = ger(xy, x,) = ger(vi, v2) = ger(vy, v3)

usando a base ortogonal {v;, v3 }:

MRS V5 X3
vy = perpy,(x3) = X3 — Vi — V3
: ABA{ Vo ¥

2 1 3

2 -1 3

S HEC R

L2 1 1
-1
2
0
= 1
2
L1

-1

_ 0
Multiplicamos agora pelo escalar 2 para obter v3 = 2v; = e
2

=35>  Temos agora uma base ortogonal {vy, v, v3 } de W. (Verifique para ter certeza de que esses vetores sao
ortogonais.) Para obter uma base ortonormal, normalizamos cada vetor:

1 12
_ ( 1 B (1) 1| _| -2
w= m>“_ 2)-1] 7 | -1
1 12
3 3/2V/5 3V/5/10
_(1),_(1)3_3/2\/5_3\/5/10
R\ /2T \VE) 1| | 1evE || VAo
1 1/2V5 V5/10
-1 -1/v6 -V6/6
_( 1 > __( 1 > 0| _ 0 _ 0
B\l T\NVE) | 1| T uve || Vs
2 2/V6 V6/3

Entdo, {q1, ¢, q3} é uma base ortogonal de W.

O Processo de Gram-Schmidt é muito dtil para construir uma base ortogonal que contenha um vetor es-
pecifico. O préximo exemplo ilustra essa aplicacio.

EXEMPLO 3 Encontre uma base ortogonal de R® que contenha o vetor

1
2
3

\{
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SOLUCAQ: Primeiro, achamos uma base qualquer de R3 que contenha v. Se tomarmos

0 0
=11] e x3=10
0 1

==5>  entdo {vy, X, X3} obviamente serd uma base de R*. (Por qué?) Aplicamos agora o Processo de Gram-
Schmidt a essa base para obter

rv2=x2~<;l.—v1>vl= -G 2] = z, =1 5
0 3 -3 -3
e, finalmente,
Vit X3 V3 ' X3 0 3 ! -3 -1 _Iol
V3:X3—<W)V1—<W>V'z= Ol-G|2 -&)| 5|= ?
1 3 -3 W
-3
vy = 0
1

Entio, {v{, v, v3} € uma base ortonormal de R? que contém v;.

Analogamente, dado um vetor unitdrio, podemos achar uma base ortonormal que o contenha pelo
método agora descrito, e entdo normalizar os vetores ortogonais obtidos.

Observacao: ¢ Quando o Processo de Gram-Schmidt ¢ implementado em um computador, existe quase
sempre algum erro de arredondamento, levando a uma perda da ortogonalidade dos ve-
tores q;. Para evitar essa perda da ortogonalidade, geralmente sio feitas algumas modifi-
cagdes. Em vez de normalizarmos os vetores v; s6 no fim para obtermos os vetores g,
aqueles sdo normalizados logo depois de calculados, e, assim que cada g; € calculado, os
vetores restantes x; sdo modificados para ficarem ortogonais a ;. Esse procedimento é
conhecido por Processo de Gram-Schmidt Modificado. Entretanto, na prética, a versdo
da fatoracdo QR € usada para calcular bases ortonormais.

A Fatoracdo OR

Se A € uma matriz mxn com colunas linearmente independentes (exigindo m > n), aplicar o Processo de
Gram-Schmidt a essas colunas implica uma fatoracdo muito Gtil da matriz A em um produto de uma matriz
ortogonal Q por uma matriz triangular superior R. Essa é a fatoracio OR, ¢ tem aplicagdes na aproximacao
numérica de autovalores — o que investigaremos no fim desta se¢io — e no problema da aproximagio pelo
método dos minimos quadrados, que discutiremos no Capitulo 7.

Para ver como surge a fatoragdo QR, considere ay, . . ., a, como as colunas (linearmente independentes)
de A,eqy,...,q, como os vetores ortonormais obtidos pela aplicagdo do Processo de Gram-Schmidt 4 ma-
triz A com normalizacdes. Pelo Teorema 1, sabemos que,paracadai=1,..., n,

Wi=ger(ay, ... a)=ger(q,...,q)
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Assim, existem escalares ry;, 12, - - - Fii tais que
a; = Fq Ty + oo T para i=1,...,n
Isto &,
a; = ruf

a, = rpg t raQ

a, = TG + gy vt Pl

o que pode ser escrito na forma de matriz como

Fig Fio 7 T
0 I Fon

A:[al a v an]:[ql G4 q'l] '22 . 2 =0R
O O rn'n

E claro que a matriz Q tem colunas ortogonais. Também € verdade que os elementos na diagonal de R

sio ndo nulos. Para ver isso, observe que, se 7; = 0, entao a; ¢ uma combinacdo linear de qy, . . ., ¢i1,€, POr-
tanto, estd em Wi_i. Mas entdo a; seria uma combinacdo linear de ay, . . ., 8,1, 0 que seria impossivel, ja que
ay, ..., a; sdo lincarmente independentes. Concluimos que r;; # Oparai=1,...,n Como R é triangular su-

perior, segue que ela tem que ser invertivel. (Veja o Exercicio 21.)
Provamos o seguinte teorema:

TEOREMA 2 A Fatoraciio QR

Seja A uma matriz mxn com colunas Jinearmente independentes. Entéo, A pode ser escrita
como A = QR, onde Q é uma matriz mxn com colunas ortonormais ¢ R é uma matriz triangular
superior invertivel.

QObservagoes: ¢ Também podemos assumir que os elementos da diagonal de R sdo positivos. Se 1y < 0,
simplesmente substitufmos q; por ~q; € i por i
; ¢ A exigéncia de que A tenha colunas linearmente independentes € uma condigo
necessaria. Para provar isso, suponha que A seja uma matriz mxzs com uma fatoragdo
QR, como no Teorema 2. Entdo, como R ¢ invertivel, temos que Q = AR™L Logo,
posto(Q) = posto(A), pelo Exercicio 55 da Secdo 3.5. Mas posto(Q) = n, ja que suas colu-
nas sio ortonormais e, portanto, linearmente independentes. Logo, posto(A) = n tam-
bém, e, conseqlientemente, as colunas de A sio linearmente independentes, de acordo
com o Teorema Fundamental.
¢ A fatoracio QR pode ser estendida para matrizes arbitrarias de um modo um pouco
diferente. Se A é uma matriz mxn, é possivel achar uma seqiiéncia de matrizes ortogo-
nais Qy, . . ., Q1 tais que Qp 1+ . - 0,01 A sejam uma matriz mxn triangular superior R.
Entdo, A = QR,onde Q =(Qp1- - - 0,01)"! é uma matriz ortogonal. Examinaremos essa
abordagem em Investigagdo: A Fatoragdo OR Modificada.

EXEMPLO 4 Encontre a fatoracdo QR de

|

[y
=R \]
N NN

\
l
|
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SOLUGCAO: As colunas de A sdo exatamente os vetores do Exemplo 2. Uma base ortonormal para col(A),
produzida pelo Processo de Gram-Schmidt, &

1/2 3v/5/10 -V6/6

-1/2 1 3V5/10 3 0
T T sl BT v

1/2 V5/10 V6/3

de modo que

12 3V5/10 —\6/6
-1/2 3V5/10 0

=172 V510 V66
172 V510  V6/3

Q=[q g 93] =

Do Teorema 2, A = QR para alguma matriz triangular superior R. Para encontrar R, usamos o fato de Q
ter colunas ortonormais e, conseqiientemente, Q7Q = I. Logo,

QTA=QTQR=IR=R

Calculamos

1/2 -1 =12 12 i i ; 2 1 1/2
R=Q"A =|35/10 3V5/10 V5/10 V/3/10 0 11710 V3 3V5/2
-V%6/6 0 V66 Vo3 L o 0 0 Veér

€ EXERCICIOS 5.4 &

Nos Exercicios de 1 a 4, sdo dados vetores que formam  Nos Exercicios 5 e 6, sdo dados vetores que formam uma
uma base para R? ou R3. Aplique o Processo de Gram-  base para um subespaco W de R3 ou R* Aplique o
Schmidt para obter uma base ortogonal. Normalize entéo Processo de Gram-Schmidt para obter uma base ortogonal

a base encontrada para obter uma base ortonormal. para W.
M 1 1 3
1. X; = _1:',)(2: [2:] 5, X, = 1 , Xy = 4
L0 2
[ 3 3
2 = = r
X -3 } > Xp {1 :‘ 3
-1 -1
6. Xl = 5 Xz = O
1 0 3 5 4
3x=|-1/%=|3,x=|2 -
[ -1 3 4
Nos Exercicios 7 e 8, encontre a decomposicio ortogonal
1 1 1 : de v em relagdo ao subespaco W.
4.X1: 1 , Xy = 1 , X3 = 0 4
L1 0 0 7.V =| =4 | W como no Exercicio 5.

3



8.v= , W como no Exercicio 6.

N O

Use o Processo de Gram-Schmidt para achar uma base or-
togonal para os espagos coluna das matrizes dos Execicios
9e 10.

011 1_1;
0.1 0 1| 100 | | g
110

1 51

11. Encontre uma base ortogonal de R3 que contenha o
vetor

13
1
5

12. Encontre uma base ortogonal de R* que contenha os
vetores

O s N
N WO =

-1

Nos Exercicios 13 e 14, encontre a fatoragio OR da matriz
no exercicio dado.
13. Exercicio 9 14. Exercicio 10

Nos Exercicios 15 e 16, as colunas de Q foram obtidas pela
aplicagdo do Processo de Gram-Schmidt as colunas da
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matriz A. Encontre a matriz triangular superior R de ma-
neira que A = QR.

2 8 2 21 2
_ 3 3 3
5.A=| 1 7 -1|,0=] } 2z =2
—_ — 2
1 3 V6 1/V3
2 4 21V6 0
16. A = ,0 =
-1 -1 Q -1/V6 1V3
0o 1 0 1/V3

17. Se A é uma matriz ortogonal, encontre a fatoragdo
QR de A.

18. Prove que A & invertivel se, e somente se, A = OR,
onde Q é ortogonal € R € triangular superior com ele-
mentos ndo nulos na diagonal.

Nos Exercicios 19 e 20, use o método sugerido pelo Exercicio
18 para calcular AL para a matriz A no exercicio dado.

19. Exercicio 9 20. Bxercicio 15

21. Seja A uma matriz mxn com colunas linearmente in-
dependentes. D€ uma demonstragdo alternativa do fato
de que a matriz triangular superior R de uma fatoragdo

OR tem que ser invertivel, usando a propriedade (c) do
Teorema Fundamental.

22. Seja A uma matriz mxn com colunas linearmente in-
dependentes, ¢ seja A = QR uma fatoracio QR de A.
Mostre que A € O tém o mesmo espago coluna.




